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Page  73,  ligne  12  en  descendant,  au  lieu  de  : x-f-XÿYrrr’, 

lisez  : xX-j-yYz^r’. 

Page  254,  ligne  15  — au  lieu  de  : et  pour  direction  la  sécante, 

lisez  : et  pour  directrice  la  sécante. 

Page 261,  ligne  10  — au  lieu  de:  l/a,-f-é\ 

lisez  : V a'+c'. 

Page  266,  corrigez  la  figure  168;  la  branche  de  courbe  OC  doit  couper  l'a- 
symptote et  passer  de  l’autre  côté. 

Page  268,  ligne  6 en  remontant,  au  lieu  de  i entre  —2  et  0, 

lisez  : entre  — 1 et  0. 

Page  272,  ligne  8 au  lieu  de  : x* ±x*, 

s 

lisez  : x’drx*. 

Page  275,  ligne  7 en  descendant,  au  lieu  de  ; y augmente, 

lisez  : tf  augmente. 

Page  289,  lignes  11, 12, 13  et  14  en  descendant,  lisez  : 

Les  termes  du  degré  m— 1 manquant,  on  a d=0;  comme  cette  valeur 
de  d annule  le  polynôme  (6),  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  droite 
y — — x est  asymptote,  ainsi  que  nous  l'avons  reconnu  d'une  autre 
manière. 

Page352,  ligne  20en  descendant,  au  lieu  de  : l’abscisse  d’un  point  commun. 

lisez  i l’abscisse  d'un  poinlréel  commun. 
Page  353,  ligne  4 en  montant,  au  lieu  de  : 

lisez  : . 

ms 

Page  355,  ligue  10  en  montant,  au  lieu  de  : les  équations  (2)  et  (3), 

lisez  : les  équations  (1)  et  (3). 
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GEOMETRIE 

ANALYTIQUE 


La  Géométrie  analytique  a pour  but  l’étude  des  figures  par 
les  procédés  du  calcul  ou  de  l 'analyse  algébrique. 

C'est  Descartes  qui  a trouvé  le  moyeu  de  représenter  les 
figures  par  des  symboles  algébriques,  et  qui  a ramené  ainsi  la 
science  des  figures  à la  science  des  nombres. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  figures  planes  ou  à deux 
dimensions,  et  ensuite  des  figures  dans  l’espace  ou  à trois 
dimensions. 


GEOMETRIE  PLANE 

LIVRE  I 

PH K LIMINAIRES 


CHAPITRE  1 

De*  Coordonnée*. 


(!..  détermine  la  position  d’un  point  dans  un  plan  au  moyen 
ded  nx  quantités  que  l’on  nomme  les  coordonnées  du  point. 

11  a une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées.  Nous  parle- 
rons seulement  des  systèmes  les  plus  simples  et  les  plus  fré- 
que  ment  employés. 
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COORDONNEES  HECTILIUNKS. 


7 


/ 


1 —Soient  deux  droites  ou  axes  fixes  X'X  et  Y'V  tracées  dans 
le  plan  (lig.  1),  la  position  d’un  point 
quelconque  M du  plan  sera  déterminée 
par  l’intersection  de  deux  droites  G'G, 
H H parallèles  aux  axes.  I.a  position  do  la 
parallèle  II  II  est  définie  par  sa  distance 
01*  a l'axe  Y'Y,  distance  comptée  sur 
l’autre  axe;  il  faut,  de  plus.  Indiquer  de 
quel  côté  de  l’axe  est  située  ln  parallèle  ; 
on  convient  d’affecler  la  distance  01* 


/O  /Y 

j 

iw 

«s-  i. 

ce  sera  par  le  signe; 
du  signe  -f-  si  elle  tombe  sur  OX,  du  signe  — si  elle  tombe  sur 
OX'.  De  même,  la  position  de  lu  parallèle  G'G  est  définie  par 
sa  distance  00  à l’axe  X'X,  distance  comptée  sur  le  second 
axe  et  prise  avec  le  signe  + ou  le  signe  — , suivant  qu’elle 
tombe  sur  OY  ou  sur  OY’. 

Ces  deux  longueurs  01’  et  00,  affectées  chacune  du  signe 
convenable,  qui  déterminent  ainsi  lu  positiou  des  deux  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  point  M,  sont  les  coordonnées  recti- 
lignes du  point.  On  les  désigne  ordinairement  par  les  lettre  x 
et  t/.Cependanl  la  coordonnée  désignée  par  x porte  plus  parti- 
culièrement le  nom  d’a&smse,  l’autre,  y,  celui  d ordonnée.  Les 
deux  droites  fixes  X'X  et  Y'Y  s’appellent  les  axes  des  coordon- 
nées; le  premier  est  l’axe  des  a;,  le  deuxième  l’axe  des  y.  Le 
point  0,  à partir  duquel  on  compte  les  coordonnées  sur  cha- 
que axe,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  prend  le  nom  d’oriyine 
des  coordonnées. 

Si  l’on  donne  à x et  à y toutes  les  valeurs  possibles  posi- 
tives ou  négatives,  en  d'autres  termes,  si  l’on  fait  varier  x 
et  y de  — » à +*,  on  obtient  fous  les  points  à ,i  plan; 
d’ailleurs,  chaque  couple  de  valeurs  donne  un  po  ut  et  un 
seul. 

Nous  remarquons  que  les  deux  coordonnées  du  p in l M sont 
les  projections  de  la  droite  OM  sur  les  axes  OX  et 1 Y,  la  pro- 
jection sur  chaque  axe  se  faisant  parallèlement  a l’autre.  La 
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projection  sur  l'axe  des  x,  comme  la  coordonnée  x elle-même, 
est  la  longueur  OP,  afléclée  du  signe  + ou  du  signe  — , sui- 
vant qu'elle  est  portée  dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direc- 
tion opposée  OX';de  même,  la  projection  sur  l’axe  des  y, 
comme  la  coordonnée  y,  est  1a  longueur  OQ,  affectée  du  signe 
+ ou  du  signe — , suivant  qu’elle  est  portée  dans  la  direction 
OY  ou  dans  la  direction  opposée  OY'. 


COORDONNÉES  RECTILIGNES  RECTANGULAIRES. 

. - ï— Ordinairement  on  trace  les  axes  lixes 

1 I * 

t j ^ perpendiculaires  entre  eux;  dans  ce  cas  les 
__j  deux  coordonnées  du  point  M (lig.  2)  sont 
i les  distances  de  ce  point  aux  deux  axes;  ce 
i1'  x sont  aussi  les  projections  orthogonales  de 
la  droite  OM  sur  les  deux  axes. 

Fiy.  2. 

COOK  DONNÉES  POLAIRES. 


3— Soit  O un  point  fixe  nommé  pôle,  OX  un  axe  tixe  (lig.  3)  ; 

ou  peut  déterminer  la  position  du  point  M 
par  la  longueur  p du  rayon  vecteur  OM 
et  par  l’angle  w que  fait  ce  rayon  vecteur 
avec  l’axe. 

Fili  J. 

La  position  du  poi  n l M est  déterminée  par  l’intersection 
d’un  cercle  de  rayon  p,  ayant  pour  centre 


/*• 


\ 


Fie  A. 


le  pôle,  et  d'une  (Jjynjjjkoi^OL  partant 
du  pôle  et  faisant  avec  Taxe  OX  l'angle 
1 u (fig.  4).  Mais  il  faut  convenir  du  sens 
dans  lequel  on  compte  l’angle  w,  i partir 
de  l’axe  OX. 


zpé. 


On  obtient  tous  les  points  du  plan  en  faisant  varier  p de  0 à 
-f»  et  w de  0 à 2 n.  En  effet,  si,  laissant  « constant,  on  fait 
varier  p de  0 à +»,  on  a tous  les  points  de  la  demi-droite 
OL;  si  ensuite  on  fait  varier  « de  0 à 2ît,  la  demi-droite  OL 
part  de  la  position  OX  et  décrit  tout  le  plan. 


» y j 


r 

4 *■ 

l 


t '' 


y i 

K 


K 
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COORDONNÉES  DI-FOLAIRES. 


4— On  peut  aussi  définir  la  position  d'un  point  M par  ses 
distances  u et  r à deux  points  fixes  F et 
F'  (fig.  5).  La  position  du  point  M se 
^ trouve  alors  déterminée  par  l’intersec- 
tion de  deux  circonférences  décri  les  des 
poinls  F et  F'  comme  centres  avec  les 
rayons  u et  v.  Mais  ce  système  n’offre 
pas  la  même  perfection  théorique  que  les  deux  précédents; 
d'abord,  tout  couple  de  valeurs  de  « et  r n’est  pas  admissible; 
il  faut  que  la  distance  des  pôles  soit  moindre  que  leur  somme 
et  plus  grande  que  leur  différence;  lorsque  cette  condition  est 
remplie,  les  deux  circonférences  se  coupant  en  deux  points,  il 
en  résulte  une  ambiguïté  fâcheuse.  J 


Fig.  5. 
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IDÉE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES. 

ü — Le  nombre  des  systèmes  de  coordonnées  est  infini.  En 
général,  on  détermine  la  position 
d'un  point  dans  un  plan  par  l'inter- 
section de  deux  lignes  tracées  dans 
ce  plan.  Soient  (fig.  C)  A’,  A",  A'",... 
~~  une  première  série  de  lignes  de  même 
espèce  correspondant  à diverses  va- 
leurs u',  u",  u'",...  de  la  variable  u; 
une  seconde  série  de  lignes  de  même 
espèce,  coPrësponcla'ift  à diverses  valeurs  v,  v",  v’",...  de  la 
variable  c;  un  point  quelconque  du  plan  est  défini  par  le 
couple  des  deux  lignes  qui  passent  en  ce  point,  et  les  valeurs 
particulières  qu’il  faut  donner  aux  variables  u et  c pour  avoir 
ces  deux  lignes  s’appellent  les  coordonnées  du  point.  L'eu- 
semble  de  ces  deux  séries  de  lignes  constitue  un  système 
de  coordonnées. 

Dans  le  premier  des  systèmes  que  nous  avons  étudiés,  cha- 
cune des  deux  séries  de  lignes  se  compose  de  droites  parallèles; 


Fig.  6. 

et  B',  B”,  B'", 
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c’est  pourquoi  on  désigne  ces  coordonnées  sous  le  nom  de  coor- 
données rectilignes. 

Dans  le  système  polaire,  la  première  série  se  compose  de 
demi-droites  émanant  du  pôle  O,  et  définies  par  l’angle  va- 
riables» qu'elles  font  avec  l’axe  OX(ûg.  4);  la  seconde  série  de 
cercles  concentriques  décrits  autour  du  pôle  avec  le  rayon 
variable  p. 

Dans  le  système  bi-polaire,  chacune  des  séries  se  compose 
de  cercles  concentriques. 


REPRÉSENTATION  DES  LIGNES  PLANES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

6— Soit  une  ligne  plane  quelconque  AB  (fig.  7).  Traçons 
dans  le  plan  deux  axes  OX  et  OY,  et  dé- 
signons par  x et  y les  deux  coordonnées 
OP  et  MP  d’un  point  M quelconque  de  la 
ligne;  quand  le  point  M se  meut  sur  la 
ligne,  les  deux  coordonnées  varient  si- 
multanément; si  l’on  donne  à l’abscisse 
une  valeur  arbitraire  OP,  la  grandeur 
de  l’ordonnée  correspondante  MP  est  parfaitement  déterminée 
et  la  variation  de  l’abscisse  entraîne  celle  de  l’ordonnée.  Ainsi 
l’ordonnée  MP  est  une  fonction  de  l’abscisse  OP;  la  nature  de 
cette  fonction  dépend  de  celle  de  la  ligne.  Quand  la  ligne  est 
définie  géométriquement,  on  conçoit  que  l’on  puisse,  de  la 
définition  géométrique  de  la  ligne,  déduire  une  équation  entre 
x et  y,  servant  à définir  analytiquement  la'fonctiou  y.  L’équa- 
tion en  x et  y que  l’on  trouve  de  cette  manière  s’appelle  l’é- 
quation de  la  ligne. 


T — Supposons,  réciproquement,  quel’on  donne  une  équation 
F (x,  y)= 0, 

entre  deux  variables  x et  y;  chaque  couple  de  valeurs  réelles 
de  x et  y qui  satisfont  à cette  équation  détermine  un  point  du 
plan  ; or,  si  l’on  fait  varier  x d’une  manière  continue  entre 
certaines  limites,  l’équation  est  ordinairement  satisfaite  par 
des  valeurs  de  y réelles  et  continues;  l’ensemble  des  points 
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obtenus  de  la  sorte  forme  donc  une  suite  continue,  c'est-à-dire 
une  ligne.  Ainsi , en  général , une  équation  entre  les  deux 
coordonnées  représente  une  ligne  plane. 

H— Ce  que  nous  venons  de  dire  des  coordonnées  rectilignes 
a lieu  évidemment  dans  tout  autre  système  de  coordonnées. 
Dans  le  système  polaire,  quand  le  point  M se  meut  sur  la 
ligne,  le  rayon  vecteur  p varie  avec  l’angle  «;  c’est  une  fonc- 
tion de  m,  et  la  ligne  est  représentée  par  une  certaine  équa- 
tion entre  p et  w. 

O — La  représentation  des  figures  par  des  équations  est  le 
fondement  de  la  Géométrie  analytique;  c’est  là  ce  qui  permet 
d’appliquer  à l’étude  des  figures  les  procédés  du  calcul  algé- 
brique. On  s’occupe  en  Géométrie  analytique  de  trois  ques- 
tions fondamentales  : Quand  une  figure  est  définie  géométri- 
quement, on  cherche  son  équation;  réciproquement,  on 
apprend  à construire  la  figure  que  représente  une  équation 
donnée;  enfin,  on  étudie  les  relations  qui  existent  entre  les 
propriétés  géométriques  des  figures  et  les  propriétés  analy- 
tiques des  équations. 

Les  exemples  que  nous  donnons  dans  le  chapitre  suivant 
feront  bien  comprendre  comment  on  représente  les  lignes  par 
des  équations. 


CHAPITRE  II 

Exemple*. 

10— En  général,  la  définition  géométrique  d’une  courbe, 
déterminant  chacun  de  ses  points,  correspond  à un  certain 
système  de  coordonnées;  si  l’on  choisit  le  système  particulier 
indiqué  pur  l’énoncé,  l’équation  de  la  courbe  est  la  traduction 
immédiate  de  sa  définition  géométrique. 

4 **•  Ctrrivùï  ~ 
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CERCLE. 

11 — Le  cercle  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'un 
point  fixe  appelé  centre.  On  le  décrit  à l'aide  d’un  compas,  en 
plaçant  une  pointe  an  centre,  l’autre  pointe  trace  la  circon- 

Si  l’on  prend  le  centre  O pour  pôle 
et  une  droite  quelconque  OX  pour 
axe  polaire  (flg.  8),  et  que  l’on  désigne 
par  r la  longueur  du  rayon,  l’équation 
ç-  de  la  circonférence  en  coordonnées 
polaires  est 
(1)  P=r, 

fie-  *-  puisque  la  longueur  du  rayon  vecteur 

est  constamment  égale  à r,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'angte  <•>. 

Cherchons  maintenant  l’équation  du  cercle  en  coordonnées 
rectilignes.  Si  l’on  prend  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
passant  par  le  centre,  le  triangle  rectangle  OMP  donne  immé- 
diatement l’équation 

(2)  x’-  + yi=r\ 

qui  existe  entre  les  deux  coordonnées  X et  y d’un  |>oint  M de 
la  circonférence.  C’est  l’équation  de  la  circonférence  dans  ce 
système  de  coordonnées. 


ELLIPSE. 

19 — L'ellipse  est  une  courbe  telle  que  la  somme  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  est  constante. 
Ce*  deux  points  sont  les  foyers  de  l’ellipse. 

Il  est  facile  de  construire  l’ellipse  par  points.  Soient  F et  F' 
(tig.  9}  les  deux  foyers.  Portez  sur  la 
droite  h'F  une  longueur  F'K  égale  à 
la  somme  constante  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe 
aux  deux  foyers.  Du  foyer  F'  comme 
centre,  avec  différents  ratons,  dé- 

U'  M • ' 

fi*.  »•  crivez  une  série  de  cercles.  Soit  D le 

point  où  l’un  d’eux  coupe  la  droite  F F ; prenez  une  ouverture 
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de  compas  égale  à KD,  et  du  foyer  F comme  centre,  avec  cette 
ouverture  de  compas,  décrivez  un  second  cercle;  ce  cercle 
coupera  le  premier  en  deux  points  M et  M',  qui  appartiendront 
à l’ellipse;  car  la  somme  des  distances  MF'  et  MF  du  point 
M aux  deux  foyers  est  égale  à la  somme  des  deux  rayons  F'D 
et  KD,  c’est-à-dire  à la  longueur  donnée  F'K. 

Répétez  la  même  construction  pour  chacun  des  cercles  dé- 
crûs du  foyer  F' comme  centre;  et  quand  vous  aurez  ainsi 
obtenu  un  assez  grand  nombre  de  points,  vous  ferez  passer  à 
la  main  un  trait  continu  par  tous  ces  points,  et  vous  aurez 
l’ellipse  demandée. 

13— On  emploie  la  construction  graphique  que  nous  ve- 
nons d’indiquer  dans  les  épures  sur  le  papier.  Mais  dans  les 
arts,  quand  on  veut  tracer  une  ellipse  sur  une  planche  ou  sur 
une  feuille  de  carton,  on  a recours  à un  procédé  beaucoup 
plus  rapide. 

On  fixe  aux  deux  foyers  F et  F'  (11g.  10)  deux  pointes  aux- 

m quelles  on  attache  les  deux  extrémités  d’un 

fil  ayant  la  longueur  voulue.  On  tend  en- 
suite le  fil  avec  un  style  ou  un  crayon,  que 
f l’on  fait  mouvoir  dans  le  plan  en  tenant  le 
. fil  constamment  tendu,  et  l’on  décrit  ainsi 
rig.  îo  l’ellipse.  Car,  dans  chacune  des  positions 

du  DI,  la  somme  des  distances  MF  et  MF'  est  égale  à la  longueur 
constante  du  fil. 

Ce  mode  de  description  montre  bien  que  l’ellipse  est  une 
courbe  fermée  comme  le  cercle. 

34 — Nous  indiquerons  de  suite  quelques-unes  des  proprié- 
tés les  plus  simples  de  l’ellipse. 

On  appelle  axe  d’une  courbe  une  ligne  droite  qui  divise 
la  courbe  en  deux  parties  symétriques,  c’est-à-dire  en  deux 
parties  égales,  qui  s’appliquent  exactement  l’une  sur  l’autre, 
quand  on  fait  tourner  la  première  autour  de  l’axe  comme 
charnière,  pour  la  rabattre  sur  la  seconde. 
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Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  AA'(flg.  11)  menée  par  les 
deux  foyers  est  un  axe  de  l’ellipse.  Car,  si  l’on  considère  les 

deux  points  M et  M'  déterminés  par 

N B t|  1 

‘ j"  l’intersection  de  deux  cercles  décrite 

/ . \ des  foyers  F et  F”  comme  centres, 

*"•  *■! ■>’  ”«'  , r )k~ 1 on  a deux  triangles  égaux  FMF', 

J FM'F',  qui  coïncident  lorsqu’on  fait 
— «■  tourner  la  partie  supérieure  de  la 

Fi«-  **•  droite  AA’,  pour  la  rabattre  sur  la 

partie  inférieure  ; le  point  M vient  donc  en  M';  et  comme  il  en 
est  de  même  pour  tous  les  points  deux  à deux,  on  voit  que  la 
demi-ellipse  AMA'  s’applique  exactement  sur  l’autre  moitié 
AM' A'.  Ainsi  la  droite  AA'  est  un  axe  de  l’ellipse. 

On  appelle  sommets  les  points  A et  A'  où  l’axe  coupe  la 
courbe. 

Nous  avons,  dans  la  construction  de  l’ellipse  par  points, 
porté  sur  l’axe,  à partir  du  foyer  F',  la  longueur  F'K  égale  à la 
somme  constante.  Le  point  A,  milieu  de  FK,  appartient  à l’el- 
lipse; car,  si  l’on  remplace  la  distance  AF  par  son  égale  AK, 
on  voit  que  la  somme  des  distances  AF'  et  AF  de  ce  point  aux 
deux  foyers  est  égale  à la  somme  constante  F'K;  ainsi  le  point 
A est  l’un  des  sommets. 

De  même,  si  Ton  porte  sur  l’axe,  à partir  de  l’autre  foyer  F, 
la  longueur  FK'  égale  à F'K,  et  si  l’on  prend  le  milieu  de  F'K', 
on  aura  le  second  sommet  A'.  Les  deux  distances  AF  et  A'F' 
sont  égales  comme  moitiés  de  distances  égales  FK , F'K',  et 
les  deux  sommets  A et  A'  sont  également  distants  des  deux 
foyers  F et  F'. 

11  faut  remarquer  que  la  longueur  AA'  est  égale  à la  somme 
constante  des  distances  de  chacun  des  points  de  l'ellipse  aux 
deux  foyers.  Car,  si  l’on  remplace  A'F'  par  son  égale  AF  ou 
AK,  on  voit  que  la  longueur  AA'  est  égale  à la  somme  con- 
stante F'K. 

15— L’ellipse  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BB' 
élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  FF'.  En  effet,  du  foyer  F' 
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comire  centre,  avec  un  rayon  égal  à FM,  décrivons  un  premier 
cercle,  et  du  foyer  F avec  un  rayon  égal  à F M un  second 
cercle;  ccs  deux  cercles, par  leur  intersection, détermineront 
deux  nouveaux  points  N et  N'  de  l’ellipse.  Les  deux  triangles 
FMF',  F'NF  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à chacun.  Faisons  tourner  la  partie  BAB'  de  la  figure 
autour  de  BB' comme  charnière,  pour  la  rabattre  de  l’autre 
côté;  la  droite  OF  s’applique  sur  OF';  l’angle  OFM  étant  égal  a 
OF'N  dans  les  deux  triangles  égaux , la  droite  FM  prend  la 
direction  F'N  ; et,  comme  ces  doux  droites  sont  égales,  le  point 
M tombe  en  N.  Ainsi , la  partie  BAB'  s’applique  exactement  sur 
l’autre  moitié  BA'B',  ce  qui  montre  que  la  droite  BB'  est  aussi 
un  axe  de  l’ellipse. 

On  détermine  les  deux  sommets  B et  B'  par  l’intersection  de 
deux  cercles  égaux  décrits  des  foyers  comme  centres,  avec  un 
même  rayon  égal  à la  moitié  OA  de  A.V.Car,  les  deux  distan- 
ces RF  et  RF'  étant  égales  entre  elles,  chacune  d’elles  est  égale 
à la  moitié  de  la  somme  constante,  cl  par  conséquent  à la  moi- 
tié de  AA'.  La  longueur  BB'  est  évidemment  plus  petite  que 
AA'  ; et,  en  effet,  la  ligne  droite  BB'  est  plus  petite  que  la  ligne 
brisée  BF  + FB',  qui  est  égale  à AA'. 

Les  deux  axes  divisent  l’ellipse  en  quatre  parties  égales. 

— On  appelle  centre  d’une  courbe  un  point  tel  que  tous 
les  points  de  la  courbe  sont  situés  deux  à deux  sur  une  droite 
passant  par  le  centre,  et  à égale  distance  de  part  et  d’autre. 

Le  point  0,  intersection  fies  deux  axes,  ou  milieu  de  la  dis- 
tance FF'  des  foyers,  est  centre  de  l’ellipse.  En  effet,  soit  M un 
point  quelconque  de  l'ellipse;  joignons  MO  et  prolongeons 
cette  droite  d’une  longueur  ON' égale  à OM;  les  deux  diago- 
nales FF',  MN'  se  coupant  mutuellement  en  deux  parties  éga- 
les, le  quadrilatère  FMF'N' est  un  parallélogramme,  et  les 
côtés  opposés  sont  égaux.  La  somme  des  distances  N'F  + N'F' 
du  point  N'  aux  deux  foyers  étant  égale  à la  somme  MF'  + MF, 
le  point  N' appartient  aussi  à l’ellipse.  Ainsi,  les  deux  points 
M et  N'  de  l’ellipse  sont  situés  sur  une  droite  MN'  passant  par 
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le  point  0 et  à égale  distance  de  part  et  d’autre.  Il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  deux  à deux.  Donc  le  point  0 est 
erntre  de  l'ellipse. 

• 7 — La  forme  et  les  dimensions  de  l’ellipse  dépendent  de 
la  distance  FF'  des  foyers  e(  de  la  somme  constante  A.V.  Nous 
avons  vu  comment  on  en  déduit  la  lon- 
gueur BB'.  Inversement  les  deux  lon- 
gueurs AA' et  BB',  qui  sont  les  portions 
‘ des  axes6ilués  dans  l’ellipse, et  que,  pour 
abréger,  on  appelle  les  axes  de  l’ellipse, 
peuvent  servir  à définir  cette  courbe. 
f;c-  «*•  On  commencera  par  déterminer  les 
foyers  (fig.  12).  Pour  cela,  d'un  sommet  B du  petit  axe  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  au  demi  grand  axe  OA,  on  décrit 
une  circonférence;  les  deux  points  F et  F',  où  cette  circonfé- 
rence coupe  le  grand  axe,  sont  les  foyers  de  l’ellipse  : car  on 
sait  que  la  dislance  du  sommet  B à chacun  des  foyers  est  égale 
au  demi  grand  axe.  Une  fois  les  foyers  déterminés,  on  con- 
struit l’ellipse  par  points,  ou  bien  on  la  trace  d’un  mouvement 
continu,  comme  dous  l’avons  expliqué. 

18— On  appelle  excentricité  le  rapport  de  la  distance  FF' 
des  foyers  au  grand  axe  AA'. 

L’ellipse  est  une  courbe  fermée  plus  ou  moins  allongée  ; sa 
forme  dépend  de  la  grandeur  de  l’excentricité.  Quand  l’excen- 
tricité est  nulle,  les  deux  foyers  se  confondent  avec  le  centre  ; 
la  distance  d’un  point  quelconque  de  l’ellipse  au  centre  est 
constante,  et  l’ellipse  se  réduit  rigoureusement  à une  circon- 
férence de  cercle.  Quand  l’excentricité  est  li  cs-pctile,  les  foyers 
sont  très-mpprocliés  du  centre;  les  deux  axes  différent  peu 
l’un  de  l’autre,  l’ellipse  est  arrondie  et  peu  différente  d’un 
cercle.  A mesure  que  l’excentricité  augmente, en  supposant  le 
grand  axe  constant,  les  foyers  s’écartent,  le  petit  axe  diminue, 
et  l’ellipse  prend  une  forme  de  plus  en  plus  aplatie. 

IO.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  l’ellipse.  Le  svs- 
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tème  de  coordonnées  indiqué  par  l’énoncé  est  le  système  bi- 
jrolaire ; si  l’on  détermine  la  position  de  chacun  des  points  du 
plan  par  ses  distances  aux  deux  points  tixes  F et  F',  l’ellipse 
aura  pour  équation 

(1)  u -J- 1? = 2 a.  ’ 


Voyons  quelle  est  l’équation  en 
coordonnées  rectilignes.  Prenons  les 
deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  des 
coordonnées  (flg.  13);  désignons  par 
2c  la  distance  FF'  des  foyers , et  re- 
marquons que  les  longueurs  PF  et 
PF'  sont  égales  à c — x et  àc-hrj  les 
triangles  rectangles  FM  P , F'MP  donnent 


T 

xx 

Lj 

r ü] 

F F ! 

'X  J 

Fig.  IJ. 

u=v'  y * + (c — x) *, 

t 

v—V  y’  -f  (c+x)\ 

En  substituant  les  valeurs  de  u et  de  c dans  l’équation  (i),  on 
obtient  l’équation  : 


^ ï’+M)‘+'/  y’  +(c+ar)!  = 2o. 

Pour  mettre  cette  équation  sous  forme  entière,  nous  élève- 
rons au  carré,  après  avoir  fait  passer  le  premier  radical  dans 
le  second  membre,  ce  qui  donne  v 

y * + fc-f x)  * = t a ’fV’  + (c — je) 1 + 4 a V y • -f  (c—x)  *, 
ou,  en  simplifiant, 

« ^ y * + (c—x)  , = a,  — cx. 

Une  nouvelle  élévation  au  carré  conduit  à l’équation 
a’y*  + (a1— c*)  (a*— c*). 

La  somme  constante  2a  étant  plus  grande  que  la  distance  des 
foyers  2c,  on  peut  poser  a* — c’  = b*,  et  l’équation  de  l’ellipse 
se  met  sous  la  forme 

aiyt+btx*=zatbt, 

ou 
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I.i 


HYPERBOLE. 

20—  L’hyperbole  est  une  courbe  lelle  que  la  différence  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  à déux  points  fixes  est 
constante.  Ces  deux  points  fixes,  F et  F',  sont  les  foyers  de 
l'hyperbole. 

11  est  facile  de  construire  l’hyperbole  par  points.  Portez  sur 
b la  droite  F'F  (fig.  14)  une  Ion- 

« VI 

gueur  F'K  égale  à la  diffé- 
rence constante.  Du  foyer  F' 
comme  centre.avec  différents 
n rayons,  décrivez  une  série  de 
cercles.  Soit  D le  point  où 
l’un  d’eux  coupe  la  droite  FF', 
prenez  une  ouverturede  com- 
pas égale  à KD,  et,  du  foyer  F’ 
comme  centre,  avec  cette  ouverture  du  compas,  décrivez  un 
second  cercle  ; ce  cercle  coupera  le  premier  en  deux  points  M 
etM’,  qui  appartiennent  a l’hyperbole;  car  la  différence  des 
distances  MF  et  MF  du  point  M aux  deux  foyers  est  égale  à la 
différence  des  deux  rayons  F'D  et  KD,  c’est-à-dire  à la  longueur 
donnée  F'k.  Répétez  la  même  construction  pour  chacun  des 
cercles  décrits  du  foyer  F' comme  centre,  et,  quand  vous  aurez 
obtenu  un  assez  grand  nombre  de  pointe:,  vous  ferez  passer 
à la  main  un  trait  continu  par  tous  ces  points,  et  vous  aurez 
un  arc  d’tiy|>erbole  MAM'. 

L’hyperbole  se  compose  de  deux  branches  indéfinies  MAM', 
NA'N';  pour  la  première,  la  distance  MF'  est  plus  grande  que 
MF  ; pour  la  seconde,  la  distance  NF  est,  au  contraire,  plus 
grande  que  NF'.  On  obtient  la  seconde  branche  comme  la 
première,  en  portant  sur  la  droite  FF'  une  longueur  FK', 
égale  à la  différence  constante,  décrivant,  du  foyer  F,  comme 
centre,  un  cercle  avec  un  rayon  arbitraire  FM',  et,  du  foyer  F' 
comme  centre,  un  second  cercle  avec  un  rayon  égal  à F'D  . 


21.  On  peut  aussi  décrire  l’hyperbole  d’un  mouvement 
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continu.  Supposons  qu’une  règle  tourne  autour  du  foyer  F'  et 

que  les  extrémités  d'un  lil  soient 
./,v,o  attachées,  d’une  part  au  foyer  F, 
d’autre  part  à l’extrémité  G de  la 
règle  (llg.  15);  si, en  même  temps 
que  la  règle  tourne,  un  crayon 
glisse  sur  la  règle  en  tenant  le  fil 
constamment  tendu,  ce  crayon 
décrira  un  arc  hyperbole.  En 
Fi*  i5.  effet,  soit  F'G’  une  position  quel- 

conque de  la  règle;  le  crayon  a glissé  sur  la  règle  de  G'  en  M, 
et  le  fil  occupe  ulors  la  position  G'MF.  La  différence  des  dis- 
tances MF’  et  MF  ne  change  pas,  si  l’on  augmente  ces  deux 
longueurs  de  1a  même  quantité  G'M;  elle  est  donc  égale  à la 
différence  constante  qui  existe  entre  la  longueur  de  la  règle 
G F'  ou  GF',  et  la  longueur  du  fil  G'MF  ou  GF. 

On  obtiendrait  la  seconde  branche  en  faisant  tourner  la  rè- 
gle autour  du  foyer  F. 

2H.  La  droite  FF  est  un  axe  de  la  courbe;  elle  partage 
chacune  des  branches  en  deux  parties  symétriques  ; car  les 
deux  points  11  et  M',  ou  N et  N'  (fig.  14),  déterminés  par  l'in- 
tersection des  deux  cercles  décrûs  des  foyers  comme  centres, 
sont  symétriques  par  rapport  à cette  droite.  Les  points  A et  A', 
où  .elle  rencontre  la  courbe,  sont  les  sommets  de  l’hyperbole. 

On  obtient  les  sommets  A et  A'  en  prenant  le  milieu  de  FK 
eide  F'K'.  La  longueur  AA'  de  l’axe  est  égale  a la  différence 
constante  des  distances  de  chacun  des  points  de  l’hyperbole 
aux  deux  foyers.  Car,  si  l’on  remplace  A'F'  par  son  égale  AK, 
on  voit  que  la  différence  constante  F'K  est  égale  à AA'. 

L’hyperbole  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BU’, 
élevée  sur  le  milieu  de  lu  droite  FF'.  Le  raisonnement  que 
nous  avous  fait  |>our  l’ellipse  (n°  15)  montre,  en  effet,  que  les 
deux  branches  de  courbe  sont  symétriques  par  rapport  à cette 
droite.  Mais  ce  second  axe  ne  rencontre  pas  la  courbe;  c’est 
pourquoi  on  a donné  au  premier  le  nom  d’axè  transverse , au 
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second  le  nom  d'axe  non  transverse.  Un  voit  aussi  que  le  |>oint 
U,  milieu  de  la  distance  FL’’  des  foyers,  est  centre  de  la 
courbe. 


33-  Dans  le  système  bi  polaire,  si  l’on  appelle  n et  v les 
distances  d’un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux  foyers 
F et  F',  et  2 a la  différence  constante,  les  deux  branches  de 
courbe  ont  respectivement  pour  équation 

(t)  t? — ur=±2a. 

En  coordonnées  rectangulaires,  si  l’on  prend  pour  axes  des 
Coordonnées  les  deux  axes  de  la  courbe,  et  que  l’on  désigne  par 
2c  la  distance  FF',  l'équation  de  la  courbe  est 

/ j/1  + (c  + ar)î  —v  ÿ*-|-(r— J)!  = i2ü. 

Faisant  subir  à celle  équation  les  mêmes  transformations  qu’a 
l'équation  de  l’ellipse,  on  arrive  à la  même  équation 
a*  */*  + («  * — e*jr,  = a,(n*— c*). 

Cette  équation  convient  à lu  fois  à l'ellipse  et  à l’hyperbole; 
dans  l’ellipse,  la  distance  2 c des  foyers  est  plus  petite  que  la 
somme  constante  2 a;  dans  l’hyperbole  elle  est,  au  contraire, 
plus  grande  que  la  différence  constante  2 a.  Si  l’on  pose 
c,—a,=b\  l’équation  de  l’hyperbole  prend  la  forme 


Il  est  bon  du  remarquer  que,  dans  le  système  rectiligne,  les 
deux  branches  de  l’hyperbole  sont  comprises  dans  la  même 
équation  (2),  tandis  que,  dans  le  système  bi-polaire,  l'une  des 
branches  est  représentée  par  l’équation  v—  u=2a,  et  l’au- 
tre par  l’équation  u — t?  = 2 a. 

PARABOLE. 

y 

La  parabole  est  une  courbe  dont  chacun  des  points  est 
également  distant  d’un  point  fixe  nommé  foyer  et  d’une  droite 
fixe  appelée  directrice, 
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Il  est  lacile  de  construire  la  parabole  par  points.  Soit  T’ le 
foyer,  DD'  la  directrice  (fig.  46);  menez  par  le  foyer  une  droite 
DB  perpendiculaire  à la  directrice;  le 
point  A,  milieu  de  FD,  est  un  premier 
point  de  la  parabole.  Tracez  une  série  de 
droites  parallèles  à la  directrice,  à une 
-‘IJ F;  jr  ! distance  plus  grande  que  AD.  Soit  P le 
U ; point  où  l’une  d’elles  rencontre  la  droite 

DB;  du  foyer  F,  avec  une  ouverture  de 
M ' compas  égale  à DP,  décrivez  un  cercle  qui 
FiK.  <6.  coupera  la  parallèle  en  deux  points  M et 
JT,  appartenant  à la  parabole.  Car  la  perpendiculaire  ME 
abaissée  du  point  M sur  la  directrice  est  égale  à DP,  et,  par 
suite,  au  rayon  MF;  le  point  M,  étant  également  distant  du 
foyer  et  de  la  directrice,  est  un  point  de  la  parabole. 

Répétez  cette  même  construction  pour  chaque  parallèle,  et 
quand  vous  aurez  déterminé  ainsi  uu  nombre  suffisant  de 
points,  vous  ferez  passer  à la  main  un  trait  continu  par  tous 
ces  points. 

La  droite  DB,  menée  par  le  foyer  per|>endiculairemcnt  à la 
directrice,  est  un  axe  de  la  parabole  ; car,  d’après  la  construc- 
tion, la  corde  MM’  est  perpendiculaire  sur  DB  et  divisée  au 
point  P en  deux  parties  égales.  Si  donc  on  fait  tourner  la  par- 
tie supérieure  de  la  parabole  autour  de  la  droite  DB,  pour  la 
rabattre  de  l’autre  côté;  la  droite  PM  s’appliquera  sur  PM',  le 
point  M en  M'.  Comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points 
deux  à deux,  on  voit  que  la  partie  supérieure  coïncidera  exac- 
tement avec  la  partie  inférieure.  Donc  la  droite  DB  est  axe  de 
la  parabole. 

Le  point  A,  milieu  de  FD,  est  le  sommet  de  la  |iarabole. 

La  parabole  n’est  pas  une  courbe  fermée  comme  l’ellipse; 
elle  se  compose  d’une  branche  qui  se  prolonge  indéfiniment. 
Les  dimensions  de  la  parabole  dépendent  de  la  distance  du 
foyer  à la  directrice,  distance  que  Ton  appelle  paramétre  de  la 
parabole;  quand  cette  distance  est  très-|ietite,  les  deux  bran- 
ches de  la  parabole  sont  très-rapprochées  Tune  de  l'autre.  Elles 
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s’écartent  el  la  parabole  s’ouvre  d’autant  plus  que  ce  paramè- 
tre est  plus  grand. 

95 — On  peut  aussi  tracer  la  parabole  d’un  mouvement 
continu.  Placez  une  règle  sur  la  directrice  1)1)'  (fig.  17);  appli- 
quez contre  la  règle  une  équerre  GHK;  au 
sommet  G attachez  un  01  d’une  longueur 
égale  au  côté  GH  de  l’équerre,  l’autre  extré- 
mité étant  attachée  au  foyer  F;  tendez  le  fl! 
contre  l’équerre  avec  un  crayon,  puis  faites 
glisser  l’équerre  le  long  de  la  règle,  et,  en 
même  temps,  le  crayon  le  long  de  l’équerre 
de  manière  à tenir  le  fil  constamment  tendu  ; 
vous  décrirez  un  arc  de  parabole.  En  effet, 
Fi*.  (7.  soit  M le  point  où  se  trouve  le  crayon  quand 
l’équerre  occupe  la  position  GHK;  la  longueur  du  fil  ou  la 
ligne  brisée  GM  + MF  étant  égale  au  côté  GH  de  l’équerre,  la 
distance  MF  égale  MU,  et,  par  conséquent,  le  point  M appartient 
à la  parabole. 


96 — La  définition  de  la  parabole  indique  un  système  de 


coordonnées  dont  nous  n’avons  point  en- 
core parlé.  On  peut  déterminer  un  point 
quelconque  M du  plan  par  ses  distances 
MF  el  ME  au  foyer  F et  à la  directrice  DD' 
(fig.  18);  la  position  du  point  M sera  donnée 
parl’intcrsection  d’un  cercle  décrit  du  foyer 
comme  centre  et  d’une  droite  parallèle  a la 
directrice.  Si  l’on  appelle  u et  c les  deux 
coordonnées  du  point  M,  la  parabole  aura 


Fig.  I«. 


pour  équation  dans  ce  système 


(1)  u = v. 


Prenons  maintenant  pour  origine  des  coordonnées  rectili- 
gnes le  sommet  A de  la  parabole,  pour  axe  des  x l’axe  AX  de 
la  parabole,  et  pour  axe  des  y une  perpendiculaire  AY.  En 
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désignant  par  p la  distance  FD  du  foyer  à la  directrice,  on  a 

r=AP  + AD=x+|, 


U = l/y*+(«— , 
èt  l’équation  de  la  parabole  devient 


\4 


du 


y'+l*-j  j =j  + 2' 


(2)  y'  = %px. 

2 i — Avant  d’aller  plus  loin  nous  dirons  comment  on 
défini!  la  tangente  à une  courbe  quelconque.  En  géométrie 

élémentaire,  on  appelle  ordi- 
; — — * m mûrement  tangente  au  cercle 

/ ' \ une  droite  indéfinie  , qui  n’a 

fie- qu’un  point  commun  avec  la 
circonférence;  niais  celle  définition  n’étant  pas  susceptible 
d’être  généralisée,  il  convient  de  définir  la  tangente  d’une 
autre  manière.  Soit  M un  point  donné  sur  une  courbe  (lig.  19); 
par  ce  pointe!  un  point  voisin  M’,  menons  une  droite  indéfinie; 
imaginons  maintenant  que  le  point  M’  se  rapproche  indéfini- 
ment du  puiul  M,  la  droite  Mil’  tendra  vers  une  position  limite 
Ait.  C’est  cette  droite  MT  que  l’on  appelle  tangente  à la  courbe 
au  poiiil  M. 

11  est  aisé  de  voir,  d’après  celte  définition,  que  la  tangente 
au  cercle  au  point  .M  est  perpendiculaire 
T à l’extrémité  du  rayon  OM  ; car,  dans  le 
triangle  isocèle  MOM’,  l’angle  OMM’  est 

# t y'  \ "v  ^ 

égal  à un  àiigle  droit,  moins  la  moitié  de 
) l’angle  au  centre  MOM’;  quand  le  point  M. 
sé  rapproche  indéfiniment  du  point  Al, 
l’angle  ntt  ccittre  tend  vers  zéro,  et 

l’autre  devient  droit. 

CISSOÏDE  DE  DIOCLÊS. 

28— Étant  donnés  un  cercle,  un  diamètre  AB,  une  langente 


M 

! 
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BC  a l'extrémité  de  ce  diamètre  (fig.  20':  si  du  point  A on  mène 

une  sécante  mobile  AE,  sur  laquelle 
on  porte  à partir  du  point  A une 
longueur  AM  égale  à la  portion  DE 
de  la  sécante  comprise  entre  le 
cercle  et  la  tangente  fixe,  le  lieu  du 
point  M est  une  courbe  qui  porte  le 
nom  de  Cissoïde. 

Si  l’on  suppose  que  la  sécante  mo- 
bile parte  de  la  position  ABet  tourne 
autour  du  point  A,  de  AX  vers  la 
perpendiculaire  A Y,  la  longueur  DE 
et  par  suite  AM  augmentera  indéfi- 
niment ; le  point  M décrira  une 
branche  de  courbe  infinie  AMM'.  Si 
l’on  fait  tourner  la  sécante  mobile 
de  l’anire  côté  de  AB,  on  obtiendra  évidemment  une  seconde 
branche  égale  à la  première. 

La  droite  AB  est  un  axe  de  la  courbe,  puisque  les  deux  bran- 
ches sout  symétriques  par  rapport  à celte  droite.  Le  point  A est 
un  sommet. 

La  tangente  aux  deux  brandit  s au  sommet  A coïncide  avec 
l'axe.  Car,  si  la  sécante  AM  tourne  autour  du  point  A de 
manièie  à ce  que  la  corde  AM  ou  DE  devienne  nulle,  elle 
tend  vers  la  position  limite  AB;  donc  AB  est  la  tangente 
en  A. 

On  peut  voir  aussi  que  les  deux  branches  de  courbe  se  rap- 
prochent indéfiniment  de  la  droite  CG'.  En  effet,  considérons 
la  sécante  dans  la  position  AE';  si  de  la  longueur  totale  AE' 
on  retranche  alternativement  les  deux  longueurs  égales  AM' 
et  D E',  on  a M'E'— AD . La  corde  AD'  diminuant  de  plus  en 
plus  et  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  longueur 
31E',  et,  à plus  forte  raison,  de  la  perpendiculaire  M'H.  Celle 
droite  CC',  dont  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment,  s’appelle 
une  asymptote. 

La  cissoïde  a été  imaginée  par  le  géomètre  grec  Dioclès, 
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pour  résoudre  le  problème  de  la  construction  de  deux  moyen- 
nes proportionnelles  entre  deux  lignes  données. 


Pif!-  SI- 


29— Cherchons  l’équation  de  la  cis- 
soïde  en  coordonnées  polaires;  prenons 
le  point  A pour  pôle  et  la  droite  AB 
pour  axe  polaire.  Appelons  a le  diamètre 
du  cercle  donné,  p et  w les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  M de  la  courbe 
(fig.  21).  Dans  les  triangles  rectangles 
ABE,  ABU.  on  a 


rosi-i 


A!)=aro.so»  ; 


d’où 


P=DE=AE  — AD— acu.u •>  — 

r cos  tu 


a sin-bt 
cos  eu 


Ainsi  la  cissoïde  est  représentée  en  coordonnées  polaires  par 
l'équation 


Cherchons  maintenant  l’équation  en  coordonnées  recti- 
lignes; prenons  le  point  A |>our  origine,  la  droite  AB  pour 
axe  des  x et  une  perpendiculaire  pour  axe  îles  y.  Dans  le 
triangle  rectangle  MAP  on  a 


x — p cos  iu,  )/=pstiicu,  p,=x,-\-y'Æ, 

X 

si,  dans  l’équation  (t),  on  remplace  d’abord  cos  w par  -,  sin  u» 

P 

y 

par  — ,'  ce  qui  donne 
P 

p*.r=ay* , 

puis  p*  par  x 1 + y *,  on  arrive  à l’équation  de  la  cissoïde  en 
coordonnées  rectilignes 

(2)  y’  <a—x)  — x’=  0. 


30 — Proposons-nous  de  construire,  au  moyen  de  son  équa 
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tion  en  coordonnées  rectilignes,  la  cissoïde  que  nous  avons 
déjà  construite  d’après  sa  définition  géométrique. 

En  résolvant  l’équation  par  rapport  à y,  on  a 


L’ordonnée  n’est  réelle  que  pour  les  valeurs  de  l’abscisse 
comprises  entre  0 et  a;  donc  la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  l’axe  des  y et  la  parallèle  CC'  menée  à la  distance  a 
(fig.  20).  Quand  x croît  de  0 à a,  la  valeur  numérique  de  y croît 
de  0 à * ; ce  qui  donne  une  branche  de  courbe  supérieure 
partant  de  l’origine  A et  s’élevant  indéfiniment.  En  même 
temps  la  distance  M’H=a — a-  d'un  point  de  la  courbe  à la  droite 
BC  tend  vers  zéro,  ce  qui  fait  voir  que  la  droite  BC  est  asymp- 
tote de  la  courbe. 

Comme  à chaque  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs  de 
y égales  et  de  signes  contraires,  la  courbe  se  compose  de  deux 
branches  symétriques  par  rapport  à l’axe  AX. 

STROPHOÏDK. 

31— Un  angle  droit  YOX  (tig.  22)  et  un  point  fixe  A sur  un 
de  ses  côtés  étant  donnés  dans  un  plan,  on  mène  du  point  fixe 
A une  droite  quelconque  AD  qui  rencontre  le  côté  OY  en  D, 
et  l’on  porte  sur  cette  droite  d’un  côté  et  de  l’autre  à partir  du 
point  D des  longueurs  I)M  et  DN  égales  à OD;  le  lieu  des  points 
M et  N est  la  strophoïde. 

Quand  la  droite  mobile  occupe  la  position  AX, les  deux  points 
M et  N se  confondent  en  0.  Si  la  droite  tourne  de  manière  à ce 
que  le  point  D s’élève  indéfiniment  sur  OY,  UD  augmente,  et 
l’on  voit  que  le  point  M décrit  une  branche  de  courbe  infinie 
OM.  Quant  au  point  N,  il  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  A. 
En  effet,  on  obtient  le  point  N en  décrivant  un  cercle  du  point 
D comme  centre  avec  DO  pour  rayon  ; quand  le  point  D s’é- 
lève à l’infini,  l’arc  de  cercle  ON  coïncide  avec  la  droite  OA, 
et  le  point  N vient  en  A. 
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Il  y a évidemment  une  partie  symétrique  île  l’autre  côté  de 
l’axe  AX  ifig.  ■2-2). 

Le  point  0 par  lequel  passent  les 
deux  branches  de  courbe  s'appelle 
point  multiple.  Les  tangentes  en  ce 
point  aux  deux  branches  de  courbes 
coïncident  avec  les  bissectrices  des 
angles  droits  AOY,  YOX  ; car,  dans  le 
triangle  isocèle  DMO,  l’angle  D est 
obtus  et  par  suite  l’angle  J)0i(  plus 
petit  que  43°;  si  la  droite  Al)  tend 
vers  la  position  AX,  l’angle  D di- 
minue jusqu’à  90°,  et  par  consé- 
Fig.  quent  l’angle  DOM  augmente  jus- 

qu’à 45°;  donc  la  position  limite  de  OM,  c’est-à-dire  la  tan- 
genlç  en  O,  coïncide  avec  la  bissectrice.  On  en  conclut  en 
outre  que  la  branche  OM  est  située  au-dessus  de  la  tangente. 
Le  triangle  isocèle  DON  cjonne  le  même  résultat  ; car,  dans  ce 
triangle,  l’angle  D est  aigu,  et  l’angle  DON  plus  grand  que  45°; 
quand  la  droite  AD  tend  vers  AX,  l’angle  D augmente  jus- 
qu'à 90"  et  l’angle  DON  diminue  jusqu'à  45°;  donc  la  posi- 
tion limite  de  OX,  ou  la  tangente,  coïncide  avec  la  bissectrice, 
et  l’arc  est  au-dessous  de  sa  tangente. 

L,a  tangente  au  sommet  A est  perpendiculaire  sur  Taxe  AX; 
car,  lorsque  le  point  D s’élève  indéfiniment,  la  corde  AN  tend 
à devenir  perpendiculaire  sur  AX. 

Sur  le  prolongement  de  AO  prenons  OG=AO,  et  par  le 
point  G élevons  la  perpendiculaire  HH  ; cette  droite  est  asymp- 
tote de  part  et  d’autre  aux  deux  branches  infinies  tic  la  courbe; 
car  la  distance  MF,  égale  à AN,  tend  vers  zéro. 

33 — Cherchons  l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées  po- 
laires. Prenons  le  point  A pour  pôle,  l’axe  AX  pour  axe  polaire, 
et  désignons  par  a 1a  distance  OA,  on  a 

p = \D  ± DM  = A D — DO  ~ — — ±alang  <■>; 

ros  (» 
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d’où 

_a(t±«»w) 

' * ) P 

COS  M 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  reclilignes  les  deux 
côlés  OX  el  OY  de  l’angle  droit;  dans  le  triangle  rectangle 
AMP,  on  a 

a -f-x=pcosM,  t/=p5t'n<o, 

?•=*■  + (a+x)*; 

si,  dans  l’équation  (}),  on  reinpl.ice  $in< » et  cost » par  leurs 

valeurs  — et  - X-,  ce  nui  donne 

ü P 

p x=±ay, 

puis  p1  par  sa  valeur,  on  obtient  l’équation  en  coordonnées 
rectilignes 

yt  (at j.*, Xi  _|_  x)»  = 0, 

et,  en  divisant  par  a 4-  x , 

(2)  y'(a  — x)  — x’ (q  + <p)  = 0. 

33 — Proposons-nous  maintenant  de  construire  la  courbe  au 
moyen  de  son  équation  en  coordonnées  rectilignes.  L’équa- 
tion (2),  résolue  par  rapport  à y,  donne 

./a-fx 
v a — x 

Pour  que  l’ordonuée  y soit  réelle,  il  (nul  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  soit  positive;  quand  on  donne  à x des 
vgjeurs  positives,  le  numérateur  étant  positif,  le  dénomina- 
teur doit  etpe  aussi  positif,  ce  qui  exige  que  x soit  plus  petit 
que  a.  Quand  on  dpnne  à x des  valeurs  négatives,  le  dénomi- 
nateur étant  positif,  le  numérateur  doit  être  aussi  positif,  ce 
qui  exige  que  la  valeur  absolue  de  x soit  moindre  que  a.  Ainsi 
l’qbsçi$sp  jp.  ne  peut  varier  que  de  — a à + a ; si  donc  on  porte 
sur  l’axp  des  x,  à partir  de  l’origine,  et  de  part  et  d'aulre,  des 
longueur?  QQ  et  OA  égales  à a,  et  que  par  les  points  G cl  A on 
mène  des  parallèles  IUP,  liK'  à l’axe  des  y,  la  courbe  sera  lotit 
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entière  comprise  enlre  ces  deux  parallèles.  On  verra  la  forme 
de  la  courbe  en  suivant  la  variation  de  la  fonction 


y — x 


a + x 
a — x 


Quand  x varie  de  — a à 0,  l’ordonnée  y est  négative  et  con- 
serve des  valeurs  finies;  elle  s’annule  pour  x= — a et  aussi 
pour  x=0;  il  en  résulte  une  branche  de  courbe  AN'O,  située 
au-dessous  de  l’axe  des  x,  partant  du  point  A,  et  aboutissant 
au  point  O-  Quand  x varie  de  O à -fa,  l’ordonnée  y est  positive 
et  croît  de  Oà»  ; il  en  résulte  une  branche  OM,  qui  part  de 
l’origine  et  i|ui  s’élève  indéfiniment,  en  se  rapprochant  de 
plus  en  plus  de  la  droite  HH',  qui  est  une  asymptote  ; cette 
branche  OM  fait  suite  à la  branche  AN'O. 

En  changeant  le  signe  du  radical,  on  obtient  une  branche 
ANOM'  symétrique  de  la  première  par  rapport  à l’axe  des  x. 


LIMAÇON  DE  PASCAL. 

34 — Par  un  point  A pris  sur  un  cercle,  on  mène  un  sécante 
quelconque  AD,  sur  laquelle  à partir  du  point  D,  où  elle  ren- 
contre le  cercle,  on  porte  de  part  et  d’autre  des  longueurs 
constantes  DM,  DN;  le  lieu  des  points  M et  N (fig.  23)  est  une 
courbe  nommée  limaçon  de  Pascal. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  la  longueur  constante  a 

est  plus  petite  que  le 
diamètre  b du  cercle. 
Supposons  que  AD 
parte  de  la  position 
AB;  sur  cette  droite, 
prenons  BG=BH=a, 
deux  branches  parti- 
ront Tune  de  G,  l’au- 
tre de  H.  Quand  AD 
tourneautourdu  point 
A , comme  la  corde 
AD  diminue , les 
points  M et  N se  rapprochent  tous  deux  du  point  A.  Il  arrive 


Fig.  25. 
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un  moment  où  la  corde  AD'  est  égale  à a;  alors  le  point  M 
vient  en  M',  le  point  N en  A;  on  voit  de  plus  que  la  branche 
HNA  est  tangente  en  A à la  droite  AD';  car,  lorsque  AD  tend 
vers  AD',  la  corde  AN  devient  nulle,  et  le  point  N se  confond 
avec  A. 

Quand  la  sécante  continue  a tourner  et  occupe  une  position 
telle  que  AD",  le  point  M vient  en  M";  mais  comme  D"A  est 
plus  petite  que  a,  le  point  N dépasse  A et  vient  en  N". 

Lorsque  la  sécante  a tourné  d’un  angle  droit,  AD  devient 
nulle,  et  l’on  a AM'"=AN'/'=a.  Ainsi  quand  la  sécante  tourne 
d’un  angle  droit  à partir  de  AB.  les  points  M et  N engendrent 
deux  arcs,  l’un  GMM"',  l’autre  HNAN'".  Si  la  sécante  tourne 
d'un  angle  droit  de  l’autre  côté  de  AB,  on  aura  deux  arcs 
symétriques  des  premiers  par  rapport  à l’axe  AB,  et  qui  se 
raccorderont  avec  ceux-ci , de  manière  à former  une  courbe 
continue. 

35—  Si  I on  prend  A pour  pôle,  et  AB  pour  axe  polaire, 
on  a 

P r=  AD  — a —beos  o>±a. 

Pour  que  cette  équation  représente  la  partie  AN"N'"  de  la 
courbe,  il  faut  convenir  de  porter  les  valeurs  négatives  de  p sur 
le  prolongement  en  sens  inverse  de  la  direction  déterminée 
par  l’angle  «.  Mais  nous  verrons  plus  tard  que,  grâce  à celte 
convention,  l’équation 

(t)  p = b cos  01  a 
représente  la  courbe  tout  entière. 

En  coordonnées  rectilignes,  si  l’on  prend  le  point  A pour 
origine,  le  diamètre  AB  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y,  l’équation  de  la  courbe  est 

(3)  (x*  +yt—bx)'=at(x’-  + y'). 

On  l’obtient  en  remplaçant  dans  l’équation  (1)  cos  « par  sa 

X 

valeur — , puis  p1  fcir  x*  + y ’ (n°  39),  et  élevant  au  carré 
P 

pour  faire  disparaître  le  radical. 

b 

30— On  obtient  cette  même  courbe  par  un  autre  procédé. 
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Élan!  donné  une  cprcle  GH  et  un 
point  fixe  A,imaginonsqq’unctan- 
gente  mobile  CM  roule  sur  le  cercle, 
et  du  point  A abaissons  upe  per- 
pendiculaire AM  sur  cette  tangente 
(fig.  2i).  Cherchons  le  lieu  du 
point  M. 

Supposons  que  la  tangenle 
touche  d’abord  le  cercle  en  G ; 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A coïncide  avec  lu 
diaiqèfrp  AG  et  le  point  G est  un  point  du  lieu.  La  tangente 
rpulant  sur  le  quart  de  cercle  GCC',  le  point  M décrit  l’arc  de 
courbe  GMM'.  Ëa  tangente  s’incline  ensuite  jusqu’à  la  positjon 
C"A,  et  l’on  a l’arc  de  courbe  M'A.  La  tangente  continuant  son 
moqyepiept  suiyant  P"H,  le  pied  de  la  perpendipulaire  tombe 
au-dessous  du  diamètre  et  l’on  a l’arc  de  courbe  ANR.  Nous 
avons  fait  rouler  la  tangente  sur  le  demi-cercle  GC'H;  en  la 
fajsant  rouler  sur  le  demi-cercle  inférieur,  on  obtieqdrq  qne 
partie  symétrique  de  la  première. 


3 T — Il  est  facile  de  construire  géométriquement  la  tangente 
en  un  point  quelconque  M de  la  courbe 
(fig.  23);  soient  CM  et  C'M'  deux  tan- 
gentes voisines  du  cercle,  L leur  point 
de  rencontre,  AM  et  AM' les  perpendj- 
'r>  culaircs  abaissées  du  point  A sur  ccs 
/ tangentes;  la  circonférence  décrite  sur 
AL  comme  diamètre  passe  par  les  deux 
points  M et  M’ , et  la  sécante  MM'  de  la 
courbe  est  aussi  une  sécante  de  ce  cercle.  Si  maintenant  on 
supfHDse  que  le  point  C'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  C, 
le  point  M'  se  rapprochera  du  point  M;  le  diamètre  AL  devient 
AC  ; la  sécante  MM'  devient  tangente  en  M au  cercle  décrit  sur 
le  diamètre  AC.  Ainsi , en  joignant  le  point  M au  milieu  D de 
AC  et  menant  une  perpendiculaire  MT  à DM,  on  aura  la  tan- 
gente à ta  courbe  au  poiqt  M.  Au  point  multiple  A (fig.  24), 


< V 

/ — g 


l n 
H 

FiB.  JS. 
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les  tangentes  aux  deux  branches  de  courbe  qui  passent  en  ce 
point  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  tangentes 
telles  que  AC”  menées  de  ce  point  au  cercle  donné. 

Nous  ferons  remarquer  que  la  construction  géométrique  de 
la  tangente  resterait  la  même,  si  l’on  considérait  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  (ioint  fixe  sur  la  tan- 
gente mobile  à une  courbe  quelconque. 

3$ — Cherchons  l’équation  de  celle  courbe  en  coordonnées 
polaires  ; prenons  le  point  A pour  pôle,  le  diamètre  AG 
pour  axe  polaire  (fig.  2Aj,  et  désignons  par  a le  rayon  BG  du 
cercle  donné,  et  par  b la  dislance  AB.  Si  par  le  centre  B du  cer- 
cle, ou  mène  une  parallèle  BD  à la  tangente  CM . on  a 
f,=AD-p  DM=6 cos <«  + rt. 

Celle  équation  est  la  même  que  l'équation  il),  d’où  I on  con- 
clut l’idenlilé  des  deux  courbes. 

Au  reste,  il  est  facile  de  reconnaître  géométriquement  celte 
identité.  L’angle  D élant  droit , le  lieu  du  point  D est  le  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre;  on  obtiendra  donc  le  point  M 
en  prolongeant  la  corde  AD  d une  quantité  constante  PM 
égale  à BC. 

BOSACK  A QUATRE  BRANCHES. 

39— Étant  données  deux  droites  rectangulaires  OJL , OV, 

Sur  lesquelles  glis- 
sent les  extrémités 
d’une  droite  PQ  de 
longueur  constante, 
du  pointO  on  abaisse 
une  perpendiculaire 
OM  sur  cette  droite; 
y-  étudier  le  lieu  du 
point  M (fig.  20). 

Quand  Iq  droite 
PQ  s'applique  sut 
0\ . le  point  M vient 
en  0,  et  la  cordc  OM 
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prend  la  direction  OX  ; donc  la  tangente  en  O à l’arc  OM  coïn- 
cide avec  OX.  Le  point  I,  milieu  de  PQ,  décrit  un  cercle  dont 
le  centre  est  en  O,  et  le  rayon  égal  à a,  si  l’on  désigne  par  2o 
la  longueur  constante  PQ.  Or  la  perpendiculaire  OM  est  plus 
petite  que  l’oblique  01  ; donc  la  distance  OM  est  maximum 
quand  la  droite  PQ  est  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  OA. 
Lorsque  la  droite  mobile  continue  son  mouvement,  elle  passe 
par  une  position  P'Q'  symétrique  de  PQ  par  rapport  à la  bis- 
sectrice OA  , et  l’on  obtient  un  arc  OM'A  symétrique  de 
Parc  OMA. 

La  même  courbe  se  reproduit  dans  chacun  des  quatre 
angles  droits.  Ainsi  la  courbe  a quatre  axes,  savoir  : les  deux 
droites  fixes  OX,OY,  et  les  deux  bissectrices  à OA,  OR.  Le 
point  0 est  centre  de  la  courbe. 

Si  l’on  prend  le  point  0 pour  pôle,  et  OX  pour  axe  polaire, 
on  a,  dans  les  triangles  rectangles  OMP,  OPQ, 

p = OP  cos  w, 

0P=  2a  sint»; 

donc 

(I)  p—asinÜM. 

En  coordonnées  rectilignes,  la  courbe  est  représentée  par 
une  équation  du  sixième  degré. 

(2)  (Æ’+y*)*  — la'x'y'=0. 


CHAPITRE  III. 

l»e  l’Homogénéité. 

•O  — définitions.  — On  dit  qu’une  fonction  f (a,  b,  c,...)est 
homogène,  par  rapport  aux  lettres  a,  b,  c,...  lorsque,  en  rem- 
plaçant a par  ka,  b par  kb,...  on  a 

f(ka,  kb,kc,...)=k”  ({a,  b,  c,...); 
l’exposant  m est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
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Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions 

a-f  v'  ab 


a*+2aè. 


a^b  + b v csin  a 


a-f-b  a-(-c  a3 — 63’ 

t 


le  degré  de  la  première  est  2,  celui  de  la  seconde—,  celui 
de  la  troisième  0,  et  celui  de  la  quatrième  —2. 


41— On  voit  aisément  : 

1*  Que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  homo- 
gènes du  même  degré  est  une  fonction  homogène  du  même 
degré  que  les  fonctions  proposées  ; 

2»  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de 
degrés  quelconques  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré 
est  égal  à la  somme  des  degrés  des  fonctions  proposées; 

3°  Que  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  est  une 
fonction  homogène  dont  te  degré  est  égal  à l’excès  du  degré  du 
dividende  sur  le  degré  du  diviseur; 

4*  Que  la  puissance  d une  fonction  homogène  est  une  fonc- 
tion homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction 
proposée  multiplié  par  l’indice  de  la  puissance; 

5°  Que  la  racine  d’une  fonction  homogène  est  une  fonction 
homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction  pro- 
posée divisé  par  l’indice  de  la  racine  ; • 

6°  Qu’une  fonction  transcendante  d’une  fonction  homogène 
de  degré  0 est  elle-même  homogène  et  de  degré  0.  Par 
exemple,  les  fonctions 


sin 


ab 
a3-f  6 


a+b  j 


sont  homogènes  et  de  degré  0;  car  si  on  remplace  a et  b par 
Aa  et  kb,  la  lettre  k disparaît  de  dessous  le  signe  transcendant 
et  on  peut  mettre  en  avant  le  facteur  A°.  Mais  si  la  quantité 
placée  sous  le  signe  transcendant,  quoique  homogène,  n'était 
pas  du  degré  0,  la  lettre  k ne  pourrait  se  mettre  en  facteur  en 
avant  du  signe  transcendant  et  la  fonction  ne  serait  pas  homo- 
gène. Ainsi  la  fonction  sin  (a+v'ïc)  n'est  pas  homogène. 
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Lorsqu’un  monôme  est  rationnel  et  entier  par  rapport  aux 
lettres  a,  b,e...,  on  appelle  degré  du  monôme,  par  rapport  à 
une  lettre,  l’exposant  de  cette  lettre  dans  le  monôme;  degré 
du  monôme,  par  rapport  à plusieurs  lettres,  la  somme  des 
exposants  de  ces  lettres.  Un  monôme  est  toujours  une  fonction 
homogène  d’un  degré  égal  an  degré  du  monôme  : donc  la 
somme  de  plusieurs  monômes  de  même  degré  est  un  polynôme 
homogène  de  ce  même  degré.  Par  exemple,  le  polynôme 
a5— i a’ft-LSaô1— 26» 

esl  une  fonction  homogène  au  troisième  degré,  par  rapport 
aux  lettres  a et  b. 

4$— Lorsqu’on  cherche  les  relations  qui  existent  entre  les 
longueurs  des  diverses  lignes  A,  B,  C,...  d’une  ligure,  on  ima- 
gine ces  lignes  reportées  à une  unité  de  longueur,  qui  ordinai- 
rement n’est  j>as spécifiée  et  reste  loulà  fait  arbitraire  ..Désignons 
par  les  lettres  a,  6,  c,...  les  nombres  qui  expriment  ainsi  les 
mesures  des  lignes  de  la  figure,  et  supposons  que  l'on  ail 
trouvé  entre  ces  nombres  la  relation 

(I)  f(a,b,c,...)=zO. 

Les  raisonnements  que  l’on  a faits  pour  arriver  à celle  rcldliou 
étant  indépendants  de  l imité  île  longueur,  il  est  évident  que 
cette  relation  doit  subsister,  quelle  que  soit  celle  unité.  Appe- 
lons o,  p,  7,.  . les  valeurs  particulières  de  a,  b,  c,...  pour  une 
jlrclhlère  unité;  à',  j3', /,...  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités 
pour  Une  autre  imité;  ces  deux  séries  de  nombres  vérifient  les 
relations 

f )=h> 

•3)  f (<*',  P'.y',...)  = 0. 

Mais  quand  oh  change  l’unité,  les  nombres  varient  proporlion- 
nelleinciil,  de  sorte  que  si  I on  désigne  par  A le  rapport  de  la 
jirêmlère  unité  â la  seconde,  ou  a 


d'où, 

p = Afi,  7— A y,  .. 
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Si  l’on  substitue  dans  la  relation  (:j),  il  vient 
(1)  f(k*,  k%  ky,...)  = 0. 

Concevons  que  la  première  unité  restant  fixe,  la  seconde  varie, 
a,  Jj,  y,...  seront  des  nombres  constants,  À-  un  nombre  arbitraire, 
et  l’éi|iiation  (-!)  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  ce  nombre  k. 

Ainsi  : si  l’ équation  (1)  est  vérifiée  quand  on  y remplace  les 
lettres  a,b,é,...  fidr  les  bombées  a,  5,  y,...  elle  sera  aussi  vérifiée 
quand  on  y Remplacera  ces  memes  lettres  par  k«,  k fi,  kv,... 
quel  que  soit  le  nombre  k. 

43 —  Là  cbhditiôn  prcècdënlé  es!  évidemment  remplie  loës- 
(|ilë  lë  premier  membre  cté  réqiintion  (t)  est  une  fonction  ho- 
mogène des  lettres  a,  b,  c,...  ; car  alors  on  a 

f(k<x,  /„•£,  ky,...)=kmf(*,p,  y,...); 
si  f (i,  8,  y,...}  est  nul,  il  en  sera  de  même  de  / (ka,  k%  k y,...), 
quel  que  soit  k. 

Nous  allons  démontrer  due,  réciproquement,  l’homogénéité 
ësl  nécessaire,  en  nous  bornant  aux  équations  algébriques 
mises  èotls  fbrine  entière. 

Supposons  que  f[a,  b,r,...)  soit  un  polynôme  entier;  si  tous 
ses  ièrmeS  rte  sont  (las  du  même  degré,  réunissons  par  groupes 
les  termes  dont  le  degré  est  le  même;  appelons  a (a,  b,  c,...) 
l'ensemble  des  ternies  du  degré  le  plus  élevé  m,  |«  (a,  b , c,...) 
l'ensemble  des  ternies  du  degré  n,  etc.,  l’équation  (t)  devient 

? (a, P.ïv!  + f‘‘  I («,  P,  r.--)  +•••  =•>• 

Poilr  que  celle  équàiioti  soit  vérifiée,  quel  que  soil  k,  il  est 
nécessaire  que  l’on  dit  êëparémeiil 

? (a,  P,  Tv)=0,  k (à,  6,  Y,. ;.)  = 0,. ....... 

Comble  l’utiité  à laquelle  se  nijiportehl  les  nombres  a,  fl,  y,... 
est  arbitraire,  dit  a entre  les  lignes  dë  la  figure  les  relations 
homogènes 

9(a,b,c,...)=b,  kîâ,b,r,...)=0,.... 

bdtic,  si  l’équation  (!)  n'est  pas  homoyéne,  elle  équivaut  à 
plusieurs  équations  homoyénes  séparément. 

44 —  Cependant  il  peut  arriver  qu’une  équation  non  homo- 
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gène  soit  vérifiée,  quand  on  fait  choix  d’une  unité  particulière, 
sans  que  les  parties  qui  la  composent  soient  nulles  séparé- 
ment; mais  alors,  si  l’on  change  l’unité,  l’équation  cesse  d’étre 
vérifiée. 

Expliquons  ceci  par  un  exemple. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  dimensions  d’un  cylindre 
de  telle  sorte  que  sa  surface  soit  équivalente  à celle  d’une 
sphère  de  rayon  donné  A et  son  volume  à celui  d’une  sphère 
de  rayon  B. 

Soient  X le  rayon  et  Y la  hauteur  du  cylindre;  appelons  a, 
6,  x,  y les  mesures  des  lignes  A,  B,  X,  Y,  rapportées  à une 
unité  quelconque;  les  inconnues  devront  satisfaire  aux  deux 
équations 

(S)  x* -j -xy — 2a’=0, 

(6)  x'y—*b*=Q. 

Chacune  de  ces  équations  est  homogène  : l’une  est  du  second 
degré,  l’autre  du  troisième.  Si  elles  sont  vérifiées  quand  on 
rapporte  les  lignes  à une  certaine  unité,  il  en  sera  de  même 
quand  on  les  rapportera  à une  autre  unité. 

Les  inconnues  x et  y doivent  également  satisfaire  à l’équa- 
tion non  homogène 

que  l’on  obtient  en  ajoutant  les  précédentes  membre  à membre. 

Considérons  l’équation  (7),  abstraction  faite  de  son  origine. 
On  peut  trouver  quatre  lignes  A,  B,  X,  Y,  telles  que,  si  on  les 
mesure  avec  une  unité  particulière,  les  nombres  obtenus  véri- 
fient cette  équation  sans  annuler  séparément  les  deux  parties; 
supposons,  par  exemple,  que  les  lignes  rapportées  a une  pre- 
mière unité  aient  pour  mesure  les  quatre  nombres  a=l,  6=3, 
x=l,  y=18,5,  dont  trois  ont  été  pris  arbitrairement  et  le  qua- 
trième déterminé  ensuite  par  l’équation  (7);  si  on  mesure  les 
mêmes  lignes  avec  une  unité  deux  fois  plus  petite,  on  obtient 
les  nombres  a=  2,  6=6,  ar=2,  y=3~i  qui  ne  satisfont  plus  à 
l'équalion.  Le  cylindre  construit  avec  les  lignes  X et  Y ainsi 


(7)  (x'+ry— 2 a*)+  (x'y  — j6 
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déterminées  jouit  de  celle  propriété  que  la  somme  des  nombres 
qui,  avec  l'unité  choisie,  expriment  les  mesures  de  sa  surface 
et  de  son  volume,  est  égale  à la  somme  des  nombres  qui  ex- 
priment les  mesures  de  la  surface  d’une  sphère  et  du  volume 
d’une  autre  sphère;  mais  la  même  relation  n’a  plus  lieu  quand 
l’unité  linéaire  change. 

L’équation  (7)  ne  peut  être  vérifiée  par  les  mesures  des 
mêmes  lignes,  quand  on  fait  varier  arbitrairement  l’unité  de 
longueur,  qu’autant  que  ces  lignes  satisfont  aux  équations  (5) 
et  (6)  prises  isolément. 

45  — Dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie  on  ne 
fait  jamais  de  combinaisons  d’équations  analogues  à la  précé- 
dente. Les  équations  que  donnent  immédiatement  les  théo- 
rèmes de  la  géométrie  élémentaire  sont  homogènes;  et,  quand 
on  ajoute  deux  équations  membre  à membre,  c’est  afin  d’obte- 
nir une  nouvelle  équation  plus  simple  que  l’une  des  proposées; 
pour  cela,  il  faut  d'abord  que  les  équations  que  l’on  ajoute 
soient  du  même  degré.  Le  principe  de  l’homogénéité  pourra 
donc  servir  à chaque  instant  à vérifier  les  transformations 
algébriques  effectuées. 

46—  Lorsqu’on  prend  pour  unité  de  longueur  une  des 
lignes  de  la  figure,  les  équations  cessent  d’être  homogènes; 
mais  il  est  facile  de  rétablir  l’homogénéité.  Soit 
(8)  F [V,  0, 

l’équation  obtenue  en  prenant  pour  unité  la  ligne  A,  les  lettres 
b',  c',...  désignant  les  mesures  des  lignes  B,  C,...  rapportées  à 
A.  Laissons  l'unité  arbitraire  et  appelons  a,  b,  c,...  les  me- 
sures des  lignes  A,  B,  C...;  on  a 

2— *L— £- 

a b c ’ 

d’où 


et  l’équation  (8)  se  transforme  dans  la  suivante 

br.  3 
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(9)  F 


0, 


qui  est  homogène. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  rapporte  les  côtés  de  l’angle  droit 
d’un  triangle  rectangle  à l’hypoténuse  de  ce  triangle  (irise 
pour  unité,  les  mesures  des  côtés  vérifient  l’équation  non 
homogène 

6'*  + e/*=l, 

de  laquelle  on  déduit  l’équation  homogène 


fcs  c» 


ou  ô’  + c^a*. 


b c 

en  remplaçant  b'  par  — et  c7  par 

a a 

Les  courbes,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  cissoïde,  etc., 
étudiées  dans  le  chapitre  précédent,  sont  définies  chacune  par 
une  équation  homogène.  Une  équation  homogène  quelconque 
f(x,  y,  o,  b,c,...)= 0, 

entre  les  coordonnées  x et  y d’un  point  du  plan  et  les  lon- 
gueurs a,  b,  c...  de  diverses  droites,  détermine  une  courbe, 
dont  la  position  et  les  dimensions  sont  indépendantes  de 
l’unité  avec  laquelle  on  mesure  les  lignes.  Considérons  au 
contraire  une  équation  numérique  entre  x et  y, 
f{x,  y)  = 0, 

c’est-à-dire  une  équation  ne  renfermant  pas  d’autres  lettres 
que  x et  y,  et  supposons  celte  équation  non  homogène.  Pour 
représenter  par  des  points  du  plan  les  solutions  réelles  du  celle 
équation,  il  faut  commencer  par  choisir  arbitrairement  une 
échelle  ou  la  ligne  dont  la  longueur  a pour  mesure  l’unité. 
Or,  quand  l’échelle  varie,  la  ligne  ne  reste  plus  la  même,  nous 
verrons  plus  tard  que  les  diverses  courbes  ainsi  obtenues  ont 
des  analogies  remarquables;  ce  sont  des  courbes  qu’on  ap- 
pelle homothétiques. 


4 7 — remarque  I.  Il  arrive  souvent  que  t on  con-idère  dans 
une  même  question  des  nombres  qui  expriment  îles  mesures 
de  ligne,  de  surface  et  de  volume;  les  unités  de  surface  et 
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de  volume  restent,  comme  l’unité  de  ligne,  indéterminées; 
mais  on  suppose  habituellement  qu’il  existe  entre  elles  cette 
relation , que  l’unité  de  surface  est  le  carré  construit  sur 
l'unité  de  longueur  et  l'unité  de  volume  le  cube  construit  sur 
la  même  droite.  Dans  ce  cas,  pour  vérifier  l’homogénéité  d’une 
relation  dans  laquelle  certaines  lettres,  S et  V,  désignent  la 
mesure  d'une  surface  ou  d’un  volume , on  remplacera  ces 
lettres  par  p*  et  q *,  en  désignant  par  p et  q les  côtés  du  carré 
ou  du  cube  équivalents  à la  surface  ou  au  volume  considéré; 
de  celte  manière  l'équation  ne  contiendra  plus  que  des  lignes. 
On  peut  aussi  se  dispenser  de  faire  celte  substitution,  et  alors, 
dans  l’évaluation  du  degré  de  chaque  terme,  on  double  l’ex- 
posant des  lettres  qui  désignent  des  surfaces,  et  on  triple 
ceux  des  lettres  qui  désignent  des  volumes. 

4S  — remarque  11.  En  général,  lorsque  des  angles  entrent 
dans  un  calcul,  ces  angles  sont  rapportés  à une  unité  com- 
plètement déterminée  et  leurs  mesures  sont  des  nombres 
fixes.  Pour  évaluer  un  angle,  on  décrit  de  son  sommet  comme 
centre  avec  un  rayon  arbitraire  un  arc  de  cercle  et  on  prend 
le  rapport  de  cet  arc  au  rayon,  ce  qui  revient  à prendre  pour 
unité  d'angle  celui  dans  lequel  l'arc  est  égal  au  rayon.  Les 
fonctions  trigonométriques  des  angles  sont  également  des 
nombres.  Dans  l’application  du  principe  de  l'homogénéité,  on 
fera  abstraction  des  lettres  qui  désignent  des  angles  ou  leurs 
fonctions  trigonométriques. 


CHAPITRE  IV. 

Trnn«  Formation  des  Coordonnée». 

Quand  on  connaît  l’équation  d’une  ligne  par  rapport  à cer- 
taines coortlonnées,  il  importe  de  pouvoir  en  déduire  l’équa- 
tion de  la  même  ligne  par  rapport  à d’autres  coordonnées. 

Pour  résoudre  cette  question  d'une  manière  générale,  il  faut 
trouver  des  formules  qui  expriment  les  coordonnées  d’un 
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point  quelconque  du  plan  dans  un  certain  système,  au  moyen 

des  coordonnées  du  même  point  dans  un  autre  système. 

Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  de  la  transformation 
des  coordonnées  rectilignes  en  d’autres  coordonnées  rectilignes. 


DÉPLACEMENT  DE  L’ORIGINE. 


A« 


49 — Supposons  d'abord  que  l’on  remplace  les  deux  axes 
OX  et  OY  par  d’autres  axes  O’X’  et  OT  respectivement  pa- 
rallèles aux  premiers  (fig.  27)  et  de  même 
sens.  La  position  des  nouveaux  axes  sera 
déterminée  par  les  coordonnées  a et  b 
de  la  nouvelle  origine  0’  relativement 
aux  axes  primitifs.  Nous  appellerons  x 
et  y les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque M du  plan  relativement  aux 
premiers  axes,  x'  et  y'  les  coordonnées  du  même  point  rela- 
tivement aux  nouveaux  axes.  Imaginons  qu’un  mobile  aille 
du  point  O au  point  M en  suivant  la  ligne  droite  OM  ou  la 
ligne  brisée  OO'M,  et  projetons  ces  deux  chemins  sur  l’axe 
OX  parallèlement  à OY.  La  projection  de  la  droite  OM,  avec 
le  signe  qui  lui  convient,  est  l’abscisse  x du  point  M;  la 
projection  de  la  droite  00’  est  l’abscisse  a du  point  0';  la  pro- 
jection de  la  droite  O’M  sur  OX  ou  sur  Taxe  parallèle  O'X' 
est  la  nouvelle  abscisse  x'.  Les  projections  des  deux  chemins 
étant  égales  entre  elles,  on  a l’équation  x =a-j-x.  En  pro- 
jetant sur  Taxe  OY’,  on  a de  même  l’équation  y—b+y1.  On 
obtient  ainsi  les  deux  relations 


x=a  -f-  x 
y = t>+y'. 


entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées  du  point  M. 
Ces  relations  sont  vraies  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
dans  le  plan.  On  en  déduit 


(2) 


x'=x — a, 
y'=y—b. 
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CHANGEMENT  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES. 


\ 


\L^«  I 


Supposons  maintenant  que  l’on  change  la  direction 
des  axes  en  conservant  la  môme  origine.  Nous  traiterons  d’a- 
bord un  cas  particulier  qui  se  présente  souvent  dans  la  pra- 
tique, celui  où  les  axes  des  deux  systèmes  sont  rectangulaires. 

Imaginons  que  l'on  change  la  direc- 
tion des  axes  en  faisant  tourner  l’angle 
\ j |\  ^ droit  XO Y (fig.  28)  d’un  certain  angle 

3 autour  de  l’origine  pour  l’amener 
dans  la  position  X'OY',  et  considérons 
l’angle  o comme  positif,  si  la  rotation 
s’effectue  de  OX  vers  OY,  et  comme 
négatif,  si  la  rotation  s’exécute  en  sens  inverse. 

Par  un  point  quelconque  M du  plan  menons  des  parallèles 
MP  et  MP  aux  axes  OY  et  OY”,  désignons  par  x et  y les  coor- 
données du  point  M par  rapport  aux  premiers  axes,  et  par  x!  et 
rf  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  nouveaux 
axes.  Les  projections  des  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  un 
axe  quelconque  sont  égales.  Projetons  d’abord  sur  l’axe  OX;  la 
projection  de  la  longueur  OP  est  cette  longueur  elle-même, 
prise  avec  le  signe  + ou  le  signe  —,  suivant  qu’elle  est  portée 
dans  la  direction  OX,  on  dans  la  direction  opposée;  c’est  dans 
tous  les  cas  l’abscisse  x\  PM  étant  perpendiculaire  sur  OX , sa 
projection  est  nulle;  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
donc  à x.  Projetons  maintenant  le  chemin  OP'M  ; et  d’abord 
projetons  le  premier  côté  OP  ; si  la  longueur  OP'  est  portée 
sur  OX’,  il  faut  la  multiplier  par  eus  a,  ce  qui  donne  la  pro- 
jection OP’  x cos  a ; si  cette  longueur  est  portée  en  sens  in- 
verse, il  faut  la  multiplier  par  cos  (a  -|-  it),  ce  qui  donne 
OP'  X cos  (i  -f-  it)  ou  —OP'  x cos  a;  mais,  dans  le  premier 
cas,  onaf^  OP  ; dans  le  second  cas,  x'  = — OP';  ainsi  la 
projection  du  côté  OP'  est  toujours  exprimée  par  x/  cos  a. 
Considérons  le  second  côté  P'M;  s’il  est  dirigé  dans  le  sens 


OY'.  il  fait  avec  OX' 


l’angle  « -f — 

r~»  i 


et  sa  projection  est 
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P'Mxco*  K)  ; s’il  est  dirigé  en  sens  inverse,  il  fait  avec 

OX  l’angle  * -f  ^ et  sa  projection  est—  P'M  x cos 

mais  on  a,  dans  le  premier  cas,  y'=P'M,  dans  le  second  cas, 
y' — — P M ; ainsi,  la  projection  de  P'M  est  toujours  exprimée 

par  y'  cos  de  sorte  que  le  chemin  OP'M  a pou  r projection 

x' cos  a + !/'  cos  (“+0> 

OU 

a;' cos  a — y' sin a. 

En  égalant  les  projections  des  deux  chemins  OPM,  OP  M,  on 
obtient  l’équation 

x—x'cosa — y' sin  *. 

Projetons  ensuite  sur  l’axe  OY.  La  projection  de  OP  est 
nulle  : celle  de  PM,  prise  avec  le  signe  convenable,  est  .y; 
ainsi  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit  à y.  Les  deux 
directions  OX'  et  OY'  font  avec  OY  les  angles 


— - + a et  a, 

ce  qui  donne  pour  la  projection  du  second  chemin 


x’  cos 


(-*+■) 


+ V’COS  a, 


ou 


x' sin  a -f  y'  cos  a, 

et  l’on  a l’équation 

y —x!  sin  a + y cos  a. 
On  obtient  ainsi  les  formules 


(3) 


X=X'  COS  a — y stria, 


y=x'  sin  a y' COS  a , 
qui  servent  à passer  des  anciennes  coordonnées  aux  nouvelles. 


51 — Occupons-nous  maintenant  de  la  question  générale. 
Soient  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  faisant  entre  eux  un 
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angle  8,  OX'  et  OY'  deux  nouveaux  axes  dont  on  définit  la 
direction  j>ar  les  angles  a et  p qu’ils  font  avec  OX  (fig.  29);  on 
k • convient  de  regarder  les  angles  « et 

p comme  positifs,  s’ils  sont  comptés 
en  tournant  de  OX  versOY,  et  comme 
négatifs  en  sens  coutraire.  Par  un 
v point  M quelconque  du  plan  menons 
lesdroitesMP  et  MP'  respectivement  pa- 
rallèles aux  axes  OY  et  OY'.  Pour  avoir 
x,  nous  projellerous  les  deux  chemins 
ii  OPM,  OP'M  sur  une  direction  OH  per- 
r<g. »».  pendiculaire  à OY,  et  obtenue  en 

tournant  d'un  angle  droit  de  OY  vcrsOX;  la  direction  OX 


\ 

\ 


faisant  avec  OII  l’angle  — 8,  et  la  direction  OY  étant  per- 
pendiculaire à OH,  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
a x sin  6.  La  direction  OX'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à l’angle 

HOX,  augmenté  de  l'angle  XOX',  ce  qui  fait  — 6^  + «;  de 

même,  la  direction  OY’  fait  avec  OH  un  angle  égal  àQ  — 9^+p; 
on  a donc  pour  la  projection  du  second  chemin 


x' cos  (.j~ 0 + “)+ y'cos  (i— 0 + p)> 

ou  % 

x'sm(û — »)  -f-  ÿ'sm(9 — p), 
ce  qui  donne  l’équation 

x sin  8=x'  sin  (0 — a)  + </  sin  (8  — p). 

Pour  avoir  y,  projetons  les  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  line 
direction  OK  perpendiculaire  à OX,  et  obtenue  en  tournant 
d un  angle  droit  de  OX  vers  OY.  La  direction  OX  étant  perpen- 
diculaire à OK  et  la  direction  OY  faisant  avec  celle  droite 


l'angle  — ~ -f  0,  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit  à 

Z 

y sin  8.  Les  angles  que  les  directions  OX’  et  OY'  font  avec  OK 
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sont  égaux  aux  angles  qu'elles  font  avec  OX,  diminués  de  -, 


ce  qui  donne  — ■-  + “ > et 

Z 


2 


+ p;  la  projection  du  second 


chemin  est  donc 


ou 


X1  cos  ^ ^ + y'rosÇ—  ^ + p). 


x'  sin  a 4-y'sin  P, 


et  l’on  a l’équalion 

y $inQ=x’ sin  a-f-y'sinp. 

On  obtient  ainsi  les  deux  formules 

Æ'sinfa— a)+  y'  sin  (9— P) 
sin  9 

x sina+y'sinp 

JfnO  ’ 


pour  la  transformation  des  coordonnées  obliques  en  d'autres 
coordonnées  obliques. 

On  en  déduit  facilement  des  formules  servant  à revenir  des 
nouveaux  axes  aux  anciens.  L’angle  des  nouveaux  axes  est 
p — a ; les  axes  OX  et  OY  font  avec  OX'  les  angles  —a  et  9 — a ; il 
suffit  donc,  dans  les  formules  précédentes,  de  remplacer  9 par 
p — a,  « par  — a,  p par  9 — à,  ce  qui  donne 

g sin  p -f  y sin  (p— 9) 
sin  (p  — a) 

— x sin  a + y sin  (9— a) 
sin  (p — a) 


&2 — On  déduit  de  ces  formules  générales  quelques  formules 
particulières  qu’il  est  bon  de  connaître. 

t«  Cas  où  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires.  Dans  ce  cas 

on  a 0=-^,  et  les  formules  (4)  se  réduisent  à 

x—x  cos  a-fycosp, 
y = x’  sin  a + y'  sin  p. 

2"  Cas  un  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires.  Supposons 

p=a  + les  formules  (41  deviennent 

Z 
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(7) 


(»= 


x'sin  (9 — i)  — y’ cos  (9 — a) 

: sôTô  ’ 

Æ’sma-j-ycosa 
tin  9 


41 


On  pourrai!  supposer  aussi  8=«— ce  qui  revient  à chan- 

ger  le  sens  de  l’axe  OY',  et  par  conséquent  le  signe  de  y*  dans 
les  formules  (7). 

3»  Cas  où  les  deux  systèmes  d’axes  sont  rectangulaires.  Si  dans 
les  formules  (6)  on  suppose  p=*+^,  on  obtient  les  formules 
(3)  déjà  trouvées, 

ix=x  cos  a — y sinn. 
y—x’  sin«  + ÿcos*. 

On  les  obtiendrait  aussi  en  supposant  dans  les  formules  (7) 


TRANSFORMATION  GÉNÉRALE. 


' 


&3 — Supposons  que  l'on  change  à la  fois  l’origine  et  la  di- 
rection des  axes.  On  déterminera  le  nouveau  système  par  les 
|T,  , coordonnées  a et  b de  la  nouvelle  ori- 

gine relativement  aux  anciens  axes, 
et  par  les  angles  « et  p que  font  les 
nouveaux  axes  OX  et  OX  avec  l’axe 
OX  (fig.  30).  Par  le  point  O'  menons 
* deux  axes  O'X,  et  O’Y,  respective- 
Fig.  3o.  ment  parallèles  à OX  et  OY.  On  a, 

d’une  part, 

x=o-{-a:1, 
y=ib  + yt; 

d’autre  part,  en  vertu  des  formules  (4), 

x’sin( 9 — a)  + y’sin(  9 — p) 
sin9 

x'  sina  + ÿ'sinp 


x ,=z- 


9 , 


s«n9 


on  en  déduit  les  formules  générales  de  transformation 
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x'nn(â — «)-J-y'i/n(6 — jl) 


(») 


x—  a - 


y=b 


si  il  0 

x'sinti-l-  y'si'rip 
tin  o 


Nous  remarquerons  que  ces  formules  de  Iransformalion 
sont  homogènes  et  du  premier  degré,  par  rapport  aux  coor- 
données qu’elles  renferment. 


TRANSFORMATION  UES  COORDONNÉES  RECTILIGNES  EN 
COORDONNÉES  POLAIRES. 

54— Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires;  prenons 

, l’origine  pour  pôle,  et  l’axe  des  x pour 

axe  polaire  (flg.  31)  ; en  projetant  la  droite 
OM  sur  l’axe  OX  et  sur  l’axe  OY,  on  ob- 
tient les  relations 

.r  — e — x {g)  [ x=? cosi.>, 

Fî(î-  31 . | y — p silUa. 

On  passera  réciproquement  des  coordonnée*  polaires  aux 
coordonnées  rectilignes  par  les  formules 


Nous  avons  fait  plusieurs  transformations  de  cette  sorte, 
quand  nous  axons  cherché  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  de  la  cissoïde,  du  limaçon  de  Pascal  et  de  la  rosace 
(il»’  29,  35,  39). 

DISTANCE  DF.  DEI  X POINTS. 

55 — Supposons  d’abord  les  axes  rectangulaires  et  chcr- 
, chons  la  distance  de  l’origine  à un  point  H 

dont  nous  appelons  x et  y les  coordonnées; 
" dans  le  triangle  rectangle  OPM  (flg.  32)  on  a 

OM  * =ÔP  ’ +TI ’=£  • +y » , 

<■  <■  quelle  que  soit  la  position  du  point  M dans  le 

F,c  3î-  plan;  d’où  l’on  déduit,  en  désignant  par  / la 
distance  OM, 
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Cherchons  maintenant  la  distance  des  deux  points  M et  Jl  , 
situés  d’une  manière  quelconque  dans  le  plan;  nous  appelons 
, , ' x et  y les  coordonnées  du  point  M,  X'  et 

y'  celles  du  point  M’  par  rapport  aux  axes 
'V  " rectangulaires  OX,  OY.  Par  le  point  M 

I — ÿ (flg.  33)  menons  des  axes  MX',  MV,  paral- 

__ — lèles  aux  axes  proposés;  les  coordonnées 

Fi(.  33  du  point  M',  relativement  à ces  nouveaux 

axes  sont  égales  à x — x,  y’ — y,  en  vertu  des  formules  (2)  du 
n*49.  La  distance  I de  la  nouvelle  origine  M au  point  M', 
d'après  la  formule  (10),  sera  donc 

(11)  1=\'(X'—  x)1  + (y— y) !. 


56 — Nous  avons  supposé  jusqu’à  présent  les  axes  rectangu- 
laires. Quand  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  l’angle  0, 
l’expression  de  la  distance  est  un 
peu  plus  compliquée.  Cherchons  d’a- 
bord la  distance  de  l’origine  O à un 
N point  quelconque  M du  plan.  Dans 
le  triangle  OPM  (fig.  34),  quelle  que 
soit  la  position  du  point  M,  on  a 


OM!=Ol”+  PM*-  i. OP. PM.  eos OPM. 

Quand  le  point  M est  situé  dans  l’angle  M3X,  les  coordonnées 
xety  de  ce  point  sont  égales  u -j-  OP  et  à -f-  PM,  et  l’angle  OPM 
est  le  supplément  de  l’angle  0;  on  a donc 


(12)  lz=[/ xi+y!  + ‘ixy cosd. 

Si  le  point  M est  situé  dans  l’angle  Y'OX',  les  coordonnées  x 
et  y étant  égales  à — OP  et  à — PM,  et  l’angle  OPM  le  supplé- 
ment de  0,  on  obtient  la  môme  formule  (12).  Quand  le  point 
M est  situé  dans  l’un  des  angles  YOX',  Y'OX,  l’angle  OPM  est 
égal  à 9,  mais  l’une  des  coordonnées  est  négative,  ce  qui  re- 
produit encore  la  formule  (12).  Celle  formule  est  donc  géné- 
rale. 

Pour  avoir  la  distance  des  deux  points  M et  M',  on  imaginera 
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comme  précédemment  par  le  point  M des  axes  parallèles  aux 
premiers,  et  on  obtiendra  la  formule 

(13)  l — V ix'— xi’  + (y —y)  * + 2 (x*— x)  (y‘— y)  cos  t. 


MILIEU  D'UNE  DROITE. 


57 — Appelons  a;  et  y les  coordonnées  du  point  M,  x'  et  y‘ 
celtes  du  point  M',  x,  et  //.celles  du  point  M,,  milieu  de  la  droite 
MM'  (lig.  33).  Si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes  au  point  M , les  coordonnées  nouvelles  du  point  M' 
seront  x1 — x,  y'  — y ; celles  du  point  M,  seront  de  même 
x, — x,  y, — y;  il  est  évident  que  celles-ci  sont  les  moitiés  des 
premières;  on  a donc 


X‘ — x 


d'où  l’on  déduit 


\*-  = 

(Uj  < 

/*•  = 


x + x ’ 
2 

y + y 

2 


CLASSIFICATION  DES  LIGNES. 

58— On  a adopté  pour  la  classification  et  l’élude  des  lignes 
en  général  les  coordonnées  rectilignes. 

On  a distingué  d’abord  les  lignes  en  alycbriqucs  et  transcen- 
dantes, suivant  que  les  équations  qui  les  représentent  en  coor- 
données rectilignes  sont  algébriques  ou  transcendantes.  Une 
équation  est  dite  algébrique  lorsque  les  coordonnées  x et  y 
n’y  entrent  qu’affectées  de  signes  d’opérations  algébriques. 
Mais,  si  l’une  des  coordonnées  entre  sous  un  signe  transcen- 
dant, comme  un  sinus,  un  logarithme,  etc.,  l’équation  est  dite 
transcendante.  On  peut  toujours  mettre  les  équations  algébri- 
ques sous  forme  entière,  en  faisant  disparaître  les  radicaux  et 
les  dénominateurs. 
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Les  lignes  algébriques  ont  été  classées  d'après  le  degré  de 
leurs  équations.  Les  lignes  du  premier  degré  sont  celles  qui 
sont  représentées  par  des  équations  du  premier  degré  enx  et 
y,  l'équation  du  second  degré  donne  les  lignes  du  second  de- 
gré, etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  degré  d’une  ligne  reste  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  des  axes  des  coordonnées  rectili- 
gnes. Eu  effet,  soit  f (x,  y)=0  l’équation  d’une  ligne  rapportée 
à de  certains  axes  OX  et  OY,  m le  degré  de  cette  équation  sup- 
posée entière  (dans  l’évaluation  du  degré  on  ne  lient  compte 
que  des  coordonnées  x et  y).  Pour  rapporter  cette  ligne  à 
d’autres  axes  OX'  et  O'Y”,  on  substituera  à la  place  de  a;  et  y 
dans  l’équation  les  valeurs  données  par  les  formules  de  trans- 
formation (8)  ; ces  formules  étant  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées,  il  est  impossible  que  l'équation  en  x'  et  y' 
soit  d’un  degré  plus  élevé  que  m.  Elle  ne  sera  pas  non  plus 
d’un  degré  moindre;  car  alors  la  transformation  inverse  élève- 
rait le  degré,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi  la  nouvelle  équation 
est  de  même  degré  que  l’équation  primitive. 

Le  degré  d’une  ligne  indique  en  combien  de  points  au  plus 
elle  peut  être  coupée  par  une  droite.  En  effet,  soit  m le  degré 
de  la  ligne,  f[x,  y)=0  l’équation  qui  la  représente  lorsqu’on 
prend  la  droite  sécante  pour  axe  des  x;  si  dans  celte  équation 
on  fait  y=0,  l’équation  en  x ainsi  obtenue  donnera  les  ab- 
scisses des  points  du  lieu  qui  ont  une  ordonnée  nulle,  c’est-à- 
dire  les  points  communs  à ce  lieu  et  à l’axe  des  x.  Quand  le 
premier  membre  de  l'équation  n’est  pas  identiquement  nul, 
comme  il  est  au  plus  du  degré  m,  l’équation  n’a  pas  plus  dem 
racines  et  par  conséquent  la  droite  a au  plus  tn  points  com- 
muns avec  le  lieu.  Si  l’on  savait  que  l’équation  fut  vérifiée  par 
plus  de  m valeurs  de  x,  le  premier  membre  serait  identique- 
ment nul,  et  par  conséquent  la  droite  entière  ferait  partie  du 
lieu;  dans  ce  cas,  le  polynôme  ({x,  y)  devenant  identiquement 
nul,  quand  on  y fait  y=0,  contiendrait  y en  facteur  et  l’équa- 
tion f ( x , y)=0  se  décomposerait  en  deux,  l'une  y=0  du  pre- 
mier degré,  l’autre  du  degré  m— t. 
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D'après  cela,  les  lignes  du  premier  degré,  ne  pouvant  être 
coupées  par  une  droite  en  plus  d'un  point,  sont  des  lignes 
droites.  Les  lignes  du  second  degré  ne  peuvent  être  coupées 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points;  celles  du  troisième  de- 
gré en  plus  de  trois  points.  Le  cercle,  l'ellipse,  l’hyperbole  et 
la  parabole  sont  des  courbes  du  second  degré  (nm  11,  19,  23, 
2fi);  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  deux  points  par  des 
droites.  La  cissoïde  et  la  slrophoïdc  (n°»29et32)  sont  du  troi- 
sième degré  ; ccs  courbes  peuvent  être  coupées  en  trois  points 
ppr  des  droites.  Le  limaçon  de  Pascal  (u°  33)  est  du  quatrième 
degré,  la  rosace  «à  quatre  branches  (n°  39)  du  sixième  degré. 

Nous  étudierons  d’abord  les  lignes  du  premier  degré,  puis 
celles  du  second  degré,  et  ensuite  les  lignes  d’un  degré  quel- 
conque. 

Quand  on  dit  qu’une  équation  algébrique  entière  du  degré  m 
représente  une  ligne  du  degré  ni,  on  suppose  que  le  premier 
membre  n’est  pas  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  en- 
tiers; autrement  l’équation  représenterait  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  lignes  d’ordre  inférieur.  Ainsi,  par  exem- 
ple, une  équation  du  second  degré,  dont  le  premier  membre 
est  le  produit  de  deux  fadeurs  entiers  du  premier  degré,  re- 
présente deux  lignes  du  premier  degré,  c’est-à-dire  deux  droi- 
tes. De  même,  une  équation  du  troisième  degré  peut  repré- 
senter trois  droites,  ou  une  ligne  du  second  degré  avec  une 
ligne  droite.  C’est  pourquoi  certaines  propriétés  des  lignes  de 
l’ordre  m s’appliquent  au  système  de  m droites,  c'est-à-dire  au 
polygone  de  tu  côtés. 
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CHAPITRE  1 

Ligue  droite. 


CONSTRUCTION  DE  L ÉQl'ATION  DU  PREMIER  DEORÉ. 

50— L’équation  générale  du  premier  degré  entre  les  deux 
■variables  x et  y est  de  la  forme 

(I)  A.r  + By  + Cr=0. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  la  ligne  représentée  par 
celle  équation,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite  en  plus 
d'un  point,  est  nécessairement  droite.  Nous  allons  démontrer 
directement  que  celte  équation  représente  une  ligne  droite. 

U est  impossible  que  les  deux  coefficients  A et  B des  varia- 
bles soient  nuis  à la  fois;  car  alors  il  faudrait  que  l'on  eût 
* C=0,  et  l’équalion  se  réduirait  à une 

/ identité.  Mais  il  peut  arriver  que  l’un  des 

& n/ m _j.  coefficients  soit  nul  ; si,  par  exemple,  le 

j / coefficient  A est  nul,  l’équation  se  réduit 

~-0- 4 x à la  forme  Bj/  + C=0  ou  ?/=.&.  Cette 

f.c  as.  » équation  représente  le  lieu  d’un  point 
M dont  l’ordonnée  MP  est  constante  et  égale  à b,  quelle  que 
soit  l’abscisse  OP  ; c’est  une  droite  G'G  parallèle  à l'axe  OX 
(fig.  33);  on  l’obtient  en  portant  sur  l’axe  OY,  à partir  de  l'ori- 
gine, une  longueur  OB  égale  à la  valeur  absolue  de  6,  dans  un 
sens  ou  dans  l’autre,  suivant  le  signe  de  b,  et  menant  par  le 
point  B une  parallèle  G'G  à l’axe  OX.  En  particulier  l’équation 
y=0  représente  l’axe  OX  lui-même. 

Lorsque  le  coefficient  B est  uul,  l'équation  se  réduit  a 
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Ax  + C=0,ou x—a.  Celle  équation  représente  le  lieu  du  point 
( M dont  l’abscisse  MQ  est  constante  et  égale 

" à a,  quelle  que  soit  l’ordonnée  OQ;  c’est  une 

v L M droite  H H parallèle  à l'axe  OY  ; on  l’obtient 

en  portant  sur  l’axe  OX,  à partir  de  l'ori- 

/ ! gine,  une  longueur  OA  égale  à la  valeur 

absolue  de  o,  dans  un  sens  ou  dans  1 autre, 
Fig.  3«.  suivant  le  signe  de  a,  et  menant  par  le  point 
A une  parallèle  H H à l’axe  OY.  En  particulier , l’équation 
x=  0 représente  l’axe  OY. 

Lorsque  le  coefficient  B n’est  pas  nul,  on  peut  diviser  par  B 
et  mettre  l’équation  sous  la  forme 

A C 


ou 


(2)  y = ax  + 6. 


. , A , G 

en  posant,  pour  abréger,  a=— g,  « — — -£• 

Considérons  d’abord  le  cas  particulier  où  6=0,  ce  qui 
réduit  l’équation  à la  forme 

y 

y = ax , ou  ~-a- 

Si  a est  un  nombre  positif,  tous  les  points  du  lieu,  ayant 

leurs  coordonnées  de  même 
i n*.  ' signe,  se  trouvent  dans  l’angle 
/ N / k YOX,  ou  dans  son  opposé  par 
le  sommet  Y OX'  (fig.  37).  Pre- 
nons une  abscisse  quelconque 
r OP,  et  par  le  point  P menons 
une  parallèle  à l’axe  des  y;  on 
pourra  , sur  celte  parallèle , 
trouver  un  point  M tel  que 


F" 

w/  , 


H/ 

/] 

U — 

o y p' 


fit  - 


v/ 

Fig.  37. 


MP 

—=a,  le  point  M sera  un 
OP 


point  du  lieu.  Soient  M,  M',  M’’...  divers  points  du  lieu  con- 
struits de  cette  façon  ; des  rapports  égaux 
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MP  MP'  — M"P"  _ 

OP~  OP’  — —OP"  

il  résulte  que  les  triangles  OPM,  OP'M',  OP"M"...  sont  sem- 
blables, et  que  par  suite  les  angles  MOP,  M'OP',  M"OP"...  sont 
égaux;  donc  les  points  M,  M',M"...  sont  tous  placés  sur  une  même 
droite  A'A,  passant  par  l’origine.  D’ailleurs,  l’équation  est  vé- 
rifiée par  les  coordonnées  de  chacun  des  points  de  celte  droite; 
donc  l’équation  y—ax  représente  la  droite  indéfinie  A'A. 

Lorsque  a est  négatif,  tous  les  points  du  lieu  ayant  leurs 
coordonnées  de  signes  contraires 
sont  situés  dans  les  angles  Y'OX, 
etYOX'(fig.  38).  Soient M,M',M".... 
différents  points  du  lieu  ; des  re- 
lations 

MP  _ M P'  M"P"_ 

_op~ — or'”  op"  ~a> 

on  déduit,  comme  précédemment, 
que  tous  ces  points  sont  sur  une  même  droite  A'A  passant  par 
l’origine.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  l’équation  y=ax  représente 
une  ligne  droite  passant  par  l’origine. 


Revenons  maintenant  à l’équation  y = ax  + b.  Si  l’on 
compare  les  deux  équations  y—ax+b  et  y=ax,  on  voit  que  les 
ordonnées  correspondantes  à une  même  abscisse  diffèrent 
d’une  quantité  constante  b;  on  augmentera  donc  ou  l’on  dimi- 
nuera, suivant  le  signe  de  b,  les  ordonnées  de  tous  les  points 
de  la  droite  A'A  de  longueurs  MN,  M'N',  M''N"....  égales  à la 
valeur  absolue  de  b [fig.  37);  les  points  N,  N',  N''...  ainsi  obte- 
nus forment  évidemment  une  droite  B'B  parallèle  à A'A. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équation  du  premier 
degré  entre  les  deux  variables  x et  y représente  une  ligne 
droite. 


#© — Nous  allons  faire  voir  que,  réciproquement,  toute 
ligne  droite  est  représentée  par  une  équation  du  premier  de- 
gré. Si  la  droite  est  parallèle  à l’axe  ÜX,  comme  tous  ses 
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points  ont  même  ordonnée,  son  équation  est  de  la  forme  y=b 
(flg.  35).  Si  elle  est  parallèle  à l'axe  OY,  tous  ses  points  ayant 
môme  abscisse,  son  équation  est  de  la  forme  x=a  (flg.  36).  Si 
la  droite  passe  par  l’origine,  elle  occupe  l'une  des  deux  posi- 
tions indiquées  dans  les  ligures  37  et  38,  et  les  triangles  sem- 
blables donnent 

MP  _M/P*  -*M"P" 

OP-  OP7-  -OP"  

ou 

MP  _ MP'  M"P"  _ 

— op—  — op'—  op"  

Si  l’on  appelle  a ce  rapport  constant , l’équation  de  la 
droite  est  **  =a  ou  y=ax.  Supposons  enfin  (pie  la  droite, 

•JC 

sans  être  parallèle  à l’un  des  axes,  ne  passe  pas  par  l’origine 
(fig.  37);  une  parallèle  à cette  droite  menée  par  l’origine  aura 
pour  équation,  d’après  ce  qui  précède,  y — ax;  or,  l’excès  de 
l’ordonnée  de  la  droite  proposée  sur  l’ordonnée  correspon- 
dante de  la  parallèle  est  une  quantité  constante  b : donc  la 
droite  proposée  a pour  équation  y=ax+b. 

SIGNIFICATION  DES  COEFFICIENTS. 

01— L’équation  de  toute  droite  non  parallèle  à l’axe  des  y 
peut  être  mise  sous  la  forme 

y=a.r+6. 

La  constante  b est  l’ordonnée  du  point  H où  la  droite  coupe 
l’axe  des  y;  on  l’appelle  ordonnée  à l'origine. 

La  constante  a ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite, 
elle  est  la  même  pour  toutes  les  droites  parallèles,  on  l’appelle 
coefficient  angulaire  ou  de  direction.  Menons  par  l’origine,  et 
au-dessus  de  l’axe  X'X,  une  parallèle  OA  à la  droite  proposée; 
appelons  0 l’angle  des  axes,  a l’angle  de  OA  avec  OX,  angle  qui 
peut  varier  de  0 air;  on  a,  dans  la  disposition  de  la  première 
(igure, 

y MP sin  MOP sin  a 

a x OP  tin  OMP  sin  (0 — «)’ 
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et,  dans  celle  de  la  seconde, 

y MP  sin  MOP  sin  * _ sin  a 

° x — OP  — sin  OMP  — sin  (a — 6)  sm(0 — «)’ 

on  a donc,  dans  tous  les  cas, 

sin  « 
sin  (0 — a) 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  celte  formule  devient 
(4)  long  a=a. 

La  formule  (4)  détermine  l’angle  a, que  fait  avec  l’axe  OX  la 
droite  proposée,  quand  les  axes  sont  rectangulaires. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  on  déduit  de  la  formule  (3) 

a sin  0 

(5)  tanga  = — — — 

y 1 + a cos  0 

Mais  cette  formule  n’est  pas  calculable  par  logarithmes  ; quand 
on  veut  obtenir  l’angle  a au  moyen  des  tables,  on  a recours  à 
une  autre  formule.  L’cquation  (3)  donne 

«ma «in  (0— a) sin  a + sin  (0 — a) sin  a — sin(0 — a) 

a t a + i a — t ’ 

si  l’on  transforme  en  produits  la  somme  et  la  différence  des 
sinus,  il  vient 

„ . 9 f 0\  a 0 . / 0\ 

2sin-cos(  a — - ] 2co*—stn  a 1 

î \ y 2 v y 


a+l 


a — t 


d’ou 


( 0\  a— t 0 

(6)  = «5j. 


68— Lorsqu’on  veut  construire  la  droite  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré  à coefficients  numériques, 
on  cherche  ordinairement  les  points  A et  B où  elle  coupe  les 
axes,  et  on  fait  passer  une  droite  par  ces  deux  points. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  2x — 3y=5;  pour  y =0,  on 
a®=|;  pour  x=0,  y=z — J;  on  portera,  à partir  de  l'origine, 
sur  l’axe  des  x,  la  longueur  5 dans  le  sens  positif,  sur  l'axe 
des  y la  longueur  l dans  le  sens  négatif. 

Quand  l’équation  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  la 
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droite  passe  par  l’origine.  On  en  détermine  un  second  point, 
en  donnant  à z une  valeur  particulière;  soit,  par  exemple,  l’é- 
quation 2 y-f3£=0;  l’équation  étant  vérifiée  pour  £=.<►,  y— 0, 
la  droite  passe  par  l’origine;  si  l’on  faitx=2,  on  a y = — 3 ; 
construisant  le  point  qui  a pour  coordonnées  £ = 2,  y=  — 3, 
on  obtiendra  un  second  point  que  l’on  joindra  à l’origine. 

63 —  L’équation  générale  de  la  ligne  droite 

Ax  + B I/  + C=0 

renferme  deux  coefficients  ou  paramètres  arbitraires  ; car  on 
peut  diviser  l’équation  par  l’un  des  coefficients,  et  il  restera  les 
rapports  des  deux  autres  coefficients  à celui  par  lequel  on  a 
divisé.  Quand  on  met  l’équation  sous  la  forme  y=ax  + b,  ces 
deux  paramètres  sont  a et  b.  Pour  fixer  la  position  de  la  ligne 
droite  dans  le  plan,  il  faudra  donner  les  valeurs  des  deux  pa- 
ramètres,ou  deux  équations  entre  ces  deux  paramètres  servant 
à déterminer  leurs  valeurs.  Il  faut  donc  deux  conditions  géo- 
métriques pour  déterminer  une  ligne  droite,  en  supposant 
que  chaque  condition  s’exprime  par  une  équation. 

PROBLÈME  I. 

64—  Trouver  l’équation  générale  des  droites  qui  passent  par 
un  point  donné. 

Appelons  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  donné  M.  Une 
droite  quelconque  a pour  équation 
y=ax  + b. 

Pour  que  celle  droite  passe  par  le  point  M,  il  faut  que  les  coor- 
données de  ce  point  vérifient  l’équation  de  la  droite;  si  donc  on 
remplace  les  coordonnées  variables  £ et  y par  les  coordonnées 
£ ' et  y'  du  point  M,  on  aura  l’équation  de  condition 
y'  = ax‘  b. 

Celle  relation  entre  les  deux  paramètres  a et  b détermine  l’un 
des  paramètres  en  fonction  de  l’autre,  par  exemple  le  paramè- 
tre b eu  fonction  de  a ; en  remplaçant,  dans  l’équation  de  la 
droite,  b par  sa  valeur  y'  — ax1  tirée  de  l’équation  de  condi- 
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lion,  ce  qui  se  fait  en  relrancliant  les  deux  équations  l’une  de 
l'autre  membre  à membre,  on  obtient  l'équation 
(7)  y — ÿ=a(x—  x). 

L’équation  (7),  dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  a est  arbi- 
traire, représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  M. 
Quand  on  fait  varier  le  paramétre  a,  la  droite  tourne  autour 
du  point  M. 

Nous  avons  supposé  que  toute  droite  est  représentée  par 
une  équation  de  la  forme  y=ax  + b,  quelle  que  soit  sa  position 
dans  le  plan.  Cependant  il  y a une  exception,  c’est  lorsque  la 
droite  est  parallèle  à l’axe  des  y;  car,  dans  ce  cas,  le  coefficient 
angulaire  a est  infini,  ainsi  que  l’ordonnée  à l’origine  b.  Ce- 
pendant, si  dans  l’équation  (7)  on  remplace  a par  le  rapport-^, 

et  qu’on  mette  ensuite  cette  équation  sous  la  forme 
n{y  — ÿ)  = m(x—x'), 

en  faisant  r»  = 0,  on  obtient  l’équation  x=x',  qui  représente 
la  parallèle  à l’axe  des  y,  menée  par  le  point  M. 


problème  n. 


65— Par  un  point  donné  mener  une  droite  parallèle  à une 
droite  donnée. 

Soit 

y=ax-j-  b 

l’équation  de  de  la  droite  donnée  AB,  x/  et  y'  les  coordonnées 
du  point  donné  M (fig.  39).  La  droite  de- 
mandée devant  passer  par  le  point  donné, 
son  équation,  comme  nous  l’avons  dit, 
sera  de  la  forme 

y —yt  — a1  (x  — x1). 

Cette  droite  devant  être  parallèle  à la 
droite  AB,  son  coefficient  angulaire  a1  sera  égal  au  coefficient 
angulaire  a de  la  droite  AB  ; on  aura  donc  a1  = a,  et  la  paral- 
lèle demandée  CD  sera  représentée  par  l’équation 
y— y '=za(x—af)x 


Fie-  39- 
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PROBLÈME  III. 

06 — Mener  une  droite  par  deux  points  donnés. 

Soient  M et  M'  (fig.  40)  les  deux  points  donnés , x"  et  y' 
les  coordonnées  du  point  M,  x"  et  y"  celles 
du  point  M'.  La  droite  MM',  passant  par 
le  point  M,  est  représentée  par  une  équa 
tion  de  la  forme 

(7)  y—y'=a(x—x'); 
pie-  *»■  il  s’agit  de  déterminer  le  coefficient  a,  de 

manière  que  cette  droite  passe  aussi  par  le  point  M'.  Il  faut 
pour  cela  que  les  coordonnées  du  point  M'  vérifient  l’équation 
de  la  droite,  ce  qui  donne  la  relation 

y"— !/'— a (xf'—xf), 

d’où  l’on  déduit 


Tel  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  MM'  ; c’est  le  rap- 
port de  la  différence  des  ordonnées  à la  différence  des  abscis- 
ses. Si,  dans  l’équation  (7),  on  remplace  a par  sa  valeur,  on 
obtient  1 équation  de  la  droite  MM', 

(8)  (X-X1), 

équation  que  l’on  peut  écrire  sous  la  forme 
x—x'  _ y— y' 
x"—x’  y"— y' 

Lorsque  le  point  M est  à l'origine,  on  ni'=0,  y =0,  et  l’é- 
quatiou  (7)  se  réduit  à • 


07-11  arrive  souvent  que  la  droite  est  définie  par  les  points 
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A et  B où  elle  coupc  les  axes  (fig.  41);  appe- 
lons a et  6 les  distances  de  l’origine  à ces 
deux  points.  Si  dans  l’équation  de  la  droite 
Aa?-fBy+C=0 

on  fait  successivement  y= 0 et  x=0,  on 
obtient  les  points  où  elle  coupe  les  axes;  on 
G C 

a ainsi  a= — - et  6= — -.  En  remplaçant 
A B 

A et  B par  leurs  valeurs  déduites  de  ces  relations,  on  met  l'é- 
quation sous  la  forme  simple 

x v 

(9)  ~+  Jr=  1. 
a b 


Fig.  41. 


/ 


PROBU. ME  IV. 

08 — Trouver  le  point  d’ intersection  de  deux  droites  données. 
Soient 

A^+B;/+C=OA 

* ‘ 

les  équations  des  deux  droites  données  AB  et  CD  (fig.  42),  M le 
1 point  d’intersection  de  ces  deux  droites. 

Le  point  M appartenant  à chacune  des 
droites  , ses  coordonnées  vérifient  à la 
fois  les  deux  équations;  si  donc  on  regarde 
ces  deux  équations  comme  simultanées, 
x et  y désigneront  les  coordonnées  du 
point  commun  M;  en  résolvant  ces  deux 
équations  à deux  inconnues,  on  obtient  les  coordonnées  de  ce 
|>oint 

_BC— CB' 

AB'  — BA" 

CA'— AC' 
y— AB'  — BA" 

Quand  le  dénominateur  AB'  — BA  est  différent  de  zéro,  les 
formules  donnent  pour  x et  y des  valeurs  finies  et  déterminées 
et  les  deux  droites  se  coupent  effectivement  en  un  point  M. 


7^ 


Fig.  4Î. 
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Mais  quand  le  dénominateur  AB'  — B A' est  nul  sans  que  les 
numérateurs  le  soient,  on  obtient  pour  x et  y des  valeurs  infi- 
nies; ceci  indique  que  les  deux  droites  proposées  sont  paral- 
lèles; et,  en  effet,  dans  ce  cas  elles  ont  leurs  coefficients  angu- 


laires égaux  — -= — 
A 


A' 


31  I Ull 


B7  G'  - . 

— =— » les  deux 
d G 


numérateurs  sont  nuis  en  même  temps  que  les  dénominateurs 
et  les  valeurs  de  x et  de  y se  présentent  sous  la  forme  il  y a 


indétermination,  et,  en  effet,  les  deux  droites  proposées  eoïn- 

A'  g'  (y 

cident;  car,  si  l’on  pose  —=—==—==  k,  d’où  A'  = AA, 

A I)  L 


B'  = B k,  C'=C  k,  que  l’on  remplace  dans  la  seconde  équation, 
et  que  l’on  divise  par  k,  cette  équation  devient  identique  à la 
première.  * 


problème  v. 

09—  Trouver  l'équation  générale  des  droites  qui  passent 
par  le  point  d’intersection  de  deux  droites  données. 

Soient 

(10)  Ax  + By-fC=0, 

(H)  A'x-f  B';/+C’=0, 

les  équations  des  deux  droites  données.  On  pourrait  traiter  la 
question  en  cherchant  les  coordonnées  du  point  d’intersection 
des  deux  droites  par  la  résolution  des  équations  (10)  et  (11),  et 
faisant  passer  une  droite  quelconque  par  ce  point  (n°64).  Mais 
on  arrive  au  même  résultat  par  une  marche  beaucoup  plus 
rapide. 

Si  l’on  ajoute  les  deux  équations(lO)  et  (11),  après  avoir  mul- 
tiplié l’une  d’elles  par  une  quantité  arbitraire  X,  on  obtient 
une  équation  du  premier  degré 

(12)  (Ax+By  + C)  + X(A/x  + B'?/  + C'):=0, 
qui  représente  une  troisième  droite  passant  par  le  point  d’in- 
tersection des  deux  premières,  et,  en  effet,  les  coordonnées  de 
ce  point,  vérifiant  à la  fois  les  deux  équations  (10)  et  (11),  an- 


Digitized  by  Google 


SI 


LIV.  II,  CHAP.  I.— LIGNE  DROITE. 


nulent  les  deux  parenthèses  et,  par  conséquent,  satisfont  à l’é- 
quation (12).  Cette  équation  (12),  dans  laquelle  le  coefficient  X 
est  arbitraire,  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le 
point  d’intersection  des  deux  droites  données;  car  on  peut 
déterminer  ce  coefficient  de  manière  que  la  droite  passe  par 
un  point  quelconque  M du  plan,  ayant  pour  coordonnées  x‘ 
et  y'  ; il  suffit  pour  cela  que  l’équation  de  condition 
( A x1  + B y*  + C)  + X ( A'  x1  -f  B ?/  + O) = 0 
soit  vérifiée,  ce  qui  donne 


(13)  X 


_ Ax'-f  By'  + C 


A'x'+B'y'+C' 

Quand  on  fait  X=0,  l’équation  (12)  devient  Ax+By-fC=0; 

c’est  la  première  droite.  Si  l’on  remplace  X par-^*  et  qu’après 

avoir  multiplié  par  n,  on  fasse  n=0,  on  a la  seconde  droite 
A'x  + B'y  + C'=0. 


70— Si,  dans  l’équation  (12),  on  remplace  X par  sa  valeur 
(13),  on  obtient  l’équation 

Ax+By+C  _A'x+B'y  + C' 

' ' Ax'  + By'  + C'-  À'x'+Wy'+C’ 
qui  représente  la  droite  passant  par  le  point  M et  le  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  données. 

Les  numérateurs  sont  les  premiers  membres  des  équations 
de  deux  droites  données,  les  dénominateurs  les  valeurs  de  ces 
polynômes,  quand  on  remplace  x et  y par  les  coordonnées  du 
point  donné.  On  reconnaît  immédiatement,  à l’inspection  de 
celte  équation,  que  la  droite  qu’elle  représente  passe  par  le 
point  donné  et  par  le  point  d’intersection  des  deux  droites 
données. 


PROBLÈME  VI. 

7% —Reconnaître  si  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Soient  M,  M',  M"  les  trois  points  donnés,  x',  y’  les  coor- 
données du  premier  point,  x",  y"  celles  du  second,  x'"  et  y"', 
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celles  du  troisième  (fig.43).  La  droite  MM'  a pour  coefficient  an- 

y"—y 


U 

/ 

*7 

\ 

gulaire 


x" — x' 


(n°  C6)  ; de  même  la  droite 


MM"  a pour  coefficient  angulaire 


y -y'. 

x!"—x!' 


Fie.  43‘ 


ligne  droite,  les  deux  droites  MM',  MM'' 
coïncident  et  ont  même  coefficient  angulaire;  les  coordon- 
nées des  trois  points  doivent  donc  vérifier  la  condition 

y"— y 

x" — x'  x'" — x” 


(t5) 


PROBLÈME  VII. 

72— Reconnaître  si  trois  droites  passent  par  un  même  point. 
Soient 

\x-\~  Bÿ  -f-  C— 0, 

A'aj  + B'y  + C^O, 

A"*+B".y+C"=0, 

les  équations  de  trois  droites  données.  Pour  voir  si  ces  trois 
droites  passent  par  un  même  point,  on  cherchera  le  point 
d’intersection  des  deux  premières  droites,  et  on  substituera  les 
coordonnées  de  ce  point  dans  la  troisième  équation. 

Mais  d’ordinaire,  quand  trois  droites  passent  par  un  même 
point,  on  le  reconnaît  immédiatement  à l’inspection  de  leurs 
équations,  l’une  d’elles  étant  la  com- 
binaison des  deux  autres.  Pour  en 
montrer  un  exemple,  considérons  les 
trois  médianes  d’un  triangle  OAB 
(fig.  4-4);  prenons  le  sommet  O pour 
■T  origine,  les  deux  côtés  OA  et  OB  pour 
axes  des  coordonnées,  et  désignons  par 
a et  b les  deux  longueurs  OA  et  OB.  La  médiane  AE,  coupant 

les  axes  à des  dislances  a et  ^ de  l’origine,  a pour  équation 
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JL+ü-i. 

a + b 


Z 

de  même,  la  médiane  BF  a pour  équation 


a ' b 


Le  point  D,  milieu  de  AB,  a pour  coordonnées  0F=^,  0E=^. 

Z Zi 

la  droite  OD,  qui  va  de  l’origine  à ce  point,  est  représentée 
par  l’équation 

2 i.  ' ..  ( 

V= — x- 

a ■j  j 

2 

En  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  obtient  les 
coordonnées  x=-^,  y =~,  du  point  d’intersection  G des  deux 

O O 


premières  médianes  AE  et  BF.  Ces  coordonnées  vérifiant  la 
troisième  équation , on  en  déduit  que  la  troisième  médiane 
passe  aussi  par  le  point  G. 

On  voit  immédiatement  que  les  trois  médianes  passent  par 
un  même  point;  car,  si  l’on  retranche  les  deux  premières 
équations  membre  à membre,  on  obtient  la  troisième. 


73 — Gomme  exemple  de  trois  points  en  ligne  droite,  consi- 


dérons un  quadrilatère  OACB 


V 


Fig. 45. 


(fig.  45);  si  l’on  prolonge  les 
quatre  côtés  indéfiniment, 
on  forme  ce  qu’on  appelle 
un  quadrilatère  complet;  les 
côtés  secoupentdeux  àdeux 
en  six  points  ou  sommets; 
en  joignant  les  sommets  op- 
T posés,  on  obtient  trois  dia- 
gonales AB,  A'B',  OC  ; nous 


allons  démontrer  que  les  trois  points  D,  E,  F,  qui  divisent  ces 


diagonales  en  deux  parties  égales,  sont  en  ligne  droite. 
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Prenons  les  côtés  OA  et  OB  pour  axes  des  coordonnées  ; dé- 
signons par  a et  a'  les  deux  longueurs  OA  et  OA',  par  b et  b1 
les  deux  longueurs  OB  et  OB'.  Le  point  I),  milieu  de  AB,  a 

pour  coordonnées  x'=  y'=~ . Le  point  E,  milieu  de  A'B', 

a pour  coordonnées  3":=^-,  y"=^.  Pour  avoir  les  coordon- 
nées du  point  F,  milieu  de  OC,  cherchons  celles  du  point  C, 
intersection  des  deux  droites  AB',  A'B,  qui  ont  pour  équations 


a '6'  * 


sr  y 
- + f=l. 
a’’  b 


En  résolvant  ces  deux  équations  simultanées,  on  obtient  les 
coordonnées  du  point  C, 

aa'  (b — 6')  bb'  (a — a') 

x ab — a' b'  ’ ^ ab—a'b1  ' 

Le  point  F étant  le  milieu  de  la  droite  OC,  ses  coordonnées 
y"'  sont  la  moitié  de  celles  du  point  C;  on  a donc 
j.»,—  aa'  (h—V)  u„,_  b VJa — «0 

2(aô— a'6')’  J 2 [ab — a b') 

Ayant  les  coordonnées  des  points  D,  E,  F,  on  reconnaît  aisé- 
ment que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite.  Les  droites  DE 
et  DF  ont  pour  coefficients  angulaires 

y"—y'_b'—b 
x"—xf  a' — a’ 

bb' [a — a') 

y'"— y’ _ ab—a'b 1 b _b'— b 

x'r — x'~~  a a' (b — b')  a' — a’ 

ab—a'b'  0 

ces  deux  coefficients  angulaires  étant  égaux  entre  eux,  on  en 
conclut  que  les  (rois  points  D,  E,  F sont  en  ligne  droite. 
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74 — Trouver  l’angle  de  deux  droites. 
Soient 


yz=ax  + b, 
y = a'x-\-  b', 

les  équations  des  deux  droites  données.  Par  l’origine  et  ati- 
dessus  de  l’axe  X'X,  menons  des  pa- 
rallèles OA  et  OA'  aux  droites  données 
(fig.  40),  et  appelons  a et  «'  les  angles 
que  font  ces  droites  avec  OX,  V l’angle 

. . de  ces  deux  droites,  et  pour  préciser, 

supposons  a'  > a.  On  a évidemment 
V=a'  — a , 


Fit.  46. 


d’où 


langX  = 


tanga' — tanga 


1+ tanga  tanga' 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  ou  a 
tanga=a , tanga'=a'; 

si  Ton  substitue  dans  la  formule  précédente,  il  vient 
(ICI 

Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a (nn  01)  : 

a si»  0 a' si»  0 

tangaz=— -,  tang  a’=  ~— — ■ , 

1-f-acosû  1-fa'cosO 

et,  par  suite. 


, v (a’— a)  un 0 

(17)  tangX  =— — — -. 

' * 1-f  aa  + a+a)cosO 


75 — On  déduit  facilement  de  là  la  condition  pour  que 
deux  droites  soient  perpendiculaires  entre  elles.  Quand 
l'angle  V est  droit,  sa  tangente  devient  infinie  et  Ton  a la 
condition 

(18)  l + aa'=0,  / - - 

si  les  axes  sont  rectangulaires,  et  la  condition 
(19)  1 + aa'  + (a+a')cosO=0, 
si  les  axes  sont  obliques. 
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PROBLEME  IX. 


76 —D  ’ un  point  donné  abaisser  une  perpendiculaire  sur  une 
droite  donnée,  et  trouver  la  longueur  de  celte  perpendiculaire. 


(2)  y = ax  + b 

l’équation  de  la  droite  donnée  AB,  x'  et  y'  les  coordonnées  du 
r ^ point  donné  M (flg.  4").  Supposons  d’a- 

bord les  axes  rectangulaires.  Une  droite 
N'  quelconque  passant  par  le  point  M a son 

' équation  de  la  forme  (nu  64) 

g r y—ÿ=a{x-x). 

47  Pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire 

à la  droite  AB,  il  faut  que  la  relation  (n°  75) 

1 -faa'=0 

soit  vérifiée;  d’où  l’on  déduit 

i 

a a' 

En  remplaçant  a1  par  sa  valeur,  on  obtient  l’équation  de  la 
perpendiculaire  MP 

i 

(20)  y-y'=  — -(x—x'). 

On  trouvera  les  coordonnées  a;  et  y du  pied  P de  la  perpendi- 
culaire, ou  le  poinld’interseclion  des  deux  droites  AB  et  MP,  en 
résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (20);  mais  nous 
préférons  chercher  les  différences  x — x1  et  y — y';  l’équa- 
tion (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 

y—y’=a(x—x')  — ({/ — ax'—b); 
si  dans  cette  équation  on  remplace  y — \(  par  sa  valeur  donnée 
par  l’équation  (20),  on  trouve 

x a(y-ax'-b) 

1+a’ 

et,  par  suite,  en  vertu  de  l’équation  (20), 

, y' — ax' — b 

y-y= — r+a1 
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En  appliquant  la  formule  de  la  distance  de  deux  points  (n°“>5), 
on  obtiendra  la  longueur  l de  la  perpendiculaire  MP, 


d’où 


(21)  /= 


t/—ax' — b 
± / l-j-a* 


On  mettra  devant  le  radical  le  signe  du  numérateur,  afin 
d'avoir  pour  l une  longueur  positive.  11  est  aisé  de  voir  que  ce 
numérateur  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  point  M est 
situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  droite  AB.  En  effet,  soit  N 
le  point  où  la  droite  AB  est  rencontrée  par  la  parallèle  à l’axe 
des  y menée  par  le  point  M ; le  point  N étant  sur  la  droite  AB, 
l’ordonnée  ÿ,  de  ce  point  est  égale  à ax‘  +ù,  de  sorte  que  la 
formule  (21)  devient 

z_  y7- y. 

«+«’ 

La  différence  y1 — y , est  positive  si  le  point  M est  au-dessus 
pe  N,  négative  s’il  est  au-dessous. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire sous  cette  dernière  forme,  en  remarquant  que  le 
triangle  rectangle  MNP  donne 

MP=  MN  sin  MNP=±  (y— y,)  cos<x= — 

— Ÿ i -fa** 


77 — Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques;  les 
droites  AB  et  MP  seront  perpendiculaires  si  leurs  coefficients 
angulaires  a et  a'  vérifient  la  relation 

1 + aa'  -f-  (o  -j-  a!)  cos  8 = 0, 

d'où  l’on  déduit 


a=- 


i + a cos  0 
a + cos  0 

La  perpendiculaire  MP  a donc  pour  équation 


(22)  y-y’  = - 


l-+-acosO 

, . (X — X'). 

a -f  cos  0 
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En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (22),  on 
obtiendra  les  coordonnées  x et  y du  point  P;  si,  comme  pré- 
cédemment, on  cherche  les  différences  x — x\ y — y',  on  trouve 


, (y'—ax’—  b)  (a  + cosO)_ 

X X 1 + a*  + 2a cos 0 ’ 

(y'— ax'— b)  (t+acosO)  . 

y l-f-a'  -J-2ucos0  ’ 

substituant  ces  différences  dans  la  formule  de  la  distance  de 
deux  points 

/=/  {x—x') 1 + (y—ÿ) ’ + 2 (x— x')  [y— y')  cosl, 

on  a 


±(y' — ax1 — b)  i -j— « cos  9)* — 2 (n-(-  cos  0 / ( 1 -f-  o ros  <i)cot  0 

l==  ï+a*  + 2acos« 

En  développant  les  calculs,  on  voit  que  la  quantité  placée  sous 
le  radical  contient  en  facteur  1 — cos  * 0 ou  sin  * 9,  et  s’écrit 


(t  +a'+2acos0)  sin1 0 ; 

il  en  résulte 


(23)  l = — 

/ 4-j-a’+2acos0 

Le  numérateur  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  M 
est  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  droite  donnée.  On  met- 
tra devant  le  radical  le  signe  du  numérateur,  afin  d’avoir  pour 
l une  quantité  positive. 


7 8—  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  l’équation  de 
la  droite  donnée  mise  sous  la  forme  y=ax-\-b.  Si  cette  équa- 
tion avait  la  forme  générale 

(1)  Ax-f  Bÿ  + C = 0; 

le  coefficient  angulaire  a de  la  droite  donnée  étant  égal  à 
— — , ou  aurait  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires 

a'— — “ — et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M serait 

représentée  par  1 équation 
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g 

y~y'=^(x—x'), 

ou  plus  simplement 


(**) 


x — x' y — y1 

A B ' 


6;» 


La  formule  (21),  dans  laquelle  ou  remplace  a et  b par  leurs 


valeurs  — devient 

t>  b 


(25)  1=  •V*,+  By'+— . 

* ±l/A*  + B* 

Celte  formule  exprime  la  distance  d’un  point  à une  droite  en 
coordonnées  rectangulaires  : le  numérateur  est  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  droite,  dans  lequel  on  remplace  x 
el  y par  les  coordonnées  du  point;  le  dénominateur  est  la  ra- 
cine carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  x et 
de  y. 

Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a 


B — Acosû 
A — Bros  8’ 


la  per[>cndiculaire  a pour  équation 

/on'  x~*  — y -y' 

' ' À—  Beos  6“  B— A cos  8’ 
et  la  formule  (23)  devient 

foi)  /—  (A*'+Bÿ,+C)Sine 

± l/A*  + B* — 2ÂBcoso" 

Il  est  aisé  de  reconnaître  le  signe  du  numérateur,  suivant 
la  position  du  point  M par  rapport  à la  droite  AB.  Soit  N le 
point  où  la  parallèle  NQ  à l’axe  des  y rencontre  la  droite  AB; 
pour  le  point  N,  l’expression  Ax-fBy  + C est  nulle;  quand  le 
coefficient  B est  positif,  si  l’on  marche  dans  le  sens  des  y posi- 
tifs, le  terme  By  augmente,  et  la  fonction  prend  des  valeurs 
positives  de  plus  en  plus  grandes  ; si  l’on  marche  dans  le  sens 
opposé,  elle  prend  des  valeurs  négatives.  C’est  le  contraire 
qui  a lieu,  lorsque  B est  négatif. 

br.  5 


Digitized  by  Google 


lit) 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


PROBLEME  X. 


70— Par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  données , 
mener  une  droite  perpendiculaire  à une  droite  donnée. 

Soient 

Ax  + By  + C=0, 

A'x+B’y  + C'=0, 

A"x-j-B"//+C"=0, 

les  équations  des  trois  droites  données;  toute  droite  passant 
par  le  point  d’intersection  des  deux  premières  droites  est  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 

(Ax  4*  B y -j-  G)  -1-  X A x -f-  Bf  y C')  ~ 0 ; 
pour  qu’elle  soit  perpendiculaire  à la  troisième  droite,  il  faut 
que  l’on  ait,  en  supposant  les  axes  rectangulaires, 


I 


A"(A+XA’) 

— u , 


B"(B4-  X B') 
d’où  l’on  déduit  la  valeur  de  la  constante  X, 

, _ AA"  + BB" 

A'A"  + B'B”’ 

en  remplaçant  X par  sa  valeur,  on  obtient  l’équation  de  la 
droite  cherchée. 

(28)  (A'A"+B'B")  (Ax+B(/+C)=(A'/A+B"B)  (A'x+B'y+C). 


80— Les  trois  droites  données  forment  un  triangle  dont 
les  sommets  sont  les  points  d’intersection  de  ces  droites  deux 
à deux  ; l’équation  (28)  représente  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l’un  des  sommets  sur  le  côté  opposé.  En  permutant  les  ac- 
cents, on  aura  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  de 
chacun  des  deux  autres  sommets  sur  le  côté  opposé  : 

(A''A  + B 'Bl  (A'x  + B'y  + C')  = (AA'+  BB')  (À"x  + B"y+C"), 
(AA'  + BB')  (A"x  + B "y  +-  C")  =(A'A"+B/B")  (Ax  + By+  C). 

En  comparant  ces  trois  équations,  on  voit  qu’en  ajoutant  les 
deux  premières  membre  à membre,  on  obtient  la  troisième. 
On  en  conclut  que  les  trois  hauteurs  d’uu  triangle  passent  par 
un  même  point. 
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PROBLÈME  XI. 

82 — Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
points  donnés. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  soient  x'  et  y,  x“ 
et  y"  les  deux  points  donnés.  Si  nous  désignons  par  x et  y 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  lieu,  ce  lieu  aura 
pour  équation 

(x—x')  * + (y-y')  *= ( x—x ")  * + (y— y")  * , 
ou  plus  simplement 

(29)  (x"~ x')  — )+(y"— vO 

C’est  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  donnés. 

PROBLÈME  XI. 

82 —  Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
droites  données. 

Nous  supposons  encore  les  axes  rectangulaires  ; soient 
A a;  + By  + C=0, 
k'x  4-  B'y  + Ç— 0, 

les  équations  des  deux  droites  données.  Si  l’on  désigne  par  x et 
y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du  lieu,  ce  lieu  aura 
pour  équation 

(■jo  A x 4-  B y 4-  C A'  x 4-  B y 4-  C/ 

.v:-  --*1'  V A*  + B*  _ ±i/X/*4-B '* 

A cause  du  double  signe,  cette  équation  représente  deux 
droites.  Ce  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux 
droites  données. 

É0DAT1ON  DE  LA  LIGNE  DROITE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

83 —  Soit  0 le  pôle  et  OX  l’axe  polaire.  On  peut  déterminer 
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la  position  d'une  droite  AB  par  la  longueur  a de  la  perpendi- 
culaire 01)  abaissée  de  l’origine  sur  celte 
droite  (lig.  48),  et  par  l’angle  a que  fait 
celle  perpendiculaire  avec  Taxe  polaire. 
Si  Ton  appelle  p et  u les  coordonnées 
— x-  d’un  point  quelconque  M de  la  droite, 
' le  triangle  rectangle  ODM  donne 
a 

P = • 

COS  (O)  — a) 

Cette  équation  est  de  la  forme 

C 

P — ■ 

Acostu-pBiinw 

Réciproquement  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  droite  ; car  si  Ton  revient  aux  coordonnées  rectilignes,  en 
prenant  Taxe  polaire  pour  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire 
menée  par  le  pôle  pour  axe  des  y,  cette  équation  prend  la 
forme  Ax+B^=C. 


CHAPITRE  II. 

Do  Cercle. 

84— Cherchons  d’abord  l’équation  de  la  circohférence  en 
coordonnées  rectangulaires.  Désignons 
par  a et  j)  les  coordonnées  du  centre  C 
(fig.  49)  et  par  r le  rayon;  la  circonfé- 
rence, étant  le  lieu  des  points  dont  la 
distance  au  centre  est  égale  au  rayon, 
a pour  équation 

(1)  (x-«)*+(y-p)*=r>; 

Ki8.  m.  cette  équation  développée  se  met  sous 

la  forme 

(2)  sr'  + y'+ax  + by  + c = 0. 

Ainsi,  l’équation  du  cercle  en  coordonnées  rectangulaires  est 
une  équation  du  second  degré,  qui  ne  renferme  pas  le  rectangle 
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xy  des  variables,  et  dans  laquelle  les  termes  en  x*  et  en  y*  ont 
même  coefficient. 


85  — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  en 
coordonnées  rectangulaires  représente  une  circonférence  de 
cercle,  quand  elle  représente  un  lieu.  En  effet,  l'équation  (2) 
peut  s’écrire. 

( , ay  , r . by  a'  + b' 

(.x+ïJ + C»+îj=— — c- 

CL  b 

Marquons  le  point  C,  qui  a pour  coordonnées  — —et  — - ; 

- 2 


supposons  le  second  membre  positif;  le  premier  membre  repré- 
sentant le  carré  de  la  distance  d’un  point  quelconque  au  point 
C,  l’équation  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous  les  points 
du  plan  dont  la  distance  au  point  C est  constante  et  égale  à 


c;  elle  représente  donc  une  circonférence  de 


cercle.  Lorsque  le  second  membre  est  nul,  le  premier  membre, 
qui  est  la  somme  de  deux  carrés,  ne  pouvant  s’annuler  que  si 

chacun  (tes  carrés  est  nul,  ce  qui  exige  que  l’on  ait  x= — 
y= — -,1’équalion  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du 


point  C ; le  lieu  est  un  point.  Enfin  , lorsque  le  second 
membre  est  négatif,  il  est  évident  que  l’équation  ne  représente 
aucun  lieu;  elle  ne  peut  être  vérifiée  par  aucun  système  de 
valeurs  réelles  de  x et  de  y,  c’est-à-dire  par  aucun  point  du 
plan;  car  la  somme  de  deux  carrés  ne  peut  être  égale  à une 
quantité  négative. 


8®— Supposons  maintenant  les 
axes  des  coordonnées  obliques  et 
faisant  entre  eux  l’angle  0;  en  ex- 
primant que  la  distance  d’un  point 
quelconque  du  lieu  au  centre  est 
égale  au  rayon,  on  aura  l’équation 
de  la  circonférence 
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(3)  (x—  ■ )*  + (ÿ— p)*  + a (x -«)  (y— 8)  cos  0=r*. 

Cetle  équation  est  de  la  forme 

(4)  £*  + //’  -(-  'ixy  cos  0 + ax-\-by-\-c=0. 

. Ainsi  l'équation  du  cercle  en  coordonnées  obliques  est  une 
équation  du  second  degré,  dans  laquelle  les  termes  en  x'  et  en 
y*  ont  pour  coefficients  l’unité,  et  le  terme  en  x y deux  fois 
le  cosinus  de  l’angle  des  axes. 

87 — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  repré- 
sente une  circonférence  du  cercle,  quand  elle  représente  un 
lieu.  En  effet,  on  peut  déterminer  les  trois  constantes  «,  p,  r’, 
de  manière  à identifier  les  équations  (3)  et  (1).  L’équation  (3), 
développée,  s’écrit 

X'+ÿ*  + 2XÿCO.s0  — 2 (a -|- 8 COS 0)  JC  — 2(P4-aCOS6)ÿ 

+ («*  + p*4-i«pcos9— r*)=0. 

On  identifiera  cette  équation  à l’équation  (4)  en  posant 

a+pCOs6  = — 

b 

P+aCOS0=— -, 
a’  + p’+Sap  COS  b — r'=C. 

Les  deux  premières  relations  donnent  pour  a et  pdes  valeurs 
finies,  puisque  le  dénominateur  t — cos’0  ou  sin  *0  est  différent 
de  zéro.  La  troisième  donne 

r’= <*’+  p*  + 2 a p cos  0 — c. 

Marquons  le  point  C,  qui  a pour  coordonnées  a et  p.  Le  pre- 
mier membre  de  l’équation  (3)  représente  le  carré  de  la  dis- 
tance d’un  point  quelconque  M au  point  C.  Si  l’on  trouve  pour 
r*  une  quantité  positive,  l’équation  sera  vérifiée  par  les  coor- 
données de  tous  les  points  du  plan  distants  du  point  C de  la 
longueur  r;  elle  représente  donc  une  circonférence  de  cercle. 
Si  l’on  trouve  pour  r*  une  quantité  nulle,  la  distance  MCdevant 
être  nulle,  l’équation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées 
du  point  C;  elle  représente  un  seul  point.  Enfin,  si  l’on  trouve 
parr*  une  quantité  négative , l'équation  n’est  vérifiée  par  aucun 
système  de  valeurs  réelles  de  x et  y,  ou  par  les  coordonnées 
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d'aucun  point  du  plan  ; car  le  carré  de  la  distance  d’un  point 
au  point  C ne  peut  être  égal  à une  quantité  négative. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  C du  cercle  par  ses  coor- 
données a et  il  est  plus  commode  de  le  déterminer  par  les 
projections  orthogonales  de  la  droite  OC  sur  les  deux  axes. 
Appelons  a'  et  p'  ces  deux  projections  OD  et  OE  (fig.  50),  prises 
avec  le  signe  convenable,  et  exprimons  que  la  projection  de  la 
droite  OC  sur  l’un  ou  l’autre  axe  est  égale  à celle  de  h ligne 
brisée  OPC  ou  OQC;  nous  aurons 

a'  = a + p COS  0 , P'  = S + a COS  0 ; 

il  en  résulte 


Après  avoir  porté  sur  les  axes  à partir  de  l’origine  les  longueurs 
a et  p’,  on  élèvera  par  les  points  I)  et  E des  perpendiculaires 
aux  axes;  l’intersection  des  deux  perpendiculaires  déterminera 
le  centre  C. 


PROBLÈME  i. 


ar 


88 — Trouver  l’équation  de  la  tangente  à une  courbe  quel- 
conque. 

Nous  avons  défini  (n°27)de  cette 

1 1/ 

/ ^ manière  la  tangente  à une  courbe 
quelconque  (fig.  51)  : si  l’on  fait 
tourner  autour  du  point  M une  sé- 
cante MM'  de  manière  à ce  que  le 
point  M se  rapproche  indéfiniment 
* du  point  M,  la  sécanle  tend  vers 
une  position  limite  MT  ; cette  droite 


V 


/ 


Fie.  SI. 

MT  est  dite  tangente  à la  courbe  au  point  M. 

Soient  i et  y les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  x+h 
et  y-\-k  celles  du  point  voisin  M'  ; la  sécanle  MM’ a pour  coeffi- 
cient angulaire-^,  le  rapport  de  la  différence  des  ordonnées  à 


la  différence  des  abscisses.  Quand  le  point  M'  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  M,  les  deux  accroissements  A et  A tendent 
simultanément  vers  zéro,  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
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k 

genleest  égal  à la  limite  du  rapport—,  c’est-à-dire  à la  dérivée 

de  l’ordonnée  considérée  comme  une  fonction  de  l’abscisse. 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à y et 
mise  sous  la  forme  y=f  (x);  la  tangente  aura  pour  coefficient 
angulaire  ÿ =f  ( x ).  Lorsque  l'équation  de  la  courbe  f(x,  y)= O 
n’est  pas  résolue,  on  obtient  la  dérivée  y'  de  la  fonction  im- 
plicite y à l’aide  de  l’équation 

r<+yr,= =0, 

dans  laquelle  f et  désignent  les  dérivées  partielles  de  la 
fonction  f{x,y ) par  rapport  à x ou  par  rapport  à y.  On  en 
déduit 


PROBLÈME  II. 

89—  Trouver  l'équation  delà  tangente  au  cercle. 
Appliquons  la  formule  précédente  au  cercle,  et,  |iour  sim- 
plifier, supposons  les  axes  rectangulaires  et  l’origine  des 
coordonnées  placés  au  centre  du  cercle;  le  cercle  a pour 
équation 

(6)  x'+y'— r*=0; 

Si  l’on  résout  par  rapport  à y,  l’équation  devient 
y=±l/r' — x * ; 

en  prenant  la  dérivée  de  cette  fonction,  on  a 


En  conservant  l’équation  non  résolue  et  appliquant  la  for- 
mule (5),  on  obtient  la  même  valeur 


se. 


Le  rayon  qui  va  du  centre  au  point  de  contact  ayant  pour 
coefficient  angulaire  -,  on  voit  que  la  tangente  est  perpendicu- 

X 

laire  au  rayon. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  x et  y les  coordon- 
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nées  du  point  de  contact  M,  et  par  X et  Y les  coordonnées 
variables  d’un  point  quelconque  de  la  tangente.  La  tangente, 

X 

ayant  pour  coefficient  angulaire  — — et  passant  par  le  point  M, 

est  représentée  par  l’équation 

Y — y=— ^(X— *), 

que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

xX+  y Yrrx’+ÿ*. 

Puisque  le  point  M est  sur  le  cercle,  ses  coordonnées  vérifient 
l’équation  du  cercle,  et  l’on  a 

x'  + y’  = r*. 

L'équation  de  la  tangente  devient  ainsi 
(7)Xaj+ JyY=r*. 


PROBLÈME  III. 


•O — Mener  une  tangente  au  cercle  par  un  point  extérieur  P. 
Supposons  toujours  le  cercle  rapporte  à deux  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  centre,  et  représenté 
par  l’équation 

(6)  x'+y'=r'. 

Désignons  par  i,  et  yt  les  coordonnées 
du  point  donné  P (fig.  52).  Soit  PM  une 
tangente  menée  par  le  point  P;  la  qnes- 
n revient  à déterminer  le  |>oint  de 
'Ifl  ^ÉHact  M,  dont  nous  appellerons  x et  y 
les  coordonnai  Le  point  M étant  sur  le  cercle,  ses 

coordonnées  Hnjuatioii  (G).  La  tangente  au  point  M a 

pour  équation 

*X  + yY=r*. 

Cette  tangente  passant  par  le  point  P,  son  équation  doit  être 
vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce  point,  ce  qui  donne  la  se- 
conde équation 

(8)  æx.+yy.zsr*. 

En  résolvant  ces  deux  équations  simultanées,  on  obtiendrait 
les  valeurs  des  inconnues  x et  y. 
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La  résolution  des  deux  équations (6)  et  |8)  revient  à chercher 
les  points  d'intersection  de  deux  lignes.  La  première  équation 
représente  le  cercle  proposé;  la  seconde  une  ligne  droite. 
Chercher  les  valeurs  de  x et  de  y qui  vérifient  à la  fois  ces 
deux  équations,  c’est  chercher  les  points  d’intersection  de  la 
droite  et  du  cercle.  Cette  droite  MM'  coupe  le  cercle  en  deux 
points  M et  M';  c’est  la  droite  des  contacts.  L’équation  (8)  de 
la  droite  des  contacts  a même  forme  que  l'équation  (7)  de  la 
tangente;  seulement,  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 
remplacées  par  celles  du  point  P. 


91— On  sait  que,  lorsqu’on  a deux  équations  simultanées 


A=0, 

B=0, 

à deux  inconnues  x et  y,  si  l'on  remplace  l'une  d’elles  par  l’é- 
quation mA+nB=0,  que  l'on  obtient  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  deux  équations  proposées,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  des  nombres  arbitraires  m et  n,  on  forme  un  nouveau 
système  d’équations 

A=0, 

mA+  nB=0, 


équivalent  au  système  proposé.  Cela  signifie  géométriquement 
que  les  points  d’intersection  des  deux  lignes  représentées  par 
les  deux  équations  proposées  sont  les  mêmes  que  les  points 


d’intersection  de  l’une  d’elles  par  la  In 
Nous  avons  dit  que  les  points  de  co 
par  l’intersection  du  cercle  propose  e 
En  retranchant  les  deux  équations  (0)  t? 
on  obtient  la  nouvelle  équation 


gne. 

ont  donnés 
es  contacts, 
e à membre, 


ou 


x’-f-y* — xix — y,y= 0, 


qui  peut  remplacer  l’équation  (8);  cette  nouvelle  équation 
représente  le  cercle  décrit  sur  la  droite  OP  comme  diamètre; 
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les  points  où  ce  cercle  coupe  le  cercle  proposé  sont  les  points 
de  contact.  On  retrouve  ainsi  la  construction  de  la  géométrie 
élémentaire. 


PROBLÈME  IV. 


02 — Mener  une  tangente  parallèle  à une  droite  donnée. 
Au  cercle 

(6)  ar’  + j/’^rr’ 

on  veut  mener  une  tangente  parallèle  a la  droite 

y=mx , 


que  l’on  peut  supposer  passant  par  l’ori- 
gine (tlg.  53).  Si  l'on  désigne  par  x et  y 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M, 
on  sait  que  le  coefficient  angulaire  de  la 

OC 

tangente  est  égal  à — - ; pour  que  la  tan- 
gente MT  soit  parallèle  à la  droite  don- 
née, il  faut  que  son  coefficient  angulaire 
soit  égal  à m;  on  aura  donc  la  condition 
x 


ou 


(9)  y = — x. 

w J m 

D’ailleurs  les  coordonnées  du  point  M vérifient  l’équation  du 
cercle.  Ces  coordonnées  seront  donc  déterminées  par  les  deux 
équations  simul^^^<6)  et  (9),  et  par  conséquent  les  points 
de  contact  M donnés  par  l’intersection  du  cercle  et 

de  la  droite  qilHBscnte  l’équation  (9);  celte  droite  MM'  est 
un  diamèlre  perpendiculaire  à la  droite  donnée  OA. 


03— On  peut  traiter  la  question  d’une  autre  manière,  et 
ceci  nous  fournira  l’occasion  de  présenter  l'équation  de  la 
tangente  au  cercle  sous  une  nouvelle  forme. 

Proposons-nous  d’abord  de  chercher  les  points  d’intersec- 
tion d’un  cercle 

x'  + y'=r * 
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et  d’une  droite  quelconque 

y=mx  + k. 

En  éliminant  y,  on  obtient  l'équation  du  second  degré 
a;’+  (mx  -f  k),=rt, 
ou 

(m»+  tjat’-fîmtï+A'’ — r’:=0. 

Quand  cette  équation  a ses  racines  réelles,  la  droite  coupe  le 
cercle  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  cette 
équation.  Si  les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  les  deux 
points  d’intersection  se  confondent,  et  la  sécante  devient  tan- 
gente au  cercle.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires, 
la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle. 

Ainsi,  la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  au  cercle 

6St 

ou 

A’rrr^m’+I). 

L'équation  de  la  droite,  dans  laquelle  on  remplace  k par  sa  va- 
leur, devient 

(10)  y=mx±r  l/m*  + l ; 

Cette  équation,  qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  m,  re- 
présente toutes  les  tangentes  au  cercle. 

Si  l’on  donne  la  direction  de  la  tangente,  le  coefficient  angu- 
laire m étant  connu,  on  a immédiatement  les  équations  des 
deux  tangentes  parallèles  à la  direction  donnée. 


PROBLEME  V. 


94 — Trouver  le  lieu  des  points  dont 
points  fixes  s> 


pnees  à deux 
e elles  dans 

un  rapport  doî 
Soient  A et  B les  deux  points  don- 
nés (fig.  5*)  ; prenons  pour  axes 
des  x la  droite  AB  et  pour  axe  des 
y la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  AB.  Si  l’on  appelle  2 a 

la  dislance  AB,  ™ le  rapjtort  donné. 
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et  si  l’on  désigne  par  a;  et  y les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque du  lieu,  ce  lieu  aura  pour  équation 

y* +>-«)•“  n” 
ou  ^ 

(11)  x'+y* — 2 axm  ^"W.  + a,=0. 

' * m«  — n* 

C'est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l’axe  des  x;  les 
deux  extrémités  du  diamètre  DE  sont  les  points  qui  divisent  la 
droite  AB  dans  le  rapport  de  m à n. 

PROBLÈME  VI. 

05 — Trouver  les  points  d'intersection  de  deux  cercles. 
Soient 

a”  + y*  + ax  + èy+c=0, 

x'  + y'  +a'x  + b y +c'  =0 

les  équations  des  deux  cercles  en  coordonnées  rcctangidaires. 
Les  points  d’intersection  seront  donnés  par  ces  deux  équations 
simultanées.  On  peut  remplacer  le  secoud  cercle  par  la  droite 

(t2)  {a—a')x+(b  — b')y  + (c—c')  = 0, 

que  l’on  obtient  en  retranchant  ces  équations  membre  à mem- 
bre, et  la  question  est  ramenée  à chercher  les  points  d’inter- 
section du  premier  cercle  par  cette  droite.  Si  la  droite  coupe 
le  cercle,  les  deux  cercles  auront  deux  points  d’intersection, 
et  l'équation  (12)  représenlera  la  sécante  commune.  Si  la  droite 
devient  tangente  au  cercle,  les  deux  points  d’intersection  se 
confondent,  et  les  deux  cercles  sont  tangents;  l’équation  (12) 
représente  dans  ce  cas  la  tangente  commune.  Enfin,  lorsque 
la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle,  les  deux  cercles  n’ont  pas 
de  point  commun. 

9tt— Cependant  l’équation  (12)  a,  dans  tous  les  cas,  une 
signification  géométrique  qu’il  est  bon  de  remarquer. 

Les  équations  des  deux  cercles  peuvent  être  mises  sous  la 
(orme  : 
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(ar— o>)  •+  (y—  p)  »—  r « = O, 

(*—«')*+ (y-p,),—r/’=o. 

D’un  point  extérieur  quelconque  P menons  aux  cercles  des 
tangentes  PM , PM'  ; on  a 

PM  =PC  — CM*  = (x — “)*  + (ÿ— ?)* — r>, 

pm'^pc7*—  c¥’=(*-  «0*+(y-  ?')*— r1'-, 

les  premiers  membres  des  équations  des  cercles,  dans  lesquelles 
x et  y sont  quelconques,  représentent  les  carrés  des  longueurs 
des  tangentes  PM  et  PM',  menées  d’un  point  P du  plan.  Or,  en 
égalant  à zéro  la  différence,  on  écrit  que  ces  deux  carrés  sont 
égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  que  les  deux  tangentes  I*M 
et  PM'  sont  égales.  Ainsi,  l’équation  (14)  obtenue  de  cetle  ma- 
nière représente  le  lieu  des  points  d’où  les  tangentes  menées 
aux  deux  cercles  sont  égales  entre  elles.  Cette  droite  est  ce 
qu’on  appelle  l’axe  radical  des  deux  cercles. 

97 — Étant  donnés  trois  cercles 

x'+y'+ax+by  + c=z  0, 
x * + y*  -|-  a ’x + b y + c’=  0, 
x’-f  y'  -v  a" x-\-b  'y  + c"=0, 

les  axes  radicaux  des  cercles  combinés  deux  à deux  ont  pour 
équation 

(a— a')x  + (6— b')y  + (c— c')=0, 

(a' — a")x  -J-  (b'— b1')  y + (c' — c")= 0, 

(a'' — a)x  + (6" — b)y  + c " — c)  = 0. 

La  troisième  équation  étant  une  combinaison  des  deux  autres, 
il  en  résulte  que  les  trois  axes  radicaux  passent  par  un  même 
point. 


CHAPITRE  111. 

Lieux  géométriques. 

98— Soient 

(1)  F(x,y,a)=0, 

(2)  F,(x,y,a)=0, 

deux  équations  renfermant  une  constante  ou  paramètre  arbi- 
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traire  a.  Si  l’on  attribue  à ce  paramètre  une  valeur  particu- 
lière, on  obtient  deux  lignes  A et  B qui 
se  coupent  en  un  point  M,  dont  les  coor- 
données a:  et  y vérifient  les  deux  équa- 
tions simultanées  (1)  et  (2).  Si  l’on  at- 
tribue au  paramètre  a une  autre  valeur 
a',  les  deux  lignes  occuperont  les  posi- 
tions A',  B'  et  le  point  d’intersection 
viendra  en  M';  une  troisième  valeur  a'' 
attribuée  au  paramètre  donnera  les  deux  lignes  A",  B"  et  le 
point  d’intersection  M",  et  ainsi  de  suite.  Concevons  que  l’on 
fasse  varier  le  paramètre  a d’une  manière  continue,  les  deux 
lignes  A et  B se  déplaceront  dans  le  plan  d’une  manière  conti- 
nue et  le  point  d’intersection  M décrira  une  ligne  PQ.  Celle 
ligne  PQ  est  ce  qu'on  appelle  le  lieu  du  point  d’intersection  des 
lignes  variables  A et  B. 

On  obtiendra  l’équation  de  la  ligne  PQ,  lieu  du  point  M,  en 
éliminant  le  paramètre  a entre  les  deux  équations  (1)  et  (2). 
En  effet,  éliminer  a entre  les  deux  équations  (I)  et  (2),  c’est 
trouver  une  équation 

(3)  f (x,  y)  =0, 

ne  renfermant  plus  la  lettre  a,  et  telle  que  , si  l’on  remplace 
l’une  des  deux  équations  proposées,  par  exemple  l’équation  (2), 
par  l’équation  (3),  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (3)  soit 
équivalent  au  système  des  deux  équations  (1)  et  (2).  On  dit  que 
deux  systèmes  d’équations  sont  équivalents,  lorsqu’ils  sont  vé- 
rifiés par  les  mêmes  valeurs  attribuées  aux  lettres.  Quand  on 
attribue  à a une  valeur  particulière,  les  coordonnées  x et  y du 
point  M,  jointes  à cette  valeur  de  a,  forment  un  système  de 
valeurs  des  trois  quantités  x,  y,  a vérifiant  à la  fois  les  deux 
équations  (t)  et  (2);  puisque  le  système  des  équations  (I)  et  (3) 
est  équivalent  au  précédent,  ces  valeurs  vérifient  aussi  l’équa- 
tion (3);  cette  dernière  équation,  ne  renfermant  pas  a,  est  véri- 
fiée par  les  coordonnées  de  l’un  quelconque  des  points  du  lieu. 
Ainsi  l’équation  (3)  représente  uno  ligne  fixe  sur  laquelle  se 
meut  le  point  M,  quand  on  fait  varier  le  paramètre  a. 
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Réciproquement,  lout  point  M,  dont  les  coordonnées  x et  y 
vérifient  l’équation  (3),  appartient  au  lieu.  Car,  si  l’on  déter- 
mine 1a  valeur  de  a qui  vérifie  l’équation  (1),  dans  laquelle  on 
attribue  à x et  y les  valeurs  précédentes,  on  obtient  uu  système 
de  valeurs  des  trois  quantités  x , y,  a vérifiant  le  système  des 
équations  (1)  et  (3).  Le  système  des  équations  (t)  et  (2)  étant 
équivalent  à celui-là,  l’équation  (2)  sera  vérifiée  par  les  mêmes 
valeurs  ; on  obtiendra  ainsi  deux  lignes  A et  B [tassant  par  le 
point  M. 

Il  peut  arriver  cependant  qu’à  un  système  de  valeurs  réelles 
de  x et  de  y vérifiant  l'équation  (3)  corresponde  une  valeur 
de  a,  pour  laquelle  les  équations  (t)  et  (2)  ne  représentent  pas 
de  ligues,  c’est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  la  valeur  a 
était  imaginaire.  Mais,  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  x et  y 
satisferont  aux  deux  équations  (t)  et  [2). 

_ 99— Considérons  maintenant  deux  équations 

(4)  F (x,  y,  a,  b)= 0, 

(5)  F,  [x,  y,  a,  b)=0, 

renfermant  deux  paramètres  variables  a et  6,  liés  entre  eux  par 
l’équation 

(6)  <f(a,  b)  =0. 

Si  l’on  attribue  au  paramètre  a une  valeur  particulière,  l’équa- 
tion (t>)  détermine  une  valeur  correspondante  de  b,  et  les  deux 
équations  (4)  et  (5)  représentent  deux  lignes  A et  B se  coupant 
au  point  M.  Le  paramètre  a variant  d une  manière  continue, 
le  paramètre  b variera  aussi  d’une  manière  continue,  ainsi  que 
les  deux  lignes  A et  B,  et  le  point  d’intersection  M décrira  une 
ligne  PQ. 

On  obtiendra  l’équation  de  celte  ligne  en  éliminant  les  deux 
paramètres  a et  6 entre  les  trois  équations  (4),  (5),  (6).  En  ef- 
fet, éliminer  a et  6 entre  ces  trois  équations,  c’est  trouver 
une  équation 

(T)  f (x,  y)=o, 

ne  renfermant  plus  a et  b,  et  qui,  jointe  aux  deux  équations 
(4)  et  (5),  forme  uu  sjstème  équivalent  au  système  des  trois 


Digitized  by  Google 


LIV.  11,  CHAP.  III.— LIEUX  GÉOMÉTRIQUES.  Kl 

équations  proposées.  Quand  ou  attribue  à a et  b des  valeurs 
vérifiant  l'équation  (6),  les  coordonnées  x et  y du  point  M, 
jointes  à ces  valeurs  de  a et  de  b,  forment  un  système  de  va- 
leurs des  quatre  quantités  x,  y,  a,  b vérifiant  à la  fois  les 
trois  équations  (4),  (5),  (6).  Puisque  le  système  des  trois  équa- 
tions (4),  (3),  (7)  est  équivalent  au  système  précédent,  ces  valeurs 
vérifient  aussi  l’équation  (7);  celle  dernière  équation,  étant  in- 
dépendante de  a et  de  b,  est  vérifiée  par  les  coordonnées  a:  et  y 
de  tous  les  points  du  lieu.  Réciproquement,  tout  point  M dont 
les  coordonnées  a;  et  y vérifieut  l’équation  (7),  appartient  au 
lieu;  car,  si  l’on  détermine  les  valeurs  de  a et  de  6 qui  vérifient 
les  deux  équations  (4)  et  (a),  dans  lesquelles  on  attribue  à x et 
à y les  valeurs  précédentes,  on  obtient  un  système  de  valeurs 
des  quatre  quantités  x,  y,  a,  b vérifiant  le  système  des  trois 
équations  (4),  (5),  (7).  Le  système  des  trois  équations  (4),  (5),  ((!) 
étant  équivalent  à celui-là,  l’équation  (6)  sera  aussi  vérifiée, 
et  l’on  aura  deux  lignes  A et  B passant  par  le  point  M. 


100-11  est  facile  de  généraliser  ce  qui  précède.  Supposons 
que  les  deux  équations 

(8)  F (x,  y,  a,  b,c, ,A)=0, 

(9)  F,  (x,  y,  a,  b,  c, ,A)=0, 

renferment  n paramètres  variables  a,  b,  c, , A.  liés  entre 

eux  par  n — I équations  de  condition 


(10) 


? la,  b,  c, ,A)  = 0, 

<tt  {a,b.c, , A)=0, 


\ <f{n-i)[a,b,  c, , A)=0. 


Si  l’on  attribue  au  paramètre  a une  valeur  particulière,  les 
valeurs  correspondantes  des  n — 1 autres  paramètres  sont  dé- 
terminées par  les  n — 1 équations  (10),  et  les  deux  équations  (8) 
et (9;  représentent  deux  lignes  A et  B se  coupant  en  un  poinlM. 
Quand  on  fait  varier  le  paramètre  a,  les  autres  varient  simul- 
tanément, et  le  point  M décrit  un  lieu.  On  obtient  l’équation  de 
B8.  • 6 
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ce  lieu  en  éliminant  les  n paramètres  entre  les  n+l  équations 
(8),  (9),  (10). 

fOl -Nous  avons  supposé  que  les  deux  paramètres  varia- 
bles a et  b contenus  dans  les  équations  (-4)  et(3)  sont  liés  par  une 
équation  de  condition  (G).  Si  ces  deux  paramètres  étaient  liés 
par  deux  équations  de  condition , leurs  valeurs  seraient  dé- 
terminées par  ces  deux  équations,  les  deux  courbes  A et  B se- 
raient fixes,  ainsi  que  le  point  M,  et  il  n’v  aurait  pas  de  lieu.  Si, 
au  contraire,  les  deux  paramètres  n'étaient  liés  par  aucune  re- 
lation, ou  pourrait  leur  attribuer  des  valeurs  telles  que  les 
deux  courbes  A et  B se  coupassent  en  un  point  donné  à volonté 
dans  le  plan,  et  le  point  M décrirait  tout  le  plan. 

En  général,  quand  les  équations  des  deux  lignes  A et  B ren- 
ferment n paramètres  variables,  il  faut,  pour  que  le  point  d’in- 
tersection décrive  un  lieu,  c’est-à-dire  une  ligne,  que  ces  n 
paramètres  soient  liés  par  n — t équations  de  condition.  Ces 
n— I équations  de  condition,  avec  les  équations  des  deux  lignes 
A et  B,  forment  de  la  sorte  un  système  de  n + I équations,  ren- 
fermant n+2  quantités  variables  a,  b,  c h,  x,  y,  dont  une 

seule  est  arbitraire.  Si  le  nombre  des  équations  de  condition 
n’était  que  n— 2,  ces  équations,  avec  les  deux  équations  des 
lignes  A et  B,  formeraient  un  système  de  n équations  entre  n+2 
quantités  variables;  deux  quelconques  de  ces  quantités,  par 
. exemple  x et  y,  pourraient  être  prises  à volonté. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  variables  A et  B se 
coupent  en  plusieurs  points;  le  calcul  précédent  donne  le  lieu 
décrit  par  l’ensemble  de  ces  points. 


PROBLÈME  i. 


103—  Étant  donnés  un  angle 
XOY  et  un  point  fixe  I*  dans  le  plan 
(fig.  36),  par  le  point  P on  mène 
une  sécante  fixe  PBA  et  une  sécante 
mobile  PUE,  on  mène  les  droites 
T AI),  BC;  trouver  le  lieu  de  leur 
point  de  rencontre  M. 
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Prenons  les  droites  OX  et  OY  pour  axes  des  coordonnées,  et 
désignons  par  x,  et  y,  les  coordonnées  du  point  P.  La  sécante 
fixe  PDA  aura  une  équation  de  la  forme 
,V — .'A  = « (*—*,), 

dans  laquelle  le  paramètre  a a une  valeur  constante.  De  même 
la  sécante  mobile  PDC  sera  représentée  par  l'équation 

y—y,  = »»  (*— *,), 

dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  variable.  Si,  dans  cha- 
cune de  ces  équations,  ou  fait  successivement  y=z  0,  x=o,on 
obtient  les  coordonnées  des  points  où  ces  droites  rencontrent 
les  axes  des  coordonnées, 


A, 

x=x 

y ■ 

1 a’ 

B, 

x=Q, 

y=yi 

—ax,, 

c. 

x=x, 

_ v. 

m’ 

D, 

x=0, 

y=y, 

— inx,. 

En  appliquant  la  formule  du  n»  G7,  on  a les  équations  des 
droites  AD,  CB, 


y-=t. 


x. — — y, — ax, 
* m J ' 1 


Les  valeurs  de  x et  y,  qui  vérifient  les  deux  équations  si- 
multanées (1)  et  (2),  sont  les  coordonnées  du  point  d’intersec- 
tion M des  deux  droites  AD  et  RC;  ces  coordonnées  varient 
avec  le  paramètre  arbitraire  m.  Si  l’on  retranche  les  deux 
équations  membre  a membre,  on  obtient  l’équation 


ou  plus  simplement 


(y,— roxjfy,—  ax,) 


(ytx+  x,y)  = 0 


qui,  jointe  à l’équation  tU,  forme  un  système  équivalent  au 
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système  des  deux  équations  (1)  et  (2).  Tant  que  le  paramètre  m 
a une  valeur  différente  de  a,  le  premier  facteur  étant  différent 
de  zéro,  les  coordonnées  x et  y du  point  M doivent  annuler  le 
second  facteur.  Ainsi,  les  coordonnées  de  tous  les  points  du 
lieu  vérifient  l’équation 

ytx+xty  =0, 
ou 


Ce  lieu  est  une  droite  OL  passant  par  l’origine. 

Quand  m=a,  le  système  des  deux  équations  (1)  et  (2) 
se  réduit  à l’équation  (I);  les  deux  droites  coïncident  et  leur 
l>oinl  d’intersection  est  un  point  quelconque  de  la  sécante  fixe 
PA. 

Si  l’on  avait  fait  l’élimination  d’une  autre  manière,  si  l’on 
avait,  par  exemple,  tiré  la  valeur  de  m de  l’équation  I)  pour 
la  porter  dans  l’equation  (2),  on  aurait  obtenu  une  équation 
du  second  degré,  dont  le  premier  membre  serait  déconqtosa- 
ble  en  deux  facteurs  du  premier  degré  et  qui,  par  conséquent, 
représenterait  deux  droites,  le  lieu  OL  et  la  droite  1*A.  Cette 
équation  serait 

(y.* +-r1!/)  [y— y,  — a(x— *,)]=(>. 

On  voit  que  l’équation  (T)  ne  contient  pas  le  paramètre  con- 
stant a ; il  en  résulte  que  le  lieu  est  indépendant  de  la  position 
particulière  attribuée  â la  sécante  fixe  PA.  On  en  conclut  le 
théorème  suivant  : Étant  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe 
P dans  son  plan,  si,  par  le  point  P,  on  mène  deux  sécantes 
quelconques  PA,  PC,  le  point  de  rencontre  M des  deux  droites 
AD  et  BC  est  toujours  situé  sur  une  même  droite  OL. 

Nous  remarquons  encore  que  l’équation  (4)  ne  dépend  que 

du  rapport  c’est-à-dire  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 

xi 

OP.  Ainsi  le  lieu  OL  restera  le  même,  si  l’on  déplace  le  point  P 
sur  la  droite  OP  passant  a l’origine. 
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PROBLEME  II. 

103 — Les  côtés  d’un  triangle  variable  ARC  tournent  autour 
de  trois  points  fixes  P,  P’,  P",  placés  en  ligne  droite,  tandis  que 

deux  des  sommets  A et  B glissent 
sur  deux  droites  fixes  ID  et  IE  ; 
Iroueer  le  lieu  décrit  par  le  troi- 
sième sommet  C (fig.  57). 

Prenons  pour  axe  des  x la 
droite  des  pivots  P P'  P'',  et 
pour  axe  des  y une  droite  quel- 
conque menée  par  le  point  P. 
Soient  p'  et  p"  les  abscisses  des 


I c 

Fi{.  57 

points  F et  F', 


(t)  y + ax  + <*  = 0, 

(2)  ÿ+fej-|-p  = 0 

les  équations  des  droites  tixes  IA,  IB.  Pour  construire  une  po- 
sition particulière  de  la  figure  variable,  on  peut  mener  par  le 
point  P une  droite  arbitraire  PAB,  puis  joindre  les  points  A et 
B respectivement  aux  points  P'  et  P".  Nous  prendrons  j>our 
variable  arbitraire  le  coefficient  d’inclinaison  m de  la  droite 
PAB  ; l’équation  de  cette  droite  sera  alors 
(3)  y — mx=0. 

La  droite  AP',  passant  par  le  point  de  rencontre  des  droites 
(I)  et  (3),  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 
(y — mx)  + X(y  + ar-f  «)  = 0; 

on  détermine  X eu  exprimant  que  cette  droite  passe  par  le 
point  F,  c’est-à-dire  que  son  équation  est  vérifiée  para;=p', 
mp' 


y= 0;  il  en  résulte  X= 
droite  AF  est 


(4)  y— mx  -f 


ap1  + a 
mp' 


par  suite  l’équation  de  la 


(y+aj  + a)=0. 


bp'  « 

L’équation  de  BP"  se  déduit  de  la  précédente  par  le  change- 
ment de  p'  en  p",  de  a en  6 et  de  « en  p,  ce  qui  donne 

(S)  y—mx+~^-^{y+bxJr^)=0. 
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Les  valeurs  de  x et  de  y qui  vérifient  simultanément  les  équa- 
tions (4)  et  (5)  sont  les  coordonnées  du  point  C,  coordonnées 
qui  dépendent  de  la  variable  arbitraire  m.  Si  l’on  retranche 
membre  à membre  les  deux  équations  (41  et  (5),  on  obtient 
l’équation 

le>,  _r  p'{y  + ax+*)  pT'(y  + bx+ P)1_„ 

(6)  - — w——j=0 

qui,  jointe  à l'équation  (4),  forme  un  système  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (4)  et  (5).  Tant  que  m est  différent 
de  zéro,  les  coordonnées  x et  y du  point  M doivent  annuler 
le  second  facteur.  Ainsi  les  coordonnées  de  tous  les  points 
du  lieu  vérifient  l’équation 

p'iy  + QX  + a.)  _ p"(y+6.r  + P) 

‘ ap'  + a 6p"+p 

Ce  lieu  est  une  droite;  l’équation  (7)  étant  vérifiée  par  les  va- 
leurs de  x et  y qui  satisfont  à la  fois  aux  équations  (t)  et  (2),  on 
en  conclut  que  cette  droite  passe  par  le  point  de  concours  I des 
deux  droites  données  IA  et  IB. 

Quand  m= 0,  les  deux  équations  (4)  et  (5)  se  confondent,  les 
deux  droites  AP'  et  BP"  coïncident  et  leur  point  d’intersection 
est  un  point  quelconque  de  la  droite  PP'.  Faisant  l’élimina- 
tion d’une  autre  manière,  on  aurait  obtenu  l’équation  du 
second  degré 

..  T //(y+ax+a)  p"(y+ôa;-|-fi)']_n 

J L ap'  + « l»p"  + P J ’ 

représentant  à la  fois  le  lieu  IC  et  la  droite  PF. 

104 — Corollaire  I.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  solution 
de  ce  problème  : Inscrire  dans  un  triangle  IDE  un  second 
triangle  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  ti ois  points 
donnés  P,  P',  P"  en  ligne  droite.  Si  l’on  conçoit  un  triangle 
variable  dont  les  côtés  soient  assujettis  à passer  par  les  points 
P,  F,  F',  tandis  que  deux  des  sommets  A et  B glissent  sur  les 
droites  1D,  IE,  le  lieu  du  troisième  sommet  C est  une  droite  IC. 
Le  point  de  rencontre  C,  des  droites  IC  et  DE  est  donc  l'un  des 
sommets  du  triangle  cherché;  les  droites  C,F,  C,F'  donnent 
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les  deux  autres  sommets  A,  et  B,.  Il  est  à remarquer  que  cette 
solution  n’exige  aucun  autre  instrument  que  la  règle. 


MOS— Corollaire  II.  On  peut  aisément  généraliser  le  pro- 
blème précédent.  Considérons  un  quadrilatère  dont  les  quatre 

y côtés  pivotent  autour 

zfi  île  quatre  points  fixes 

P,  F,  F',  P'"  situés  en 
ligne  droite,  tandis  que 
trois  sommets  A,  B,  C 
glissent  sur  trois  droites 
llxes  R,  S,  T ; et  propo- 
sons de  chercher  le  lieu 
décrit  par  le  quatrième 
sommet  (fig.  58). 

Les  trois  côtés  du 
triangle  BCE  pivotent 
autour  des  trois  points  fixes  P,  P",  P111,  tandis  que  deux  som- 
mets B et  C glissent  sur  les  droites  fixes  S et  T ; le  sommet  E 
décrit  donc  une  droite  EF.  D’après  cela  les  trois  côtés  du 
triangle  AED  pivotent  autour  des  trois  points  lixes  P,  P',  P", 
tandis  que  deux  sommets  A et  E glissent  sur  les  deux  droites 
R et  EF  ; le  sommet  D décrit  donc  une  ligne  droite. 

Du  quadrilatère  on  passera  de  la  même  manière  au  penta- 
gone. Ainsi,  quand  les  n côtés  d’un  polygone  pivotent  autour 
des  n points  fixes  situés  en  ligne  droite,  tandis  que  n — I som- 
mets glissent  sur  n — I droites  fixes,  le  n*  sommet  décrit  une 
ligne  droite. 

On  en  déduit  le  moyen  d’inscrire  dans  un  polygône  de  n 
côtés  un  autre  polygone  de  n côtés  passant  respectivement 
par  n points  fixes  en  ligne  droite. 


PROBLÈME  lit. 

*©G-  Etant  donné  un  triangle  AB\'  ,par  un  point  fixe  0 pris 
sur  un  côté  AA',  on  mène  une  sécante  mobile  OCC',  on  fait  passer 
un  premier  cercle  par  les  trois  points  OAC  et  un  second  cercle 
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par  les  trois  points  OA'C'  ; trouver  le  lieu  du  point  d’intersec- 
t|  lion  M de  res  deux  cercles  (lig.  59). 

Prenons  la  droite  OA'  pour  axe 
des  x et  une  perpendiculaire  OY 
menée  par  le  point  0 pour  axe  des  y. 
En  appelant  a et  a'  les  abscisses  des 
points  A et  A',  les  deux  droites  fixes 
AB,  A'B  seront  représentées  par  les 
équations 
Fie- 5#-  (t)  y=a(x— a), 

(2)  y=a'( x—a'), 

et  la  sécante  mobile  OC  par  l’équation 

(3)  y=mx, 

dans  laquelle  m désigne  un  paramètre  variable.  On  obtient  les 
coordonnées  du  point  C en  résolvant  les  deux  équations  simul- 
tanées (1)  et  (3),  ce  qui  donne 

a*  mai 

,r= , y = . 

a— m a — m 

Tout  cercle  passant  par  les  deux  points  0 et  A a une  équation 
de  la  forme 

x'  + y'—ax—py= 0, 

dans  laquelle  le  paramètre  fi  est  arbitraire.  On  détermine  ce 
paramètre  en  exprimant  que  le  cercle  passe  par  le  point  C,  ce 
qui  donne 

afnm-H). 

r _ i 

a — m 


le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0,A,C  a donc  pour 
équation 


(4)  x’  + y* — ax — 


a (am  + t) 


y= o. 


Si,  dans  cette  équation,  on  remplace  a et  a par  a'  et  a1,  on 
obtiendra  évidemment  l’équation  du  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  0,  A',  C', 


(5)  x*  + y* — a'x — 


a'  ( a'm  + \ ) 


Pour  avoir  l’équation  du  lieu  du  point  d’intersection  M des 
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deux  cercles,  il  faut  éliminer  le  paramètre  variable  m entre, 
les  deux  équations  (A)  et  (5).  En  égalant  les  valeurs  de  m tirées 
des  équations  (A)  et  (5),  on  obtient  l’équation 

— axl — a y a^x’+ÿ1  — a'x) — a 'y 

(x,-fÿ*  — «xi+a«ÿ  (x'+ÿ1—  <*'x)+a'Vÿ  ’ 
qui,  mise  sous  forme  entière,  s’écrit 

(a — a')  [(x’+y* — a.r)  (x'-f-y* — a'xj+aa'y»! 

+ (I  ^-afl'lÿ[a/(X,^-ÿ, — ax) — a(x*+y’ — a'x)  1=0, 
ou 

(a— a')  l («+«')x(x,+ y’I+aa'^+y*)  ] 

+ (l+aa')  (a1 — a) y (x’-t-y’) = 0 ; 
en  mettant  x’  + ÿ’en  facteur  commun,  et  divisant  par  a — a1, 
on  a l’cquation 

(1  (a — otO 

(6)  (x*+y»)[xH-y»-(g+«0-r-  - ««/1=0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  ; l’une, 
x‘+y’  = 0, 

donne  le  point  O où  se  coupent  toujours  les  deux  cercles  mo- 
biles; l’autre 

(7)  (X*  + y »)  — (a  -f  a')  X - ^ y +aa'  =0 

est  l’é(|uation  du  lieu  du  point  M.  Ce  lieu  est  un  cercle. 

On  reconnaît  à priori  que  les  trois  points  B,  A,  A'  appartien- 
nent au  lieu.  Car,  si  la  sécante  mobile  passe  par  le  point  B,  les 
deux  cercles  se  coupent  en  B;  ce  point  fait  partie  du  lieu. 
Supposons  que  la  sécante  devienne  parallèle  à la  droite  A'B,  le 
point  C'  s’éloignant  à l’infini,  le  second  cercle  coïncide  avec 
la  droite  OA',  qui  coupe  en  A le  premier  cercle on  obtient  de 
même  le  point  A',  quand  la  sécante  devient  parallèle  à AB.  Il 
est  d’ailleurs  facile  de  vérifier  sur  l’équation  (7)  que  le  lieu 
passe  par  les  trois  points  B,  A,  A'.  Ainsi  le  lieu  demandé  est  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABA'. 

' PROBLÈME  IV. 

1©  7— Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  fixe  P à l’inté- 
rieur du  cercle, autour  du  point  P on  fait  tourner  un  angle  droit 
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APB;  on  joint  par  une  droite  tes  deux  points  A et  B,  où  les 
côtés  de  l'angle  droit  rencontrent  le 
cercle,  et  on  abaisse  du  point  I*  une 
perpendiculaire  PM  sur  la  droite  AB; 
trouver  le  lieu  du  pied  M de  la  perpen- 
diculaire (fig.  60). 

Prenons  pour  axe  des  x le  diamètre 
OP,  pour  axe  des  y un  diamètre  per- 
pendiculaire; le  cercle  donné  est  re- 
Fie.  60.  présenté  par  l’équation 

(t)  x*-fÿ,=  r’. 

Soit 

(2)  y=ax  + b 

l'équation  de  la  sécante  AB.  Si  l’on  élimine  y entre  les  deux 
équations  (1)  et  (2),  on  obtient  une  équation  du  second  degré 

(3)  (l+a*)x*-f-2a6x+6'— r’=0, 
dont  les  racines  sont  les  abscisses  x1  et  x"  des  points  A et  B; 
les  ordonnées  ÿ et  y " auront  pour  valeurs  ax’-f  fc,  ax"-j-è.  Si 
l’on  appelle  a la  longueur  constante  OP,  les  deux  droites  PA, 
PB  ont  pour  coefficients  angulaires 

y 1 y’1 

» T,  y 

X — a X — a 


ax'  -+-  b ax"  + b 
X ' — a ’ x"  — a 


l’angle  APB  étant  droit,  on  a la  condition 
( ax'-\-b ) (ax"-{-b)  _ 

(x'—a)  (x"— a)  ~~~  ’ 

qui  s’écrit 

(1  +a,i  x'tf'-j-  \ab — a)  ix'+x")  -p  b * H-  “ *=0; 
si  l’on  remplace  x'-px7  et  x'x"  par  leurs  valeurs  tirées  de  l’é- 
quation (3),  cette  équation  devient 

(4)  (t+a’ila’ — r*) -f2è(aa.-pi()=0. 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  paramètres  va- 
riables a et  b. 


La  perpendiculaire  PM,  abaissée  du  point  P sur  la  droite 
AB,  a pour  équation 
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(8)  y =—■£■(*— «)• 

Le  point  M est  défini  par  les  équations  (2)  et  (5),  dans  lesquelles 
les  paramètres  variables  a et  b satisfont  à l’équation  (A);  on 
obtient  l’équalion  du  lieu  du  point  M en  éliminant  ces  deux 
paramètres  entre  les  trois  équations  (2),  (A),  (S).  De  l’équation 

(5)  on  tire 

a—  —> 

de  l’équation  (2)  on  déduit  ensuite 

{ l/’  + I.T—aU 

y 

En  portant  ces  valeurs  dans  l’équalion  (A),  on  obtient  l’équalion 

(6)  [y*+(ar-«)’][ar'+y,-«x+^:^]=0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux;  l’une 
y'+(x— a)*  = 0 
donne  le  point  P;  l’autre 

(7)  x'+y'—*x  + a-^—=0 
représente  le  lieu  cherché. 

Il  est  évident  que  le  point  P n’appartient  pas  au  lieu  géomé- 
trique tel  qu’on  l’a  défini;  mais  il  est  facile  de  comprendre 
comment  l’analyse  l’introduit  dans  le  résultat.  Les  coordonnées 
x-=a,  ?/=<)  du  point  P vérifient  l’équation  (5),  quels  que  soient 
les  paramètres;  on  pourra  donc  déduire  des  deux  équations 
(2)  et  (A)  des  valeurs  correspondantes  des  deux  paramètres  a 

et  b;  on  trouve  ainsi  a—±\/ — 1,1»=:  — a a.  C’est  une  appli- 
cation de  la  remarque  faite  au  n»  98. 

L’équation  (7)  montre  que  le  lièu  est  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  droite  OP.  Pour  le  construire,  il  suffit  de  déter- 
miner les  deux  extrémités  du  diamètre  CD;  si  l’on  mène  des 
droites  AB',  RA'  faisant  des  angles  de  A?»11  avec  le  diamètre  OP, 
le«  cordes  AA',  BB',  étant  perpendiculaires  sur  ce  diamètre, 
donneront  les  deux  points  C et  D. 

10$-  Remarque.  La  circonstance  que  nous  venonsde  signa- 
ler se  présentera  toutes  les  fois  que  l’une  des  deux  courbes  va- 
riables Aet  B,  dontl’intersection  donne  un  point  M du  lieu(n°98). 
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passera  par  un  point  fixe  P.  En  effet,  supjiosons  que  les  équa- 
tions des  deux  lignes  contiennent  n paramètres  variables  liés 
entre  eux  par  n — t relations;  si  les  coordonnées x,  et  y,  d’un 
point  fixe  P satisfont  à l’équation  de  la  ligne  A.  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  paramètres,  en  remplaçant  x et  y par 
x4  et  y,  dans  l’équation  de  la  ligne  B,  on  aura  une  équation  qui, 
jointe  aux  n — I équations  de  condition  entre  les  paramètres, 
formera  un  système  de  n équations  pour  déterminer  les  valeurs 
de  ces  paramètres.  Ce  point  P sera  étranger  au  lieu  géométri- 
que, si  aux  valeurs  trouvées  ne  correspondent  pas  de  lignes. 


proiilème  v. 


109 — Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  chacun  d’eux  sur  les  trois  côtés  <Tun  triangle 
ABC  soient  en  ligne  droite. 

Supposons  la  figure  rapportée  à deux  axes  rectangulaires 
quelconques,  et  soient 

(1)  y—ax— a=0,  (2)  y— bx—  p=0,  (3)  y— ex— y=0, 
les  équations  des  côtés  BC,  CA,  AB.  Les  coordonnées  x, , y,  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (x,  y)  sur  la 
droite  (t)  sont  données  par  les  formules  du  n«  7(i 


(*) 


y — ax — a 

■r~X—  0î+|  a> 


y,-u= 


y—ax — « 
a’+l 


Les  coordonnées  (x,,  y,) , (x,,  y,)  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  même  point  (x,  y)  sur  les  droites  (2)  et  (3)  se 
déduisent  des  formules  analogues 


(5) 


x.—j 


y— b. r — p 
b'+ i 


n—y 


v—bï—JL 

6* -fl  ’ 


(6)  x,—x= 


y— ex— y 
c’+l 


y— ex — y 

y-y=  T’+t— 


On  obtient  ensuite  l’équation  du  lieu  cherché  en  égalant  entre 

eux  les  deux  rapports  — — — , — — — , rapports  que  l’on  peut 
x,  x,  x, — x, 

, . . . (y, — y)  — (y. — y)  (y,  — y)  — (y,— y)  .. 

écrire  ainsi  ~ , p — — , On  ar- 

(X,— X)  — ( x,— x)  (x,— x)  — lx,—y) 

rive  finalement  à l’équation 
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(7)  (y-ax— a)  ly-bx-fi)  ta— b i (c*+t) 

+ (U — bx — p)  (y— ex — y)(6 — e)  (a’+l) 

+ ty— ex— i)ty— ax— a)  le— a)  (6*-fl)=0. 

En  développant  l'équation  (7),  qui  est  du  second  degré,  on 
voit  que  les  coefficients  de  xl  et  de  y ! sont  égaux  et  que  celui 
de  xy  est  nul  ; le  lieu  est  donc  un  cercle.  D’ailleurs,  celte 
équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  points  de  con- 
coure des  droites  données  ; le  lieu  est  donc  le  cercle  circonscrit 
au  triangle. 


PROBLÈME  VI. 

11 0— Démontrer  que,  quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C 

ont  leurs  sommets  correspondants 
i\  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C'j  situés  sur 

V trois  droites  OA,  OB,  OC  passant 

jkA  par  un  même  point  O,  les  points 

/p-A  d' intersection  M,N,P  des  côtés  cor- 

\ \>c"  respondanlt  (BC,  B'C'),  (CA,  C AO, 

\ (AB,  A'B'i  sont  situés  sur  uneméme 

\ ligne  droite  Ifig.  01). 

Supposons  la  figure  rapportée 
à un  système  quelconque  de  cuor- 
Fig  s,  données  rectilignes,  et  soient 

(1)  A=zO,  (i)  B=0,  (3)  P=0,  (4)  l>  =u 
les  équations  des  droites  OA,  OB,  PA,  PA',  les  lettres  A,  B, 
P,  P'  désignant  quatre  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
a:  et  y.  Les  équations  des  droites  AC  , BC  seront  de  la 
forme 

(5)  P+XA=0,  (6)  P+(tB=0, 
et  celles  des  droites  A'C',  B'C'  de  la  forme 

(7)  P'+X'A=0,  (8)  P’-fyB=0. 

Les  quatre  constantes  X,  p,  X',  (*'  sont  liées  entre  elles  par 
une  relation  résultant  de  ce  que  les  trois  points  O,  C,  C'sont  en 
ligne  droite.  On  obtient  cette  relation  de  la  manière  sui- 
vante : l’équation 

(9)  XA  — uB=0, 
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<|ue  l’on  oblient  en  retranchant  les  équations  (5)  et  (G)  membre 
à membre,  représente  une  droite  passant  par  le  point  C;  cette 
même  droite  passe  d'ailleurs  par  le  point  0;  c’est  donc  la  droite 
OC.  On  a de  même  l'équation  de  la  droite  OC' 

(10)  X'A — u'B=0. 

Pour  que  lis  deux  droites  (9)  et  (10)  se  confondent,  il  faut  que 
l’on  ait 


Telle  est  la  relation  cherchée. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (.%)  et  (7) 
respectivement  par  V et  X et  que  l’on  retranche, on  oblient 
l'équation 

(12)  X'P— XP'=0, 

qui  représente  une  droite  passant  par  le  point  N;  cette  même 
droite  passe  évidemment  par  le  point  P.  En  opérant  d’une 
façon  analogue  sur  les  équations  (6)  et  (8),  on  trouve  pour  l’é- 
quation de  MP 

(13)  p'P— [eF=0. 

Les  équations  (12)  et  (13)  sont  identiques  si  la  condition  (11)  est 
satisfaite;  donc  alors  les  trois  points  M,N,P  sont  en  ligne  droite. 

On  démontre  de  la  même  manière,  que  réciproquement,  si 
les  points  M,N,P  sont  en  ligne  droite,  les  droites  AA',  BIT,  CG' 
passent  par  un  même  point. 

EXERCICES. 

1'  Trouver  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  un 
point  tel  que  ses  distances  aux  deux  points  donnés  soient  entre 
«■Iles  dans  le  rapport  inverse  de  deux  quantités  données. 

2“  Etant  donnés  dans  un  plan  n points  A,  B,  C,....  et  n 
quantités  m' , m , m'",....  qui  correspondent  à ces  n points; 
sur  la  droite  AB  ou  prend  un  point  N,,  tel  que  les  distances  de 
ce  point  aux  deux  premiers  points  soient  dans  le  rapport  de 
ni"  à m'  ; puis  sur  la  droite  N,C  qui  joint  le  point  N,  au  troi- 
sième point  C on  prend  un  point  N,  tel  que  ses  distances  aux 
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points  N,  et  C soient  dans  le  rapporldem^àm-l-»»";  puis  sur 
la  droite  N,D  qui  joint  le  point  N,  au  quatrième  point  I)  un 
point  N,,  tel  que  ses  distances  aux  points  N,  et  D soient  dans  le 
rapport  de  m"  à m'+m'+m"',  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce 
qu'on  soit  arrivé  au  dernier  point  donné  ; trouver  les  coordon- 
nées du  dernier  point  division  que  l’on  appelle  centre  des  dis- 
tances proportionnelles. 

Lorsque  les  multiplicateurs  m',  m",  m111,....  sont  égaux 
entre  eux,  le  dernier  point  de  division  s’appelle  centre  des 
moyennes  distances. 

* 1 3»  Comme  application,  trouver  le  centre  des  distances  pro- 

portionnelles des  trois  sommets  d’un  triangle,  et  en  déduire  le 
centre  de  gravité,  le  centre  du  cercle  inscrit,  le  |>oi nt  de  ren- 
contre des  trois  hauteurs,  et  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

4°  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  pro- 
duits des  carrés  des  distances  de  chacun  d’eux  à » points 
donnés  par  des  quantités  constantes  m',  m",  m'",....  soit  égale 
à une  quantité  donnée. 

5»  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  sont  vus  de  deux  points 
donnés  sous  des  angles  donnés. 

6°  Lieü  des  centres  des  cercles  qui  rencontrent,  en  des 
points  diamétralement  opposés,  deux  cercles  donnés. 

7°  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de 
chacun  d’eux  à deux  droites  et  en  général  à plusieurs  droites 
données  soit  constante. 

8°  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  construit  un 
rectangle  variable  OACB  ayant  un  périmètre  donné  2a,  la  per- 
pendiculaire menée  au  sommet  C sur  la  diagonale  AB  passe 
par  un  point  fixe. 

9"  Ayant  fait  la  figure  qui  sert  à démontrer  le  théorème  du 
carré  de  1 hypoténuse  d’un  triangle  rectangle,  démontrer  que 
les  deux  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  l’hypoténuse 
aux  sommets  des  carrés  construits  sur  les  côtés  opposés  se 
coupent  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l’angle 
droit  sur  l’hypoténuse. 

10»  D’un  point  fixe  I*  on  mène  des  tangentes  aux  cercles 
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qui  passent  par  deux  points  donnés;  trouver  le  lieu  du  point 
où  la  corde  des  contacts  rencontre  le  diamètre  qui  passe  au 
point  P. 

Il»  Étant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint 
AC  et  AE;  par  le  centre  on  mène  une  sécante  quelconque  qui 
coupe  les  deux  droites  AC  et  AE  aux  points  G et  H ; on  joint 
BG  et  FP  ; trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites. 

12»  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  d’un 
quadrilatère  complet , comme  diamètres  , ont  même  axe 
radical. 

13»  Etant  données  cinq  droites,  on  en  prend  quatre  qui  for- 
ment un  quadrilatère  complet, dans  lequel  les  milieux  des  trois 
diagonales  sont  en  ligne  droite.  Les  cinq  droites  ainsi  obtenues 
se  coupent  au  même  point. 

14»  Etant  donnes  trois  points  A,B,C,  et  deux  droites  X,Y;  sur  / 
Al!  comme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme  dout 
les  côtés  sont  parallèles  à X et  Y;  on  opère  de  même  avec  B,C 
etC, A;  les.  secondes  diagonales  des  trois  parallélogrammes 
passent  au  même  point. 

15»  Etant  données  quatre  droites  A, B, C,D,  on  en  prend  trois 
pour  former  un  triangle,  dont  on  détermine  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs;  les  quatre  points  ainsi  obtenus  sont  en 
ligue  droite. 

16»  Trouver  l’équation  du  cercle  circonscrit  a trois  droites 
données  par  leurs  équations,  en  coordonnées  rectangulaires. 

17»  Étant  donnés  deux  cercles  lixes,  deux  cercles  variables 
sont  tangents  entre  eux  et  aux  précédents  ; trouver  le  lieu  du 
point  de  contact  des  cercles  variables. 

18»  On  prend  quatre  poiuls  arbitrairement  sur  une  circon- 
férence, les  bissectrices  des  trois  couples  de  droites  qui  passent 
par  ces  quatre  points  sont  parallèles  deux  à deux. 

tt)°  Lieu  du  point  tel  que  les  cordes  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  a trois  cercles  donnés  se  coupent  en 
un  même  point. 
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LIVRE  III 


COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


CHAPITRE  I. 

Construction  des  lignes  du  second  degré. 


•11 — L’équation  générale  du  second  degré  entre  les  deux 
variables  a;  et  y est  de  la  forme 

;s  (I)  A.r1+Bj-(/-f-Cy»+Dx+Ey+F=d; 
elle  renferme  cinq  paramètres  arbi- 
- 1 rai  res,  les  rapports  de  cinq  coelli- 
cicnts  au  sixième.  Supposons  d’abord 
que  l’un  des  coefficients  de  x’  et  de 
y',  C par  exemple,  ne  soit  pas  nul,  et 
résolvons  l’équation  par  rapport  à y; 
on  a 

eu  posant  M=B»— 4AC,  N=BE  — 2CD,  P=  E1 — ACF. 
Construisons  la  droite  DD'  représentée  par  l’équation 

Bx*f-  E 
y~  ^fT- 

Pcur  chaque  valeur  de  x,  il  faut,  à partir  de  la  droite  DD', 
porter  de  part  et  d’autre  sur  l’ordonnée  une  longueur  égale  à 

Y=~|/'Mx,  + 2Nx  + l». 

La  droite  DIV  (fig.  02)  qui  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à l'axe  OY,  est  un  diamètre  de  la  courbe;  la 
quantité  Y est  la  valeur  de  l’ordonnée  comptée  à partir  du 
br.  7 
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diamètre.  La  construction  du  lieu  est  ainsi  ramenée  à l’étude 

du  trinôme 

Mx’  + îNæ+P; 

et  comme  la  forme  du  lieu  dépend  principalement  du  signe  du 
coefficient  M,  on  distingue  trois  cas  principaux. 

GENRE  ELLIPSE. 

11*— Considérons  d’abord  le  cas  où  le  coefficient  M,  qui 
est  égal  à B’ — 4AC,  a une  valeur  négative.  L’ordonnée  Y n’est 
réelle  que  si  le  trinôme  a une  valeur  positive.  Pour  reconnaître 
le  signe  du  trinôme,  quand  x varie,  on  lui  donne  diverses 
formes;  c’est  pourquoi  le  cas  que  nous  examinons  se  subdivise 
à son  tour  en  trois  autres. 

1°  N* — MP>0.  Les  deux  racines  de  l’équation 
Ma:'+2Na:+P  = 0 

sont  réelles  et  inégales.  Désignons  par  x)  la  plus  petite  et  par 
a/'  la  plus  grande;  le  trinôme  peut  s’écrire 
M(x — x1)  (x — x") , 
ou 

— M (& — x1)  (x" — x)\ 

il  est  positif,  et  par  conséquent  l’ordonnée  Y est  réelle  pour 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  x!  et  x";  le  trinôme  est 
au  contraire  négatif  et  l’ordonnée  imaginaire  pour  toute 
valeur  de  x plus  petite  que  xf , ou  plus  grande  que  x/'. 

Prenons  sur  l’axe  des  x deux  points  F et  F'  ayant  pour  ab- 
scisses x/  et  x/',  et  par  les  points  P'  et  F'  menons  des  paral- 
lèles FA',  F' A"  à l’axe  des  y;  la  courbe  sera  tout  entière  com- 
prise entre  ces  deux  parallèles.  L’abscisse  x variant  de  x1  à x", 
l’ordonnée  Y'  conserve  une  valeur  finie,  et  part  de  la  valeur 
zéro  pour  revenir  à zéro;  on  a ainsi  une  une  courbe  fermée  qui 
passe  par  les  points  A'  et  A",  et  à laquelle  on  a donné  le  nom 
d’ellipse. 

Une  valeur  de  x comprise  entre  xi  et  xi'  sera  l'abscisse  d’un 
point  P compris  entre  F et  P",  et  la  valeur  correspondante  de 
Y’  sera  égale  à 

(— m).  i*f.  i*p"’ 

2 t. 


Digitized  by  Google 


LIV.  III,  CHAP.  I.— LIGNES  DU  SECOND  DEGRÉ.  99 

Le  produit  variable  PP'  x PP"  des  deux  segments  de  la  droite 
FP"  est  égal  au  carré  de  l’ordonnée  du  cercle  décrit  sur  PP'  ^ 
comme  diamètre;  quand  le  point  P va  de  P au  point  I,  milieu  J / 
de  PP",  l’ordonnée  du  cercle,  et  par  suite  la  quantité  Y qui  / 
lui  est  proportionnelle,  va  en  augmentant  ; elle  diminue  au 
contraire  quand  le  point  P va  de  I en  P'.  La  quantité  Y acquiert 
donc  sa  valeur  maximum,  quand  le  point  P est  en  1,  c’est-à- 

-p'+x"  n 

dire  quand  x~ — , — = — — ; cette  valeur  maximum  est 

2 al 

(X?1—  jfW M 

égale  à . A partir  du  point  C,  milieu  du  dia- 

4L. 

mètre  A' A",  portons  sur  l’ordonnée,  et  de  part  et  d'autre,  une 
longueur  égale  à cette  valeur  maximum  ; nous  aurons  deux 
points  B'  et  B"  de  la  courbe,  et,  en  menant  par  ces  points  des 
parallèles  au  diamètre,  nous  formerons  un  parallélogramme 
FGKH,  dans  lequel  sera  comprise  l’ellipse. 

Il  est  clair  qu’à  deux  points  P et  Q également  distants  du 
milieu  I correspondent  des  valeurs  égales  de  Y ; ces  valeurs, 
portées  de  part  et  d’autre  du  diamètre  DIF,  donnent  les  quatre 
points  M,  M',  N,  N'.  Les  deux  triangles  CRM,  CSN'  étant  égaux, 
les  trois  points  M,  C,  N'  sont  en  ligne  droite  et  le  point  C est  le 
milieu  de  MN';  ainsi  tous  les  points  de  la  courbe  sont  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  au  point  C,  milieu  du  diamètre 
A' A",  et  par  conséquent  ce  point  C est  le  centre  de  l’ellipse.  On 
voit  également  que  les  deux  droites  MN,  M'N'  sont  parallèles 
au  diamètre  A' A"  et  partagées  chacune  en  parties  égales  par  la 
droite  B'B";  cette  droite  est  un  second  diamètre.  Les  deux 
diamètres  A' A",  B'B",  qui  partagent  chacun  en  deux  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à l’autre,  sont  dits  diamètres  conju- 
gués de  l’ellipse. 


113— Remarque.  Si  l’on  désigne  par  K’  le  nombre  positif 

N’— MP 
— — , on  a 
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et  l’équation  (1)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(îCy+Ba+Ey  +(-M)  (*+ ÿ)*  + MK*  =0. 

Le  premier  terme  est  le  carré  d’un  polynôme  contenant  les 
deux  variables  x et  y,  le  second  le  carré  d’un  polynôme  qui 
ne  contient  que  la  variable  x , et  le  troisième  un  nombre 
négatif. 


114  —2°  N* — MP=0.  Les  deux  racines  cd  et  x11  sont 


égales,  et  l’on  a 


N 

M’ 


Y: 


le  coefficient  M étant  négatif,  la  quantité  Y est  imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour  x=xd , et  alors  Y=0. 
L’équalion  n’admettant  qu’un  système  de  solutions  réelles,  le 
lieu  est  un  point  unique  C placé  sur  la  droite  DD'.  L’équation 
(1)  dans  ce  cas  prend  la  forme 

(2Cy  + Bx  + Ey+(-M)(*+^y  = 0. 


115—3»  N*— MP<0.  Si  l’on  pose  K » — le 

ftr 

trinôme  Mx*-f  2Nx  + P peut  s’écrire 

M[(*+s),+K’]- 

Ce  trinôme  est  négatif,  et  par  conséquent  Y imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x;  l'équation,  n’ayant  pas  de  solution 
réelle,  ne  représente  aucun  lieu  géométrique.  Dans  ce  cas 
l’équation  (I)  prend  la  forme 

(2Cy+By  + E)’+(-M)  MK*  = 0; 

sou  premier  membre  est  une  somme  de  trois  carrés. 
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GENRE  HYPERBOLE. 

110— Considérons  maintenant  le  cas  où  le  coefficient  M a 
une  valeur  positive;  ce  cas  se  subdivise  aussi  en  trois  autres. 

lu  N’ — MP>0.  Le  trinôme  Mjc’  + 2Nx-f  P, que  l’on  met 
sous  la  forme  M (x — as')  (as — x"),  est  positif  et  par  suite  Y est 
réelle  quand  as  varie  de  x"  à + » et  de  as/  à — oo  ; d’ailleurs  Y 

varie  en  même  temps  de  0 à ». 
Prenons,  comme  précédemment, 
sur  l’axe  des  as  deux  points  P'  et  P" 
ayant  pour  abscisses  as/  et  x",  et 
menons  par  ces  points  deux  paral- 
lèles P’A',  P"  A"  à l’axe  des  y ; la 
courbe  sera  située  en  dehors  de  ces 
parallèles;  elle  se  compose  de  deux 
parties  séparées  l’une  de  l’autre  et 
formées  chacune  de  deux  branches 
infinies  (fig.  63);  on  a donné  à cette  courbe  le  nom  d’hyper- 
bole. Si,  à partir  du  point  I,  milieu  de  FF',  on  prend  deux 
longueurs  égales  IP  et  IQ  de  part  et  d’autre  sur  l’axe  des  x, 
les  valeurs  correspondantes  de  Y sont  égales;  et  l’on  voit  que 
le  point  C,  milieu  de  A' A",  est  le  centre  de  la  courbe,  et  que 
les  deux  droites  DD'  et  IC  sont  deux  diamètres  conjugués. 


Pig.  «3. 


la 


y=- 


Il  T —Désignons  par  K*  la  quantité  positive  - wf--, 

M 

valeur  de  y peut  s’écrire  

•^4^  [K)'--} 

Lorsque  x a une  valeur  numérique  très-grande,  le  premier 
terme  de  la  parenthèse  placée  sous  le  signe  radical  est  très- 
grand  par  rapport  au  second;  si  l’on  réduit  la  parenthèse  à 
son  premier  terme,  on  a une  valeur  approchée  de  y,  savoir 

y'~  2C  SCV^mJ^  ' 

L’équation  précédente  définit  deux  droites  distinctes,  qui  se 


b 
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coupent  en  un  point  du  diamètre  DD7  dont  l’abscisse  est  égale 
N 

à — jjj,  c’est-à-dire  à la  demi-somme  des  abscisses  des  points 


F et  F';  ce  point  est  donc  le  centre  C de  la  courbe.  Considé- 
rons la  branche  de  courbe  A 'M;  si  C est  positif,  cette  branche 
est  déterminée  par  l’équation 
Bx+E 


y=- 


2C 


1 

2C 


|/m  [(*+£)' -K-], 


dans  laquelle  on  fait  varier  x de  x"  à -f-oo  ; prenons  en  même 
temps  la  droite  CL  qui  a pour  équation 


yt 


2C  +2CV 


v'M. 


Pour  une  valeur  quelconque  de  x supérieure  à x",  l’ordonnée 
de  la  courbe  est  inférieure  à celle  de  la  droite  ; ainsi  la  branche 
A"M  est  comprise  dans  l’angle  LCD'.  La  différence  y, — y des 
ordonnées  qui  correspondent  à une  môme  abscisse  a pour 
valeur 

m[(æ+b)'— K']J 

M K*  1 

~ ÎC  (-+5)  /IV-[(-+5)-**]' 

Quand  x augmente  indéfiniment,  le  dénominateur  augmente 
indéfiniment,  et  par  conséquent  la  différence  y, — y tend  vers 
zéro.  La  droite  CL,  dont  s’approche  indéfiniment  la  branche 
de  courbe  A"M,  est  dite  asymptote  de  cette  branche  de  courbe. 
On  verrait  de  môme  que  les  branches  A"M',  A'N,  A' N'  sont 
comprises  dans  les  angles  L'CD',  H'CD,  HCD  et  ont  pour  asymp- 
totes les  droites  CL',  CH',  CH. 

Dans  le  cas  que  nous  étudions  maintenant,  l’équation  (1)  se 
met  sous  la  forme 

(2Cy  + B*+E]‘— M^+^y+MK*  = 0, 
et  les  deux  asymptotes  sont  représentées  par  l’équation 
(2Cy  + B*  + E)— M(*+g)*=0. 
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Il  est  bon  d’observer  que  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux 
droites  sont  donnés  par  l’équation 

m = _ê±4|/Bl“4AC’ 


ou 


Cm'  + Bm+A=:0; 

qui  s’obtient  en  remplaçant  dans  les  termes  du  second  degré 
de  l’équation  (!)  x par  t et  y parm. 


118-2'  N* — MP<0.  Si  l’on  pose  K»,  on  a 

Mar'+S N*+ P = M + K ■]. 

La  valeur  de  Y est  réelle  pour 
toutes  les  valeurs  de  x et  ne  s’an- 
!>■  nulle  jamais;  Y acquiert  sa  valeur 

minimum  t/Mpourasr:— 

2 L M 

Soit  I (fig.  64)  le  point  de  l’axe  des 
N 

x dont  l’abscisse  est  — — ; menons 
M 

IC  parallèle  à l’axe  OY  et  prenons 

K |/  _M 

CD'=CB"=— les  deux  points  B’  et  B"  appartiennent 
2 C 

N N 

au  lieu.  Quand  x varie  de  — — à +« , ou  de  — rj  à — » , la 

M M 


valeur  de  Y croît  indéfiniment;  si  donc  par  les  points  B'  et  B7/ 
on  mène  des  parallèles  au  diamètre  DIY,  on  voit  que  la  courbe 
se  compose  de  deux  parties  situées  l’une  au-dessus  de  la  paral- 
lèle supérieure,  l’autre  au-dessous  de  la  parallèle  inférieure; 
chacune  est  formée  de  deux  branches  infinies  ; on  donne 
encore  à cette  courbe  le  nom  d 'hyperbole. 

N 

Si  l’on  donne  à x les  deux  valeurs  x=z — — ±«,  ce  qui 


revient  a porter  à partir  du  point  I les  deux  distances 
IP=IQ=a,  les  valeurs  correspondantes  de  Y sont  égales; 
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il  en  résulte  que  le  point  C est  centre  de  la  courbe,  et  que 
les  deux  droites  DD',  IC,  sont  deux  diamètres  conjugués. 

On  reconnaît  également  que  les  deux  droites 


Bx-f  E 

y= 


2C 


t/M, 


qui  se  coupent  au  centre,  sont  asymptotes  des  branches  in- 
finies. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  l’équation  (1)  peut  s’écrire  sous 
la  forme 


(2Cy+B*+E)‘-M(x+^y-MK*=0; 

les  deux  asymptotes  sont  données  par  l’équation 

(iCy+üx+Ey =0  , 

et  les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  par  l’équation 
Cm5  + Bm-f  A = 0. 


119—3°  N*— MP=0.  On  a alors 


et. 


y 


Bæ+E 


\\  ( , N\ 

r(Æ+  m)- 


2C  2C 

Le  lieu  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  le  dia- 
mètre DD'.  Dans  ce  cas  l’équation  (1)  pouvant  se  mettre  sous 
la  forme 

(iCy  + Bas  + E)*  — M (*  + ^‘=0, 


ou 

[2Cy+B®+E+(x+2ysi][2Cy-fBa:+E-(«+5yM]=0, 

son  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  du  pre- 
mier degré. 
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GENRE  PARABOLE. 


12© — Supposons  enfin  que  le  coefficient  M soit  nul. 

La  valeur  de  Y se  réduit  à 

Y=—  l/2Nx  + P. 

Nous  subdiviserons  ce  cas  en  plusieurs  autres. 

P 

1H  N > 0.  Si  l’on  pose  — — = x',  on  aura 
^ 2N 

Y=^^2N>^j. 

Quand  x varie  de  xi  à +oo,  la  quantité  Y est  réelle  et  varie 
de  0 à -f  » ; mais  elle  est  imaginaire  pour 
les  valeurs  de  x inférieures  à a/.  Si  donc, 
par  le  point  P',  dont  l’abscisse  est  x on 
mène  P' A'  parallèle  à l’axe  des  y,  on  voit 
que  la  courbe  est  tout  entière  située  à 
droite  de  cette  parallèle  ; elle  passe  par  le 
point  A'  et  elle  est  formée  de  deux  branches 
situées  de  part  et  d’autre  du  diamètre  DD' 
(fig.  Go),  on  a donné  à cette  courbe  le  nom  de  parabole. 

2°  N<0.  La  quantité  Yr  est  réelle  quand  x varie  de  x1  à 
— « ; la  courbe  passe  par  le  point  A'  et  s’étend  à l’infini  du 
côté  des  x négatives;  on  l’appelle  aussi  parabole. 

3°  N=0.  La  valeur  de  y se  réduit  à 
B.r-fE  1 
2C  - 2C 


y=- 


l/p. 


Si  P est  positif,  cette  équation  représente  deux  droites  paral- 
lèles au  diamètre  DD  et  situées  à égale  distance  de  ce  diamètre. 
Si  P=0,  ces  deux  parallèles  se  confondent  avec  le  diamètre  ; 
enfin  si  P est  négatif,  l’équation  n’a  pas  de  solution  réelle. 

Dans  le  cas  où  M=0,  l’équation  (i)  peut  se  mettre  sbus  l’une 
des  trois  formes 

(2Cy  + Bx-f E)'  + 2N<e  + P=0, 
(2Cj/+B.r+E)*  + P=0, 

(2Cÿ  + Bx  + E)’=0. 
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121 — Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  le  coef- 
ficient C est  différent  de  zéro,  lorsque  le  coefficient  C est  nul,  et 
le  coefficient  A différent  de  zéro , on  pourrait  résoudre  l’équa- 
tion par  rapport  à a:  et  construire  le  lieu  comme  précédem- 
ment ; le  premier  terme  du  trinôme  placé  sous  le  radical  ayant 
pour  coefficient  B*,  et  par  conséquent  ayant  une  valeur  posi- 
tive ou  nulle,  le  lieu  sera  du  genre  hyperbole  ou  du  genre 
parabole  ; mais  il  est  préférable  de  résoudre  l’équation  par 
rapport  à la  variable  qui  n’y  entre  qu’au  premier  degré  ; d’ail- 
leurs cette  nouvelle  méthode  est  seule  applicable  quand  les 
deux  coefficients  A et  C sont  nuis  à la  fois. 


En  ordonnant  l’équation  (1)  par  rapport  à y on  a 
( B a:  + E)  y + A a;  * + D # + F = 0 , 

d'où 

Aa;1  -f  Da?+  F 
V~  Ba:-fE 

Supposons  d’abord  que  B soit  différent  de  zéro,  et  effectuons 
la  division,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  x jusqu’à  ce  que  l’on  arrive  à un  reste  indépendant 
de  x.  Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  le  reste  est 
différent  de  zéro  ou  égal  à zéro.  Dans  le  premier  cas,  on  ob- 
tiendra un  résultat  de  la  forme 


r 


y=ax+6  + 


BaH-E 


=ax-\-b  + - 


-(-§) 


=ax+ô+ 


Pour  fixer  les  idées  supposons  c>  0. 

Construisons  le  lieu  auxiliaire  défini  par  l’équation 


Fig.  66. 


y=aa:  + 6, 

et  posons 

Y=  — C—. 
x — a 

Le  lieu  auxiliaire  est  une  droite 
DD’  (fig.  66),  et,  pour  chaque 
valeur  de  x,  il  faut  augmenter 
l’ordonnée  de  cette  droite  d’une 
quantité  QM  égale  à la  valeur  de  Y’. 
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Cette  quantité  devient  infinie  pour  x=d;  prenons  donc  un 
point  C ayant  pour  abscisse  d et  menons  CC'  parallèle  à OY.  Si 
l’on  donne  à x une  valeur  d+x1,  x1  étant  positif,  Y a une 
valeur  positive,  et  quand  x/  tend  vers  zéro,  Y augmente  indé- 
finiment; si,  au  contraire,  x augmente  indéfiniment,  Y tend 
vers  zéro  ; on  obtient  ainsi  une  courbe  comprise  dans  l’angle 
GW  et  formée  de  deux  branches  infinies  asymptotes  respec- 
tivement aux  deux  droites  IC'  et  IIV.  Aux  valeurs  de  x infé- 
rieures à d correspondent  des  valeurs  négatives  de  Y,  et  l’on 
obtient  une  seconde  courbe  comprise  dans  l’angle  CID,  et  dont 
les  deux  branches  infinies  sont  asymptotes  aux  droites  IC,  ID. 
Si  la  constante  c était  négative,  on  obtiendrait  encore  une  courbe 
formée  de  deux  branches  infinies  ; mais  ces  deux  branches 
seraient  situées  dans  les  angles  C'ID,  CID/.  Dans  les  deux  cas, 
la  courbe  est  une  hyperbole  ; à deux  valeurs  de  x1  égales  numé- 
riquement, mais  de  signes  contraires,  correspondent  des  va- 
leurs de  Y qui  sont  aussi  égales  et  de  signes  contraires,  et  par 
suite  deux  points  M et  M'  symétriques  par  rapport  au  point  1 
qui  est  centre  de  la  courbe. 

lï* — Lorsque  le  reste  de  la  division  est  nul,  on  a 
Ax’-f-Da:  + $= — (Bæ  + E)  (aar-f-  b) 
et  l’équation  proposée  prend  la  forme 

(y — ax — b)  (Bx+E)=. 0; 
elle  se  décompose  en  deux  autres 

y — ax — 6 = 0,  Bæ+E  = 0, 

qui  représentent  deux  droites,  dont  l’une  est  parallèle  à l’axe 
des  y. 

Lorsque  A est  nul  en  même  temps  que  C,  il  suffit  de  faire 
dans  la  discussion  précédente  a=0;  la  droite  DIV  devient 
parallèle  à l’axe  des  x ; on  obtient  ainsi,  soit  une  hyperbole 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  soit 
deux  droites  parallèles  aux  axes. 

*33 — Supposons  maintenant  que  le  coefficient  B soit  égal 
à zéro.  Le  coefficient  A est  nécessairement  différent  de  zéro. 
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aulrement  l’équation  serait  du  premier  degré.  La  valeur  de 

y est  de  la  forme 

y=a:r,+  bx  +c; 

elle  est  réelle  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  en  faisant  varier 
x de — oo  à +oo,  on  obtient  une  branche  infinie;  c’est  une 
parabole. 

1*41— Remarque.  Dans  la  discussion  de  l’équation  du 
second  degré,  nous  avons  rencontré  trois  espèces  de  courbes  : 
des  courbes  fermées,  des  courbes  à quatre  branches  infinies, 
et  des  courbes  à deux  branches  infinies.  Nous  avons  appelé 
ellipses  toutes  les  courbes  fermées  fournies  par  l’équation  du 
second  degré  ; hyperboles  toutes  les  courbes  à quatre  branches 
infinies;  paraboles  celles  qui  n’ont  que  deux  branches  in- 
finies. 

Nous  avons  vu  au  commencement  de  cet  ouvrage  (liv.  I, 
chap.  il)  que  les  courbes  désignées  par  les  mêmes  noms  en 
Géométrie  élémentaire,  sont  représentées  par  des  équations 
du  second  degré.  Nous  verrons  plus  tard  que  réciproquement 
toutes  les  courbes  représentées  par  l’équation  du  second  degré  • 
jouissent  des  propriétés  qui  servent  de  définition  en  Géomé- 
trie élémentaire,  de  telle  sorte  que  les  deux  modes  de  défini- 
tion sont  équivalents. 

En  résumant  la  discussion,  on  voit  que  c’est  le  signe  de  la 
quantité  B’ — 4AC  qui  indique  l’espèce  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l’équation  du  second  degré;  la  courbe  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la  quan- 
tité B’ — 4AC  est  négative,  positive  ou  nulle. 

Toutefois  il  importe  de  se  rappeler  que  l’équation  ne  repré- 
sente pas  toujours  une  courbe  ni  même  un  lieu;  dans  le  cas 
où  la  quantité  B’ — 4AC  est  négative,  l’équation  représente 
une  ellipse,  ou  un  point,  ou  n’est  vérifiée  par  les  coordonnées 
d’aucun  point  du  plan  ; dans  le  cas  où  la  quantité  B* — 4AC  est 
positive,  l’équation  représente  une  hyperbole  ou  deux  droites 
qui  se  coupent  ; enfin,  dans  le  cas  où  B* — 4AC=0,  on  a une  pa- 
rabole, ou  deux  droites  parallèles,  ou  une  seule  droite,  ou  rien. 
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EXERCICES. 

1°  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 
xy+1x—  5y=0, 
x*  + 2xy  + y*  + 2x— 7=0, 

2ÿ * + 7 x y + 3 x*  — 3 y + x— 2 = 0 , 
x’  + 3 xy — 2x=  0. 

3X1— 5xy  + 2y’-f-3x— 2y  = 0, 

Sx'  + Tjry  +y* — 2 x + 5=0, 

2a:*— Zxy  + y'+lx  + 1=0, 
x * — 2xy + y* — 2x-f-2y — 8=0. 

2»  Lieu  du  point  dont  l’ordonnée  est  moyenne  proportion- 
nelle eDtre  les  ordonnées  correspondantes  de  deux  droites 
données. 


CHAPITRE  II. 

Centre,  diamètre»  et  axes  des  courbes 
du  second  degré. 

CENTRE. 

125— Nous  avons  appelé  centre  d’une  courbe  un  point  fixe 
C par  rapport  auquel  tous  les  points  de  la  courbe  sont  symé- 
triques deux  à deux.  En  discutant  l’équation  générale  du  second 
degré , nous  avons  reconnu  que  l’ellipse  et  l'hyperbole  ont  un 
centre.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  direc- 
tement le  centre  d’une  courbe  du  second  degré,  saps  résoudre 
l’équation.  La  méthode  que  nous  suivrons  repose  sur  le  théo- 
rème suivant  : c’est  que,  quand  l’origine  des  coordonnées  est 
centre  d’une  ligne  du  secoud  degré,  l’équation  de  la  ligne  ne 
contient  pas  de  termes  du  premier  degré. 

Soif,  en  effet, 

(1)  Ax’-j-Bxy  + Cy’-l-Dx  + Ey  + F = 0 

l’équation  d’une  ligne  du  second  degré  ayant  l’origine  pour 
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centre  (fig.  67);  l’équation  d’une 
droite  MM'  menée  par  l’origine 
est  de  la  forme 
_ (2)  y—mx; 

x on  obtient  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  M et  M'  en 
résolvant  les  équations  simul- 
Fîg.  67.  tanées  (i)  et  (2).  L'élimination  de 

y donne  l’équation 

(3)  (A+Bm  + cm»)  + (D  + Em)o;  + F = 0, 
qui  détermine  les  abscisses  des  deux  points  de  rencontre. 
L’origine  étant  le  milieu  de  la  droite  MM',  l’équation  précé- 
dente doit  avoir  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  x 
soit  égal  à zéro  ; on  a ainsi 

(4)  D + Em=0, 

et  comme  cette  condition  doit  être  vérifiée  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  m,  on  doit  avoir  séparément 

(5)  D=0,  E=0. 

Réciproquement,  lorsque  les  conditions  (f>)  sont  remplies,  l’é- 
quation (3)  a ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  et  par  suite  l’origine  est  centre 
de  la  courbe. 


126— Pour  reconnaître  si  un  lieu  du  second  degré  a un 
centre,  on  transportera  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes 
en  un  point  arbitraire  dont  nous  désignerons  les  coordonnées 
par  a et  b,  puis  on  examinera  si  l’on  peut  déterminer  ces 
quantités  de  manière  que  la  nouvelle  équation  ne  renferme 
pas  de  termes  du  premier  degré. 

Les  formules  pour  déplacer  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes  sont 


(6) 


ix—a- 
y=b 


ï,—a-\-x?  y 

■■b  + t/. 

En  substituant  dans  l’équation  (i)  on  obtient  l’équation  nou- 
velle 
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(7)  Ax''+Bx'y+Cÿ'*+(2Aa+B6+D)xy+(Ba+2C6+E)ÿ/ 

+ Aa*  + Ba6+C6*+Da  + E6  + F = 0, 
dont  il  importe  de  remarquer  la  composition.  Désignons,  pour 
^abréger,  par  f (x,  y)  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  qui 
est  une  fonction  entière  du  second  degré  en  x et  y;  dans 
l’équation  (7)  les  termes  du  second  degré  sont  les  mêmes  que 
dans  l’cquation  (I)  ; les  termes  du  premier  degré  ont  pour 
coefficients  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f (x,  y)  prises 
par  rapport  aux  variables  x et  y,  et  dans  lesquelles  on  aurait 
remplacé  ces  variables  par  a et  b;  enfin , le  terme  constant 
est  la  valeur  que  prend  le  polynôme  f ( x , y)  pour  x=a,  y=b. 
L’équation  (7)  peut  donc  s’écrire  ainsi 

(8)  Ax/'+BvcY  + Cy/î+/,a  {a,b)xr+['l,(a,b)  y'+f(a,b)=0. 
En  égalant  à zéro  les  ternies  du  premier  degré,  on  oblieul  les 
deux  équations 

j 2Aa  + B6+D  = 0, 

' ' I Ba  + 2Cè+E=0. 

On  voit  par  là  que  l’on  détermine  le  centre  d’une  courbe  du 
second  degré  en  résolvant  les  deux  équations  que  l’on  obtient  en 
égalant  à zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
l’équation  proposée,  prises  par  rapport  à x et  à y. 

1*T-Si  l’on  considère  a et  b comme  des  coordonnées 
variables,  chacune  des  équations  (9)  définit  une  droite,  et, 
il  j a lieu  de  distinguer  plusieurs  cas. 

4*  B* — tAC^? 0.  Les  deux  équations  ont  un  système  de  so- 
lutions et  un  système  unique  ; les  deux  droites  se  coupent  et  la 
ligne  admet  un  centre  et  un  centre  unique  dont  les  coordon- 
nées sont 

_ 2CD-BE 
a~  B*— 4AC  * 

_ 2AE—  BD 
b B* — 4AC  ‘ 

2"  B * — 4 A C = 0.  Les  droites  (9)  sont  parallèles  ou  se  con- 
fondent ; dans  le  premier  cas  le  lieu  n’a  pas  de  centfc  ; dans 
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le  second  cas,  il  admet  comme  centre  chacun  des  points  de  la 
droite  définie  par  l’une  des  équations  (9).  Il  est  facile  de  voir 
que,  dans  ce  dernier  cas,  s’il  y a un  lieu, 
ce  lieu  se  compose  nécessairement  de 
deux  droites  parallèles.  Soit,  en  effet, 
CC'  la  droite,  lieu  des  centres  (fig.  (58), 
et  M un  point  appartenant  au  lieu;  joi- 
gnons le  point  M aux  divers  points  de  la 
droite  CC'  et  prolongeons  chacune  de  ces 
droites  d’une  longueur  égale  à elle- 
même,  les  points  N,  N',  N"....  ainsi  obtenus,  appartiendront 
encore  au  lieu  ; or,  tous  ces  points  sont  situés  sur  une  parallèle 
à CC'.  En  opérant  de  même  avec  le  point  N on  aurait  une 
seconde  parallèle  MM'.  D’ailleurs  l’équation  (1)  ne  peut  pas 
représenter  d’autres  points  que  ceux  de  ces  deux  droites  ; 
autrement  une  droite  rencontrerait  le  lieu  en  plus  de  deux 
points.  Si  le  point  M était  situé  sur  la  droite  CC',  les  deux  paral- 
lèles se  confondraient  avec  le  lieu  des  centres. 


Fig.  68. 


128 — Lorsque  la  courbe  admet  un  centre,  si  l’on  trans- 
porte les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  en  ce  point,  l’équa- 
tiou  se  simplifie,  puisque  les  termes  du  premier  degré  dis- 
paraissent. Appelons  F,  le  terme  constant  dans  la  nouvelle 
équation,  on  a 

(11)  F,=Aa»  + Ba6-fCt»*  + Da+E6  + F, 
a et  & désignant  les  coordonnées  du  centre.  Mais  les  quantités 
a et  b satisfont  aux  équations  (9)  ; si  l’on  multiplie  les  deux 
membres  de  chacune  d’elles  respectivement  par  a et  b et  que 
l’on  ajoute,  il  vient 

2Aa,  + 2Ba&  + 2C6,  + Da  + Eb  = 0, 
d’où  , 


Aa*+  Bo6  + C6J  = 


Da+  Er 
2 ’ 


substituant  dans  l’équation  (11),  on  a 


(12)  F,=F-f 


Da  + E6 
2 


Cette  formule  est  plus  simple  que  la  première. 


Digitized  by  Google 


LIV.  III,  CHAI*.  II.— CENTRE,  DIAMÈTRES  ET  AXES.  1 13 


DIAMETRES. 


Fig.  69. 


189 — Si  Ton  coupe  une  courbe  du 
second  degré  par  une  série  de  droites 
parallèles,  le  lieu  des  points  milieux  1 
des  cordes  MM'  terminées  aux  deux 
points  de  rencontre  est  un  diamètre 
de  la  courbe.  Soit  m le  coefficient  an- 
gulaire des  cordes,  et 
(1)  f{x,y)  = \x'+Kxy  + Cy'  + Di  + Ey-f F=0 
l’équation  de  la  courbe.  Si  Ton  transporte  les  axes  parallèle- 
ment à eux-mêmes  en  un  point  arbitraire  1 du  plan,  ayant 
pour  coordonnées  a et  6,  l’équation  de  la  courbe  devient 
In»  126) 

(2)  \*'+Bx‘y'+Cy''+r.(a,b)x‘+n(a,  b)y'+f(a,b)=0. 
Menons  actuellement  par  l’origine  I une  parallèle  MM'  à lu 
direction  donnée,  l’équation  de  cette  paralèlle  est 
(3)  y,=mxl. 

On  obtient  l’cquation  qui  donne  les  abscisses  des  points  de 
rencontre  en  éliminant  y'  entre  les  équations  (2)  et  (3),  ce  qui 
conduit  à l’équation  du  second  degré 
(4)  [A 4 Rm-J-Cm’] a^! [f„ (a, 6)4-/], (o, 6) m] x/+f(a,  b)  = 0. 
Pour  que  l’origine  I soit  le  milieu  de  la  corde  MM'  (fig.  69),  il 
faut  que  l’équation  précédente  ait  ses  racines  égales  et  de 
signes  contraires,  c’est-à-dire  que  a et  6 vérifient  la  relation 
(2  A a 4-  B6  4-  D)  4~  (Ru  -|~2C  64-  E)  ih— 0 ; 
cette  relation  devant  être  satisfaite  par  les  coordonnées  du 
point  milieu  de  Tune  quelconque  des  cordes  considérées  est 
l’équation  du  diamètre.  Si  Ton  y remplace  les  coordonnées 
variables  o et  6 par  x et  y,  elle  s’écrit 

(5)  (2Ax  + By4-D)4-(Bx  + 2Cy4-E)m=:0, 
ou 

f*(x, y) +mf*(x, y)=o. 

L’équation  (5)  étant  du  premier  degré,  on  en  conclut  que  le 
diamètre  correspondant  à une  série  quelconque  de  cordes 
bk.  R 
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parallèles  est  une  droite  DDL  Si  l’on  appelle  m1  le  coefficient 

angulaire  du  diamètre,  on  a la  relation 

, 2 A + B »n 

(ü)  m — — B + 2Cm  • 


130 — Remarque  I.  La  direction  du  diamètre  varie  en  gé- 
néral avec  celle  des  cordes  ; cependant  lorsqu’on  a 

T = lc  B’-4AC=s0' 

c’est-à-dire  lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  valeur  de 

JJ 

m'  est  constante  et  égale  à — — . Ainsi  tous  les  diamètres  de 

2 L 

la  parabole  sont  parallèles  entre  eux. 


131 — Remarque  IL  Si  le  nombre  donné  m vérifiait  la 
relation 

(7)  A + Bm  + Cm*=0, 

d’où 


m = — 


A±__L 

2 G 2 G 


j/B* — 4AC 


l’équation  (4)  s’abaisserait  au  premier  degré;  chacune  des 
droites  parallèles  à la  direction  donnée  ne  couperait  la  courbe 
qu’en  un  point,  et  il  n’y  aurait  pas  lieu  de  chercher  le  dia- 
mètre correspondant  à cette  direction.  Dans  le  cas  de  l’hyper- 
bole, les  racines  de  l’équation  (7)  donnent  les  directions  des 
asymptotes;  dans  le  cas  de  la  parabole,  l’équation  (7)  a ses 
racines  égales  et  la  valeur  de  m est  le  coefficient  angulaire 
commun  à tous  les  diamètres  ; enfin,  dans  le  cas  de  l’ellipse,  la 
condition  (7)  n’est  jamais  vérifiée. 


133 — Remarque  111.  Les  valeurs  x et  y qui  satisfont  aux 
équations  simultanées 

2A*  + Bÿ  + D=0, 

Bx  + 2C?/  + E=0, 

vérifient  l’équation  (5)  quelle  que  soit  la  valeur  de  m;  donc,  si 
le  lieu  a un  centre  unique,  tous  les  diamètres  passent  par  le 
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centre,  et,  s’il  en  a une  infinité,  tous  les  diamètres  se  confon- 
dent avec  le  lieu  des  centres. 

Les  deux  équations  qui  déterminent  le  centre  représentent 
deux  diamètres;  le  premier  correspond  aux  cordes  parallèles 
à l’axe  des  x,  le  second  aux  cordes  parallèles  à l’axe  des  y. 

433 — Remarque  IV.  Dans  le  cas  de  l’ellipse  et  de  l’hyper- 
bole, toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre;  car  on 
peut  disposer  de  m de  manière  que  le  coefficient  m' , donné 
par  la  formule  (6),  ail  une  valeur  quelconque.  Cependant,  si 
la  valeur  obtenue  pour  m se  réduisait  à l'une  des  racines  de 
l’équation  (7),  elle  ne  serait  pas  admissible,  puisque  les 
droites  correspondantes  ne  donnent  pas  de  diamètres;  mais 
alors  la  valeur  de  m1  est  égale  à celle  de  m;  elle  correspond 
à l’une  des  asymptotes. 

DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

134 — Supposons  B* — TAC  différent  de  zéro.  La  relation 
entre  m et  m'  peut  s’écrire 

(»)  2Cmm'  + B(m-f-m')  + 2A=0. 

Imaginons  que  l’on  mène  des  sécantes  telles  que  MM"  paral- 
lèles au  diamètre  DD'  (fig.  69);  soit  tn"  le  coefficient  angulaire 
du  diamètre  EE',  qui  divise  ces  cordes  en  deux  parties  égales, 
on  aura  de  même,  entre  la  direction  m' des  cordes  et  la  direc- 
tion m"  du  diamètre  correspondant  EE',  la  relation 
2'C  m!  m"  + B (m'  + m”)  + 2 A = 0 ; 
cette  équation  et  la  précédente  étant  du  premier  degré  par 
rapport  à m"  et  à m,  on  voit  que  l’on  a m"=m.  Les  deux  dia  - 
mètres DD,  EE',  dont  les  coefficients  angulaires  sont  m'  et  m, 
jouissent  de  cette  propriété  que  chacun  d’eux  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à l’autre;  ou  les  a nommés 
pour  celte  raison  diamètres  conjugués. 

L’ellipse  et  l’hyperbole  ont  une  infinité  de  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués.  On  peut  prendre  pour  premier  diamètre 
une  droite  quelconque  menée  par  le  centre,  pourvu  qu’elle 
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ne  se  confonde  pas  avec  l’une  des  asymptotes,  si  la  courbe  est 
une  hyperbole. 

AXES." 


435 — Dans  les  courbes  du  second  degré,  les  diamètres  per- 
pendiculaires aux  cordes  qu’ils  divisent  en  deux  parties  égales, 
sont  des  axes  de  symétrie. 

La  parabole  ayant  tous  ses  diamètres 
parallèles,  si  l’on  imagine  une  série  de 
cordes  MM'  (fig.  70)  perpendiculaires  à la 
direction  commune  de  tous  les  diamètres, 
le  diamètre  AA',  qui  divise  ces  cordes  en 
deux  parties  égales,  sera  un  axe  de  la 
"courbe  et  ce  sera  le  seul.  Le  coefficient 

angulaire  des  diamètres  est  — ; donc,  si  les  axes  des  coor- 


données sont  rectangulaires,  l’axe  de  la  courbe  est  le  diamètre 

2C 

des  cordes  ayant  pour  coefficient  angulaire  ; son  équation 
(n°  159)  est 

B(2Ax-f-Bÿ  + U)  + 2C(Ba5+2Cy-(-E)=0. 

Lorsque  le  lieu  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  à tout  axe 
AA'  (fig.  71)  en  correspond  un  second 
BB',  tel  que  les  deux  axes  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués;  la 
question  est  ainsi  ramenée  à la  re- 
cherche des  diamètres  conjngués  per- 
pendiculaires entre  eux.  Si  les  axes 
sont  rectangulaires,  on  obtient  les  coef- 
ficients angulaires  des  axes  en  joignant  à l’équation  (8)  la 
suivante 

(9)  mm'= — 1. 

Des  équations  (8)  et  (9)  on  déduit 

C— A 

mm'=  — 1 m-fm— ‘2 — — ; 

D 

ainsi  m et  in'  sont  les  racines  de  l’équation  du  second  degré 
(10)  Bm‘+2(A-C)u— B=0. 
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L'ellipse  et  l’hyperbole  ont  deux  axes.  Si  l’on  avait  B=0, 
A=C,  les  équations  (S)  et  (9)  seraient  identiques,  la  courbe 
aurait  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  rectan- 
gulaires ; dans  ce  cas  le  lieu  est  un  cercle. 

130 —  Remarque.  La  direction  des  axes  dépend  unique- 
ment des  coefficients  des  termes  du  second  degré;  si  la  courbe 
est  une  hyperbole,  ses  axes  ont  donc  mêmes  directions  que 
ceux  du  lieu 

Aa5*  + B;ry-fCÿ’  = 0, 

qui  est  formé  de  deux  droites  parallèles  aux  asymptotes  et 
menées  par  l’origine;  il  en  résulte  que  les  axes  de  l’hyperbole 
sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  asymptotes. 

131 —  On  appelle  sommet  d’une  courbe  du  second  degré 
les  points  où  elle  est  rencontrée  par  un  axe.  La  parabole,  ayant 
un  seul  axe  qui  ne  rencontre  la  courbe  qu’en  un  point,  n’a 
qu’un  sommet  ; l’ellipse  a quatre  sommets  et  l’hyperbole  deux. 

ELLIPSE  ET  HYPERBOLE  RAPPORTÉES  A DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

138 — Supposons  que  l’on  prenne  pour  axe  des  x un 
diamètre  d’une  courbe  du  second  degré,  et  pour  axe  des  y une 
parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  divise  en  deux  parties 
égales;  l’équation 

Aæ*  + B xy  + C y * -j-Dar  + E y + F= 0 
devra  donner  pour  chaque  valeur  de  x deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  l’on  ait 
BÆ-fE=0 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et  par  suite  B =0  , E=0. 
L’équation  aura  donc  la  forme 

(H)  Ax’  + Cy’-fDÆ+FrzO. 

Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  en  prenant 
pour  axe  des  y le  diamètre  conjugué  du  premier,  on  aura  par# 
la  même  raison  D = 0,  ce  qui  réduit  l’équation  de  la  courbe 
à la  forme 

(12)  Aar,  + Cy,  + F = 0. 
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PARABOLE  RAPPORTÉE  A l'N  DIAMÈTRE  ET  A I.A  TANGENTE 
A l’extrémité  DE  CE  DIAMÈTRE. 

139 — La  parabole  n’a  pas  de  système  de  diamètres  conju- 
gués; mais  si  l’on  prend  |K>ur  origine  le  point  où  le  diamètre 
rencontre  la  courbe,  le  terme  constant  F de  l’équation  (tt)  sera 
nul;  d’ailleurs  les  droites  parallèles  à l’axe  ne  coupent  la 
courbe  qu’en  un  point,  c’est-à-dire  qu’à  chaque  valeur  dey 
correspond  une  seule  valeur  de  x,  ce  qui  exige  que  A=0. 
Ainsi  l’équation  de  la  parabole  sera  de  la  forme 
(13)  Cy’  + Dx=0. 

Les  formes  (12)  et  (13)  se  rapportent  à une  infinité  de  sys- 
tèmes d'axes  obliques  et  à un  seul  système  d’axes  rectangu- 
laires. 


CHAPITRE  III. 

Réduction  de  l'Équntlon  du  second  degré. 

140—  Pour  étudier  avec  plus  de  facilité  les  propriétés 
d’une  courbe  du  second  degré,  il  importe  de  simplifier  autant 
que  possible  son  équation  , en  la  rapportant  à des  axes  de 
coordonnées  convenablement  choisis.  Nous  avons  vu  dans  le 
chapitre  précédent  que  l’équation  du  second  degré  peut  tou- 
jours être  ramenée  à l’une  des  deux  formes 
(«)  Ajî’-f-Cy’  + F = 0 , 

(P)  Gy,  + Da-=0. 

Quand  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  ramène 
son  équation  à la  forme  (<*)  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées un  système  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques; 
généralement  les  coordonnées  seront  obliques  ; elles  seront 
rectangulaires  si  l’on  rapporte  la  courbe  a ses  deux  axes. 
Quand  la  courbe  est  une  parabole,  on  ramène  son  équation  à 
la  forme  (P),  en  prenant  pour  axe  des  x un  diamètre  quel- 
conque, et  pour  axe  des  y la  tangente  à l’extrémité  de  ce  dia- 
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mètre  ; si  l’on  veut  que  les  coordonnées  soient  rectangulaires, 
on  prendra  pour  axe  des  x l’axe  de  la  courbe. 

C’est  à l’aide  de  ces  deux  formes  d’équations,  en  coordonnées 
rectangulaires,  que  nous  démontrerons  la  plupart  des  proprié- 
tés des  courbes  du  second  degré.  Nous  allons  expliquer  la 
marche  à suivre  pour  effectuer  la  réduction  de  l’équation.  Soit 
(4)  A^’-fbxy  + C//*  + Dar  + Ey-)- F =0 
une  équation  du  second  degré,  en  coordonnées  rectangulaires; 
si  les  coordonnées  étaient  obliques,  on  ferait  une  première 
transformation  pour  les  rendre  rectangulaires. 


ELUPSE  ET  I1VFEBB0LB. 


‘141 — Examinons  d’abord  le  cas  où  la  quantité  B*— 4AC 
est  différente  de  zéro;  la  courbe  admet  un  centre  unique, 
dont  les  coordonnées  a et  b vérifient  les  deux  équations 
(n°  126) 


2 Aa  + B6  + D = 0, 

Ba  + 2Cè  + E = 0 ; 

transportons  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au  centre 

C (fig.  72)  ; nous  savons  que  les 
termes  du  second  degré  ne  chan- 
gent pas,  que  ceux  du  premier 
degré  disparaissent , et  que  le 
terme  constant  F,  de  la  nouvelle 
équation  est  donné  par  la  formule 
Da  + E b 


Y 

T, 

^ 

/ 

A 

/ 

/ 

\ y *• 

xy 

y 

0 

\ 

Fig 

75. 

F,= 


-F.  L’équation  de 


la  courbe,  par  ce  premier  changement  de  coordonnées,  se 
simplifie  et  devient 

(2)  A®,*-f  Bar.y.  + Cy.’+F^O. 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  des  coordonnées  suppo- 
sés rectangulaires  d'un  angle  a autour  du  centre  C jiour  les 
faire  coïncider  avec  les  axes  de  la  courbe;  les  formules  de 
transformation  sont 


x,  =.x!  cos  a — y'  si n a, 

y,  = x1  sin  a + y’ rusa. 
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En  substituant  dans  l’équation  (2),  on  obtient  la  nouvelle 
équation 

(3)(AcOS,a+Cs»n,a+Bs»naCOSa)x'*-l-(Asm,a-K;cOS’a— BsmaCOSaJÿ'1 
+ [2(C— A).smacosa+B(cos’a — sm,a)]a"'ÿ’+FI=0. 

On  peut  disposer  de  l’angle  a de  manière  à annuler  le  coeffi- 
cient du  terme  en  x'y pour  cela,  on  posera 

(4)  2(C — A)  SIM  a COÎ  a -j-  B(C0S*  a — Stn*a)=:0, 
ou 

(5)  Bfa«ÿ*a  + 2(A — C) tanga — B = 0. 

Cette  équation  du  second  degré  est  la  même  que  l’équation  (10) 
dun°135,  par  laquelle  nous  déterminions  la  direction  des 
axes  de  la  courbe.  Mais  on  peut  résoudre  l'équation  (4)  plus 
simplement  en  l’écrivant  sous  la  forme 

(C — A)st'n2a-f  Bcos2a  = 0, 

d’où 

B 

(6)  tang 2a  = ^— 

Si  l’on  exclut  le  cas  où  l’on  a à la  fois  B=0,  et  A=C,  ce  qui 
est  le  cas  du  cercle,  l’équation  (6)  admet  une  solution  positive 
w moindre  que  it,  et  les  diverses  valeurs  de  l’angle  2a  qui 
satisfont  à l’équation  (6)  sont  comprises  dans  la  formule 
2 a = i.)  + k ir , 

dans  laquelle  k désigne  un  nombre  entier  quelconque  positif 
ou  négatif;  on  en  déduit 


Les  diverses  valeurs  de  a ne  donnent  que  quatre  directions 
différentes  pour  Taxe  CX’;  ces  quatre  directions  sont  opposées 
deux  à deux  et  forment  deux  droites  rectangulaires.  Nous 

Ci)  . , , 

prendrons  pour  a la  valeur  y,  qui  est  toujours  positive  et  in- 
férieure à Le  terme  en  x'y' disparaît  dans  l’équation  (3);  il 

reste  à calculer  les  coefficients  des  termes  en  x1'  et  en  y Si 
Ton  pose 
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M = Acos’a  + Csm’a  + Bîl'nafOia, 

N = A *ifl  *ot  -j-  C COS  ' a — B lin  a COJ  a ; 

on  a 


M+N=A+C, 

M — N==  (A — C)  (cos  *a — sin  * a)  2 B sin  a cosa 
=(A — C)doj  2 a + Bttn  2 a. 

L’équation  (6)  donne 

B a A— C 

sin 2a= , cos 2a— : 

±v'  B*  4- (A— C)>  ±l/B*4-(A— C)* 

il  en  résulte 

M — N = ± V B ’ 4-  (A—  C) 

On  calculera  donc  les  deux  coefficients  M et  N à l’aide  des 
formules 

| M4-N=A4-C 

(1'  i M — N=±l/  B*  4-  (A— C)’ . 

Nous  avons  choisi  la  valeur  de  2a  positive  et  inférieure  à 
«n2a  ayant  une  valeur  positive,  il  faudra  mettre  devant  le 
radical  le  signe  de  B.  De  cette  manière  l’équation  de  la  courbe 
est  ramenée  à la  forme  simple 

(8)  Mx/*4-Ny'*4-F,  = 0. 

Si  l’on  retranche  les  deex  équations  (7)  membre  à membre 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  obtient  la  relation 
4MN  = 4AC  — B\ 

L’équation  (8)  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  sui- 
vant que  les  deux  coefficients  M et  N ont  le  même  signe  ou 
des  signes  contraires. 


PAHABOLE. 

142— Quand  B’— 4AC  = 0,  les  termes  du  second  degré 
dans  l’équation  proposée  forment  un  carré  parfait;  on  a,  en 

B* 

effet,  en  remplaçant  A par  sa  valeur  — , 

4 Ci 

Kx' +toxy  + Cy'=c(y'+^xy  +^rtx'^=C.(y , 
et  l'équation  peut  s’écrire 
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:(Ï+Æ*)’ 


+ Dx+Ey+F=0. 


Faisons  d’abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de  l’o- 
rigine d’un  angle  « (fig.  73),  à l’aide  des  formules  de  trans- 
formation 

x=xlcosa-‘y,sina, 
y = x,  sina-j-y,  cos  a; 
l’équation  proposée  devient 

(10)  C ^cosa— isina^J/.+^Sina-f-^-COSa^.j’ 

-f-  ( Ü cos  a-j-Esin  a)  x , + (E  cos  o — D sin  a)  y,  -f  - F = 0. 

On  peutdisposerdel’an- 
gle  a de  manière  à an- 
nuler le  coefficient  dex, 
oudey,  dans  le  polynôme 
qui  est  élevé  au  carré  ; 
posons,  par  exemple, 

B 

Stria  +ÿp  COS  a=0, 

2u 


Y 

/ 

i 

xy 

y / /A 

\ 

\ 

/\*  / 

S* 

K 

d’où 


(1 1 ) langa=  — 


B 

2C  ’ 


Rg.  73.  l'équation  (10)  se  sim- 

plifiera et  prendra  la  forme 

(12)  Ny,'  + Px1  + Qy,  + F = 0. 

On  a 

N— C ( cos  a — — -sin  a)  =C  f cosa-j-tanoasino  ) = , 

V 2C  J \ J cos*  a’ 

et  par  suite 

N=ï±i£=A+c. 


Quant  aux  coefficients  P et  Q,  on  les  obtiendra  en  remplaçant 
sin  a et  cos  a par  leurs  valeurs,  ce  qui  donne 

p _ 2CD — BE  0 _ 2CE  + BL) 

_ l/.iC(A  + C)5  /*.tC(A  + C)  ’ 

Si  le  coefficient  P était  nul,  l’équation  (12),  ne  renfermant 
plus  x, , ne  pourrait  représenter  que  deux  droites  parallèles  à 
l’axe  OX,.  Lorsquejce  coefficient  est  différent  de  zéro,  on  trans- 
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porte  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes;  en  posant  x^a+iï, 
yt=b- \-y' , l’équation  (12)  devient 

N y’1  + P x'  + (2  N 6 + Q)  y'  + (N  b * + P a + Q b + F)  = 0. 

On  disposera  des  coordonnées  a et  b de  la  nouvelle  origine  A 
de  manière  à annuler  le  coefücient  de  y'  et  le  terme  constant, 
2Nè  + Q=0, 

N6*+Pa  + Q6  + F = 0, 

ce  qui  donne  pour  a et  b des  valeurs  finies  et  déterminées,  et 
l’équation  sera  ramenée  à la  forme  simple 
(13)  Ny’’  + Pa/  = 0. 

On  a fait  d’abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
l’origine  de  manière  à rendre  l’axe  OX,  parallèle  à l’axe  de  la 
parabole;  on  a transporté  ensuite  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  sommet  A de  la  parabole.  De  cette  manière  la 
parabole  est  rapportée  à son  axe  et  à la  tangente  au  sommet. 


EXEMPLES. 

I.  2x!  — 3xy  + 3y*  +#  — 7y  + 1 =0. 

La  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la  quantité  B’ — 4AC  est 
négative.  Pour  obtenir  les  coordonnées  du  centre  on  égale  à 
zéro  les  deux  dérivées  partielles, 

Ax— 3y  + t=0, 

— 3 05+6. y— 7 = 0. 

d’où 


il  en  résulte  F,  = — . 

O 

En  transportant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au 
centre  C (flg.  72),  l’équation  devient 

2x,*— 3x,y1+3y,*—  y-  = <>- 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  d’un  angle  a donné  par 
la  formule 

B 

long  2«  = — — = 3. 
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L’équation  résolue  par  les  tables  donne 


d’où 


2a  = 7to33'54", 
a=35°  46'  57". 


On  peut  aussi  obtenir  l’angle  <*  par  une  construction  graphi- 
que ; on  porte  sur  les  axes  des  x et  des  y,  à partir  de  l’origine 
C,  deux  longueurs  respectivement  égales  à 1 et  3;  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  les  deux  longueurs  fait  avec  Taxe 
des  x un  angle  qui  a pour  tangente  3;  l’axe  CX'  est  donc  la 
bissectrice  de  cet  apgle.  On  obtient  ensuite  M et  N par  les 
formules 

: M + N=5, 

M — N = — 1/10, 

puisque  B est  négatif.  Il  en  résulte 


M 


5 — / 10 
- 2 ’ 


N 


5 -f-  j/  10 

2 1 


et  l’équation  de  la  courbe  devient 


(V-Vio)  ***  + (s-fV  lo)y'«  = ^; 

la  courbe  intercepté  sur  les  axes  des  longueurs 


CA 


=|/  : 


20 


3(5  — ^10)  ' 

IL  2a:*  — 5xy  + 5.y  — 1 =0 


cb  = |/ — 96 . _ . 

3(5+^  10) 


Fig.  74. 


La  courbe  est  une  hyper- 
bole. Les  coordonnées  du 
centre  données  par  les 
équations 

4 .r  — >s  y — 0 , 

— 5x  + 5=0, 

sont 

x=l,  y=i,  d’où  F,  = 1 . 
;> 

En  transportant  l’origine 
au  centre,  l’équation  de- 
vient 


2®,*  — 5ar,y,-f  1 =0. 
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L’angle  a est  donné  par  la  formule 


et  l’on  a 


lang  2«=  — — , 

M + N=2, 

H — N = — v7  29, 


d’où  M= 


2 — ✓ 29 


N= 


2 -f  ✓ 29 


l’une 


2 ’ 2 

L’équation  de  la  courbe  rapportée  à ses  axes  est 
(2  - ✓29)  x'*+  v2  + ✓29)  y'  * + 2 =0. 

L’équation  primitive  ne  contenant  pas  de  terme  en  y 3 
des  asymptotes  est  parallèle  à l’axe  OY  (fig.  74). 

III.  4x*— 12xy  + 9y*—  36  i + 100  = 0. 

La  courbe  est  une  parabole  (fig.  73).  Les  termes  du  second 
degré  forment  un  carré  parfait,  cl  l’équation  peut  s'écrire 

9 (y  — ? x ^ — 3Gx+  100=0. 

Faisons  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l’angle  a donné 
par  la  formule 


B 


12 


d’ou 
on  aura 


a=  34»  41' 25", 


3 2 

N=13,  cos  x— — — ,sm=  , 

y 13  y\  3 

o=JL. 

^ 13  ^13 

L’équation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  OX,  et  OYj  est  donc 

y,+ 100=0. 

y ta  Y 13 

On  obtient  les  coordonnées  du  sommet  en  joignant  à celte 
équation  la  suivante 

72 

26y,  + -==0. 

y \ 3 

On  en  déduit 

36  3901 

x,  = — • 


13^  13 


27.  13^  13 
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En  transportant  les  axes  en  ce  point,  l’équation  devient 


13y'._i2Lx/=0. 

v 13 


CHAPITRE  IV 

De  l'Elllpae. 


143 — Proposons-nous  de  construire  la  courbe  représentée 
par  l’équation 


Mx*  + Ny*+F,  = 0, 


dans  laquelle  les  deux  coefficients  M et  N ont  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +. 

Si  la  constante  F,  a une  valeur  positive,  l’équation,  ne  pou- 
vant être  satisfaite  par  des  valeurs  réelles  de  x et  y,  ne  repré- 
sente aucun  lieu  géométrique. 

Si  F,  est  égal  à zéro,  l’équation,  n'étant  satisfaite  que  par 
x = 0,  y = 0,  représente  un  seul  point,  l’origine  0. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  F,  a une  valeur  négative  , 
et  posons  F,  = — H;  l’équation  devient 
Ma*+  Ny’=H. 

Résolue  par  rapport  à y,  elle  donne 


Pour  que  l’ordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 

la  valeur  numérique  de  l’ab- 
scisse soit  plus  petite  que 

j/^;  portons  sur  l’axe  X’X, 

à partir  de  l'origine , deux 
longueurs  OA , OA’  égales  à 

l/^Jet  par  les  points  A,  A' 
menons  des  parallèles  à l’axe 
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Y'Y,  la  courbe  est  située  tout  entière  entre  ces  deux  parallèles 
(fig.  75).  A chaque  abscisse  OP,  comprise  entre  ces  limites, 
correspondent  deux  ordonnées  PM,  PM'  égales  et  de  signes 
contraires;  quand  x=0,  l’ordonnée  acquiert  sa  plus  grande 

valeur  numérique  |/ portons  sur  Y'Y,  à partir  de  l’origine, 


deux  longueurs  OB,  OB'  égales  à , et  par  les  points  B,  B' 


menons  deux  parallèles  à l’axe  X'X  ; la  courbe  est  située  tout 
entière  entre  ces  deux  nouvelles  parallèles,  et  par  conséquent 
elle  est  renfermée  dans  le  rectangle  CDEF  formé  par  les  deux 
couples  de  parallèles. 

Si,  pour  abréger,  on  représente  par  a et  b les  deux  quantités 


l’équation  prend  la  forme 


x'1  V ’ 


d’où 


Quand  x croît  de  O à a,  la  valeur  numérique  de  y décroît  de 
b à 0,  ce  qui  donne  un  arc  de  courbe  BMA,  et,  à cause  du 
double  signe,  l’arc  égal  B'M'A.  Quand  x varie  de  0 à — a,  la 
valeur  numérique  de  y décroît  encore  de  6 à 0,  ce  qui  donne 
deux  autres  arcs  BM,.V,  B'N'.V  égaux  aux  premiers.  Ces  quatre 
arcs  égaux  forment  l’ellipse. 

La  droite  A'A  est  un  oare  de  l’ellipse  ; car  à chaque  abscisse 
OP  correspondent  deux  ordonnées  PM, PM'  égales  et  de  signes 
contraires.  La  droite  B'B  est  aussi  un  axe  de  l’ellipse  ; car  si  on 
résolvait  l’équation  par  rapport  à x,  on  verrait  de  même  qu’à 
chaque  ordonnée  OQ  correspondent  deux  abscisses  QM,  QM, 
égales  et  de  signes  contraires. 

Les  points  A,  A',  B,  B',  où  les  axes  rencontrent  l’ellipse,  sont 
les  sommets  de  l’ellipse. 

Les  longueurs  A'A,  B'B  des  deux  axes  sont  respectivement 
égales  à 2a  et  à 26. 
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L’ellipse  devient  un  cercle  quand  les  axes  sont  égaux. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’origine  O est  centre  de  l’ellipse  ; 
en  effet,  soient  x,  y les  coordonnées  d’un  point  ^quelconque  M 
de  l’ellipse,  il  est  évident  que  l'équation  (1)  est  aussi  satis- 
faite par  les  valeurs  —x.  — y;  il  existe  par  conséquent  un  se- 
cond point  N de  l’ellipse  qui  a ses  coordonnées  — OP',  — P N 
respectivement  égales  aux  coordonnées  OP,  PM  du  point  M, 
mais  de  sens  contraire;  les  triangles  OPM,  OP'N  sont  égaux  ; 
donc  OM=ON,  et  la  ligne  MON  est  droite  à cause  des  angles 
égaux  POM,  P'ON.  Ainsi  les  points  M et  N de  l’ellipse  sont  deux 
à deux  symétriques  par  rapport  au  point  O ; donc  le  point  O 
est  centre  de  l’ellipse. 

144— Pour  étudier  comment  varie  la  distance  du  centre 
aux  différents  points  de  l’ellipse,  ou  le  rayon  de  l’ellipse, 
cherchons  l’équation  de  l’ellipse  en  coordonnées  polaires,  en 
prenant  le  centre  0 pour  pôle  et  l’axe  OA  de  la  courbe  pour 
axe  polaire.  Si  dans  l’équation  (1)  on  remplace  x et  y par 
o cot  ta,  et  p sin  i»  on  a 

p’cos1^»  ( p,stn,w_ 

(,)  — 1. 

Supposons  a > b,  et  écrivons  l’équation  sous  la  forme 

1 1 l/'1  1 \ • . 

— r = — , + .— -,  lsm’id. 

p*  a’  V,  b*  a' J 

Si  l’on  fait  varier  w de  0 à ■£-,  la  quantité  croît,  et  par  con- 
séquent p décroît  constamment  de  a à 6.  Le  maximum  de  p 
est  a,  le  minimum  b. 


Fig.  76. 


145 — Désignons  par  x et  y les 
coordonnées  d’un  point  quelconque 
du  plan  et  considérons  le  polynôme 

a*^  6* 

Pour  un  point  M situé  sur  l’ellipse 
(tig.  70),  le  polynôme  est  égal  à zéro. 
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Imaginons  qu’un  point  mobile  P parte  du  point  M et  s’éloigne 
sur  le  prolongement  du  rayon  OM;  les  deux  coordonnées  x et 
y augmentant  en  valeur  absolue,  le  polynôme  va  en  croissant 
indéfiniment;  il  prend  donc  des  valeurs  positives  de  plus  en 
plus  grandes.  Au  contraire,  si  le  point  mobile  se  rapproche 
du  centre,  le  polynôme  diminue  et  prend  des  valeurs  néga- 


x 


V’ 


tives.  Ainsi  le  polynôme  — + ^ — * reste  négatif  pour  tous 


les  points  situés  à l’intérieur  de  l'ellipse , sur  l’ellipse  il  est 
nul,  et  il  devient  positif  pour  tous  les  points  situés  en  dehors 
de  l’ellipse. 


140 — Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l’un  des 
axes  de  l’ellipse  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments 
correspondants  formés  sur  cet  axe. 

En  effet,  si  l’on  désigne  par  x et  y les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  l’ellipse  (Üg.  75),  on  a,  en  vcrlu  de 
l’équation  (2), 

y 1 _b* 

a*  — x ' a*’ 

ou 

y*  _ b * 

(a-x)  (a+x)  a*’ 

Mais  les  deux  segments  AP,  A'P  de  Taxe  AA'  sont  égaux  res- 
pectivement à a— x et  à a+x;  donc  on  a 

MP*  _ 6* 

APx  A'P  ~o*‘ 

Ainsi  le  carré  de  l’ordonnée  est  au  produit  des  segments 
formés  sur  l’axe  dans  un  rapport  constant. 


14 7 —Les  ordonnées  perpendiculaires  au  grand  axe  de 
rellipse  sont  aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  décrit 
sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le  rapport  constant  du  petit 
axe  au  grand  axe. 

br.  9 
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Soit  AA'  le  grand  axe  de  l’ellipse  (fig.  77);  sur  ce  grand  axe 
comme  diamètre  décrivons  un 
cercle;  à l’ordonnée  MP  de  l’el- 
lipse correspond  l’ordonnée  M,P 
du  cercle.  L’équation  (S)  s’écrit 

y —b. 


/a’ — x* 


mais  / a* — x * représente  l’or- 
donnée M,P  du  cercle  ; on  a donc 

MP b 

M,P  a" 


Le  petit  axe  jouit  de  la  même  propriété;  l’ordonnée  MQ, 
perpendiculaire  au  petit  axe,  est  à l’ordonnée  correspondante 
M,Q  du  cercle  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le 
rapport  constant  du  grand  axe  au  petit  axe. 


14 H— L’ellipse  est  la  projection  orthogonale  d’un  cercle. 
Imaginons  que  l’on  fasse  tourner  le  cercle  AB, A'  autour  de 

AA'  comme  charnière  d’un  angle  9,  tel  que  l’on  ait  cos  9 = 

l’ordonnée  PM,  du  cercle  tournera  autour  du  point  P,  tout  en* 
restant  perpendiculaire  à l’axe  AA';  dans  cette  position,  elle 
se  projettera  sur  la  droite  PM;  pour  avoir  la  longueur  de  la 
projection,  il  suffit  de  multiplier  la  longueur  PM,  par  cos  9 ou 

par  ce  qui  donne  l’ordonnée  PM  de  l’ellipse.  Ainsi  le  point 

M,  du  cercle  a pour  projection  le  point  M de  l’ellipse  ; chacun 
des  points  du  cercle  se  projetant  ainsi  au  point  correspondant 
de  l’ellipse,  il  s’ensuit  que  l'ellipse  est  la  projection  du  cercle. 

On  peut  aussi  considérer  le  cercle  comme  la  projection 
orthogonale  d’une  ellipse.  Imaginons  que  Ton  fasse  tourner 
l’ellipse  autour  de  Taxe  BB'  d’un  angle  9 ayant  pour  cosinus 

l’ordonnée  QM  de  l'ellipse  aura  pour  projection  l’ordonnée 

QM,  du  cercle  décrit  sur  BB’  comme  diamètre,  et  le  petit  cercle 
sera  la  projection  de  l’ellipse. 
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149 — Construction  de  l’ellipse  par  points. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  un  moyen  très-simple  de  con- 
struire l'ellipse  par  points.  Sur  chacun  des  deux  axes  de  l’el- 
lipse comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  (flg.  77);  du  centre 
on  trace  un  rayon  quelconque  qui  coupe  les  deux  cercles  en 
M,  et  M,;  par  le  point  M,  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe, 
par  le  point  M,  une  parallèle  au  grand  ; le  point  d’intersection 
M de  ces  deux  droites  appartient  à l’ellipse.  Après  avoir  déter- 
miné de  la  sorte  un  nombre  suffisant  de  points,  on  fait  passer 
un  trait  continu  par  tous  ces  points,  et  l’ellipse  est  ainsi  con- 
struite. 


150 — Construire  les  points  d'intersection  d’une  ellipse  et 
d'une  droite. 

Il  est  utile  de  savoir  déterminer  les  points  où  une  droite 


donnée  MM'  coupe  une  ellipse 


définie  par  ses  deux  axes  AA', 
BB'  (fig.  78),  sans  que  l’ellipse 
soit  tracée.  Comme  nous  l’a- 
vons dit,  l’ellipse  peut  être 
. considérée  comme  la  projec- 
tion orthogonale  du  cercle 
AB,A'  décrit  sur  le  grand  axe 
AA'  comme  diamètre,  et  que 
l’on  fait  tourner  autour  de 


AA'  d'un  angle  ? ayant  pour  cosinus 

Cherchons  dans  le  plan  du  cercle  la  droite  M,M't  qui  a pour 
projection  MM'  dans  le  plan  de  l’ellipse;  soit  N un  point  quel- 
conque de  la  droite  MM' , le  point  correspondant  N,  est  placé 
sur  l’ordonnée  NQ  à une  distance  telle  que  l’on  ait 
NQ  b 


pour  le  déterminer  on  mènera  la  droite  BN  jusqu’à  sa  ren- 
contre en  H avec  l’axe  AA';  la  droite  B,H,  se  projetant  suivant 
BH,  coupe  l’ordonnée  QN  au  point  N,.  On  obtiendrait  de  même 
un  autre  point  quelconque  de  la  droite  M,M',;  mais  il  est  pluB 
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simple  de  se  servir  du  point  S où  la  droite  MM'  rencontre 
l’axe;  la  droite  SN,  a pour  projection  la  droite  donnée  sur  le 
plan  de  l’ellipse.  Cette  droite  SN,  coupe  le  cercle  en  deux 
points  M,,  M',  ; les  ordonnées  M,P,  M,'F  détermineront  sur  la 
droite  donnée  les  deux  points  M,M'  où  cette  droite  rencontre 
l’ellipse. 


151 — Équation  de  la  tangente. 

Nous  avons  trouvé  (n°  88)  l’équation  de  la  tangente  à une 
courbe  quelconque,  l’équation  de  l’ellipse  étant  ramenée  à la 
forme  simple 

& y' 

*+£-*=«. 

la  tangente  a pour  équation 

2x 

Y-y=_£<X-z), 


on 


xX 

a' 


6* 

y Y x1 


y'. 


— + 2—  = — 4-  — 
a*  T 6*  o»^  A*’ 

le  point  de  contact  étant  sur  l’ellipse,  on  a 

X-  + y-  = \ 
o*  + 6*  ’ 

et  par  suite  l’équation  de  la  tangente  devient 

<*>  £+£=*■  . ' 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a pour  valeur  — 


b'x 

a>y 


On  voit  qu’en  A et  A'  la  tangente  est  perpendiculaire  sur 
l’axe  A'A,  qu’en  B et  B'  elle  lui  est  parallèle,  et  que,  quand  le 
point  de  contact  se  meut  sur  l’ellipse  de  A en  B,  la  tangente 


fait  avec  A'A  un  angle  obtus  qui  croît  de^  à 

2 

La  normale  étant  perpendiculaire  à la  tangente  a pour 
équation 
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159 — Construction  de  la  tangente  en  un  point  de  l’ellipse. 
Si  dans  l’équation  de  la  tangente  on  fait'Y=0,  on  obtient 

a* 

l’abscisse  X = — du  point  T ou  la  tangente  rencontre  le  pro- 

X 


longemeut  du  grand  axe  (fig.  79). 
Comme  cette  valeur  de  OT  est 
indépendante  du  petit  axe  26  et 
de  l’ordonnée  y du  point  de  con- 
tact, il  en  résulte  que,  si  sur 
l’axe  A' A on  construit  plusieurs 
ellipses,  les  tangentes  aux  points 
qui  ont  même  abscisse  passent 
par  un  même  point  T situé  sur 
le  prolongement  de  Taxe  A'A.  Or,  parmi  ces  ellipses,  se  trouve 
le  cercle  AB, A'  ; pour  construire  la  tangente  à l’ellipse  au  point 
M,  on  mènera  une  tangente  au  cercle  au  point  M,,  situé  sur  la 
même  ordonnée,  on  joindra  le  point  M au  point  T,  où  la  tan- 
gente au  cercle  rencontre  le  prolongement  de  l’axe  A'A  ; la 
droite  MT  ainsi  obtenue  est  la  tangente  à l’ellipse. 

Cette  construction  revient  à considérer  la  tangente  à l’ellipse 
au  point  M comme  la  projection  de  la  tangent:  au  cercle  au 
point  correspondant  M,.  En  effet,  quand  on  fait  tourner  le  plan 
du  cercle  autour  de  l’axe  AA'  de  l’angle  <p,  le  point  T où  la 
tangente  M,T  rencontre  l’axe,  ne  bouge  pas,  le  point  M,  se 
projetant  en  M,  la  droite  TM,  aura  pour  projection  TM  ; c’est 
la  tangente  à l’ellipse. 


Fig-  79. 


153— Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P. 
Désignons  par  x,  et  y , les  coordonnées  du  point  P (flg.  80). 

Soit  PM  la  tangente  demandée,  appe- 
lons x et  y les  coordonnées  du  point 
de  contact  M ; le  point  M étant  sur 
l’ellipse,  on  a l’équation 
ae*  w* 
o*  + 6* 

Fig.so.  La  tangente  au  point  M a pour  équation 


% 
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a»  + b'  ’ 

cetle  tangente  devant  passer  au  point  P,  son  équation  doit  être 
vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  P,  ce  qui  donne  l’équa- 
tion de  condition 

xx,  yy,_ 
o*  6* 

Ainsi  les  deux  coordonnées  x et  y du  point  de  contact  M sont 
déterminées  par  les  deux  équations  simultanées 

M £ + £=*» 


(5) 


xx,  yy,_ 

di'+V-1- 


Pour  résoudre  ces  deux  équations,  on  substituera  dans  la 
première  la  valeur 


xx, 
a * 

y, 

b 


tirée  de  la  seconde,  ce  qui  conduit  à l'équation  du  second 
degré 


dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M et 
M'  des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  Cette  équation,  dans 

OC 

laquelle  on  peut  regarder  - comme  l’inconnue,  aura  ses  ra- 
cines réelles  si  la  condition 


x'  , y£ 

a'  "**  b 1 


— i >0 


est  satisfaite,  c’est-à-dire  si  le  point  P est  en  dehors  de  l’ellipse. 

La  résolution  des  deux  équations  simultanées  (1)  et  (5)  re- 
vient à chercher  les  points  d’intersection  des  deux  lignes  re- 
présentées par  ces  deux  équations.  L’équation  (t)  représente 
l’ellipse  proposée,  l’équation  (5)  la  droite  des  contacts  MM'. 


154 — Il  est  facile  de  construire  géométriquement  les  lan- 
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gentes  menées  du  point  P,  en  considérant  l’ellipse  comme  la 

projection  du  cercle 
AB, A (flg.  81).  Cher- 
chons dans  le  plan 
du  cercle  le  point  P, 
qui  a pour  projection 
le  point  P dans  le  plan 
de  l’ellipse.  Traçons 
dans  le  plan  de  l’el- 
lipse la  droite  PB  que 
nous  prolongerons 
jusqu’à  sa  rencontre 
avec  l’axe  en  H;  la  droite  HB,,  ayant  pour  projection  HB, 
passera  par  le  point  P,  et  déterminera  ce  point.  Du  point  P, 
menons  au  cercle  des  tangentes  P,M, , P,M/  que  nous  pro- 
longerons jusqu’à  leur  rencontre  avec  l’axe  en  T et  T'  ; les 
droites  PT,  PT',  projections  des  tangentes  au  cercle,  seront 
tangentes  à l’ellipse,  et  les  points  de  contact  M et  M'  seront 
situés  sur  les  ordonnées  des  points  M,,  M/. 

Pour  que  l'on  puisse  effectuer  ces  constructions,  il  n’est  pas 
nécessaire  que  l’ellipse  soit  tracée. 


155 — Mener  une  tangente  parallèle  a une  droite  donnée. 
Soit 

y = mx 

l’équation  de  la  droite  donnée  OL,  que  l’on  peut  supposer  me- 


à m,  on  a la  seconde  équation 


née  par  le  centre  (flg.  82). 
Appelions  x et  y les  coor- 
données du  point  de  contact 
M;  ce  point  étant  sur  l’el- 
lipse, on  a l’équation 


le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  devantêtreégal 
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b*x 

— — m. 

y 

Ces  deux  équations  simultanées  déterminent  les  deux  in- 
connues «et  y,  la  première  représente  l’ellipse  proposée;  la 
seconde  une  droite  MM'  passant  par  le  centre  ; les  points  où 
cette  droite  rencontre  l’ellipse  sont  les  points  de  contact. 


156 — 11  est  facile  de  construire  ces  tangentes  géométrique- 
ment. Cherchez  d’abord  dans  le  plan  du  cercle  le  diamètre  OL, 
qui  a pour  projection  OL  sur  le  plan  de  l’ellipse  ; il  suffit  de 
joindre  le  point  B à un  point  quelconque  L de  la  droite  OL  et  de 
prolonger  la  droite  BL  jusqu’à  sa  rencontre  avec  l’axe  en  H ; 
puis  de  joindre  B,ll  et  de  prendre  le  point  d’intersection  L,  de 
cette  droite  avec  l’ordonnée  du  point  L;  le  point  L étant  la 
projection  du  point  L,,  la  droite  OL  est  la  projection  de  OL,. 
Menez  au  cercle  des  tangentes  M,T,  M/T',  parallèles  à OL,  (il 
suffit  pour  cela  de  mener  un  diamètre  M,M/  perpendicu- 
laire à OL,)  ; par  les  points  T et  T'  où  ces  tangentes  rencon- 
trent l’axe,  menez  des  parallèles  TM,  T'M'  à la  droite  OL,  vous 
aurez  les  tangentes  demandées,  car  les  projections  OL,  TM  des 
droites  parallèles  OL,,  TM,  sont  elles-mêmes  parallèles;  vous 
obtiendrez  les  points  de  contact  M et  M'  par  les  ordonnées  des 
points  M,  et  M/. 


15 7— On  peut  obtenir  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse 
sous  une  autre  forme  qu’il  est  bon  de  connaître.  Cherchons 
les  points  d’intersection  de  l’ellipse 

‘ïl  + yl-i 

a*  ‘ b*~~ 

et  de  la  droite 

. y=mx  + k. 

L’élimination  de  y conduit  à l’équation  du  second  degré 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'interseclion. 
Quand  cette  équation  a ses  racines  réelles  et  inégales,  la  droite 
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rencontre  l’ellipse  en  deux  points  ; c’est  une  sécante.  Quand 
les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  ce  qui  a lieu  lorsque 
la  condition 

kr  = a’m*  + b' 

est  remplie,  les  deux  points  d’inlerseclion  se  confondent,  et 
la  sécante  devient  tangente.  Si  l’on  remplace  la  constante  k 
par  sa  valeur,  l’équation  de  la  tangente  se  présente  sous  la 

forme  

(6)  y = mx±  / a'm’  + ét. 

Cette  équation,  dans  laquelle  le  paramètre  m est  arbitraire, 
représente  toutes  les  tangentes  à l’ellipse.  Si  l’on  donne  le 
coefficient  angulaire  m ou  la  direction  de  la  tangente,  l’équa- 
tion est  entièrement  déterminée,  et,  à cause  du  double  signe, 
on  a deux  tangentes  parallèles  et  à égale  distance  du  centre. 


ISS — Cette  forme  donnée  à l'équation  de  la  tangente  est 
utile  dans  un  grand  nombre  de  questions.  Pour  en  montrer 


Y = mX 

la  tangente  devant  passer 
de  condition 


un  exemple,  proposons-nous  le 
problème  suivant  : Trouver  le 
lieu  du  sommet  d’un  angle  droit 
circonscrit  à l’ellipse.  Supposons 
que  l’on  veuille  mener  par  un 
point  extérieur  (fig.  83),  ayant 
pour  coordonnées  x et  y,  des 
tangentes  à l’ellipse;  si  l’on  re- 
présente la  tangente  par  l’équa- 
tion 

/ b*, 

ir  le  point  P,  on  aura  l’équation 


y = mx±  / a»m*  + b*, 

dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  m est  l’inconnue.  Cette 
équation,  mise  sous  forme  entière, 

m*  (a*  — æM  + Sxyro-f  (6*  — y«)  = 0 
est  du  second  degré  ; ses  deux  racines  donnent  les  directions 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P à l’ellipse, et,  par  consé- 
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quent,  déterminent  ces  tangentes.  Les  deux  tangentes  menées 
par  le  point  P seront  rectangulaires,  si  le  produit  des  deux 
valeurs  de  m est  égal  à — 1 , ce  qui  exige  que  les  coordonnées 
du  point  P vérifient  la  relation 

a'- — x*  ’ 


ou 


#*  + y*  = a’  + ô*. 

Ainsi  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  droit  circonscrit  à l’ellipse 
est  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 


DIAMÈTRES. 


150— Nous  avons  trouvé  (n°  129)  l’équation  générale  des 
diamètres  dans  les  courbes  du  second  degré.  En  représentant 
par  f (x,  y)  l’équation  de  la  courbe,  et  par  m le  coefficient 
angulaire  des  cordes  parallèles  MM'  (fig.  84),  nous  avons  vu  que 
l’équation  du  diamètre  Diy  se  met 
sous  la  forme 

fx  + mfy=0. 

L’ellipse  étant  rapportée  à ses  axes, 
l'équation  du  diamètre  se  réduit  à 
2x  2 my 
a,+  6*  ’ 

6« 

u= — — x. 

* a'm 

Si  l’on  désigne  par  m'  le  coefficient  angulaire  du  diamètre 
DD',  on  a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre, 
la  relation 


6* 

(7)  mm'  = . 

1 1 a* 

Nous  avons  vu  aussi  que  si  Ton  mène  des  cordes  MM"  paral- 
lèles au  diamètre  I)iy,  le  diamètre  EE'  qui  divise  ces  cordes 
en  deux  parties  égales  a pour  coefficient  angulaire  m;  les 
deux  diamètres  Diy,  EE'  forment  un  système  de  diamètres 
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conjugués,  et  leurs  coefficients  angulaires  m' et  m sont  liés  par 
la  relation  (7). 

Celle  relation  fait  voir  que  les  deux  coefficients  angulaires 
m et  m'  sont  de  signes  contraires,  et  par  conséquent  que  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  OD  et  OE  sont  situés  de  part 
et  d’autre  du  petit  axe  ; si  le  premier  part  de  la  position  OA  et 
tourne  de  OA  vers  OB,  le  second  part  de  la  position  OB  et 
tourne  de  OB  vers  OA'. 


400 — La  tangente  en  un  point  quelconque  D de  l’ellipse 
est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué  du  diamètre  Diy  qui 
passe  au  point  de  contact.  En  effet,  si  l’on  appelle  a;  et  y les 
coordonnées  du  point  D,  le  diamètre  OD  a pour  coefficient 


angulaire 


m = — ; le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 

X 


point  D est  m'= 


b*x 

— — ; on  voit  que  ces  deux  coefficients 
a*  y 1 


vérifient  la  relation  mm'  = -. 

a’ 

On  se  rend  bien  compte  de  cette  propriété  en  imaginant  que 
la  sécante  MM'  se  meut  parallèlement  au  diamètre  EE',  et 
s’éloigne  du  centre  ; les  deux  points  d’intersection  M et  M'  se 
rapprochent  de  plus  en  plus  du  milieu  de  la  corde , et 
finissent  par  se  confondre  en  D ; alors  la  sécante  devient 
tangente  au  point  D. 


161  — Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  se  montrent 
immédiatement,  quand  on  considère 
l'ellipse  comme  la  projection  d’un 
cercle.  Deux  diamètres  rectangulaires 
OD, , OE,  (fig.  85) , dans  le  plan  du 
cercle,  forment  un  système  de  diamè- 
tres conjugués  ; car  chacun  d eux  divise 
en  deux  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à l’autre;  les  cordes  parallèles  se 
projettent  sur  le  plan  de  l’ellipse  suivant  des  cordes  parallèles; 
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le  milieu  d’une  corde  a pour  projection  le  milieu  de  la  pro- 
jection de  la  corde;  chacun  des  diamètres  0D  et  OE,  projec- 
tions des  premiers,  divise  donc  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à l’autre  ; ce  sont  deux  diamètres  conjugués 
de  l’ellipse. 

On  en  déduit  facilement  la  relation  qui  existe  entre  les  coef- 
ficients angulaires  m et  m'  de  deux  diamètres  conjugués.  Si 
l’on  appelle  m,  et  m,'  les  coefficients  angulaires  des  deux  dia- 
mètres conjugués  OD,,  OE,  du  cercle,  on  a 
b « 

d’où  mmf =—,»»,»»/;  puisque  les  diamètres  conjugués  du 

cercle  sont  rectangulaires,  on  a — t;  il  en  résulte 

, b ' 
a» 

Quand  on  donne  un  diamètre  OD,  on  peut  trouver  le  conju- 
gué OE,  sans  que  l’ellipse  soit  tracée.  On  construira  le  dia- 
mètre OD,  qui  a pour  projection  OD;  on  mènera  le  diamètre 
OE,  perpendiculaire  à OD,,  et  on  projetlera  OE,;  la  projection 
OE  sera  le  diamètre  demandé. 


16 2— Ellipse  rapportée  à deux  diamètres  conjugués. 
Nous  avons  vu  (n°  138)  que,  lorsqu’on  prend  pour  axes  des 

coordonnées  deux  diamè- 
tres conjugués  Diy,  EE' 
j,  d’une  ellipse,  l’équation  de 
la  courbe  se  simplifie  et  se 
met  sous  la  forme 
Mi/>  + Ny'*  = H. 
Désignons  par  2a'  et  2 b1  les 
longueurs  des  diamètres 
conjugués;  si,  dans  l’équa- 
tion précédente,  on  fait 
successivement  y=0  et  *=0,  on  a 


/,  H 
a 1 = — 
M 


0 — N. 
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ce  qui  permet  d'écrire  l’équation  de  la  courbe  de  la  manière 
suivante  : 


x1 1 «/* 

P—  =1. 

a!*  ' b1* 


Ainsi,  quand  on  rapporte  l’ellipse  à deux  diamètres  conju- 
gués, la  forme  de  l’équation  est  la  même  que  lorsque  la 
courbe  est  rapportée  à ses  axes.  Seulement  les  coordonnées 
sont  obliques  au  lieu  d’être  rectangulaires. 

Les  calculs  qui  ont  été  effectués  pour  démontrer  les  pro- 
priétés de  l’ellipse,  au  moyen  de  l’équatiou  rapportée  aux 
axes,  et  dans  lesquels  on  n’a  pas  supposé  les  coordonnées 
orthogonales , pourront  être  répétés  avec  l’équation  de  la 
courbe  rapportée  à un  système  de  diamètres  conjugués.  Ainsi 
l’ellipse  étant  rapportée  au  système  des  diamètres  conjugués 
OD  et  OE,  la  tangente  aura  pour  équation 
x'X'  ÿ' Y' 
o"  "*■  V'  “ * 

Mais  l’équation  de  la  normale  ne  conserverait  pas  la  même 
forme. 

4«3-Si  l’on  appelle  a et  £ les  angles  que  font  les  deux 
demi -diamètres  OD,  OE  avec  le  grand  axe  OA,  a!  et  b1  leurs 
longueurs,  on  a,  d’après  l’équation  (3)  du  n°  144, 


(9) 


a'  'cos1  a a'  * sin  a 


a' 


- + 


= 1 , 


(i0)  | y,ff,P  = l. 

Les  deux  diamètres  étant  conjugués,  on  a,  en  outre,  la  relation 


tanga  tang$=—  — , 
ou 

fll,  cos  a cos  p , sin  a sin  p M 

11  a1  + P 

Des  deux  angles  a et  p,  l’un  étant  aigu,  l’autre  obtus,  nous 
supposerons  a aigu,  p obtus 

On  a ainsi  trois  relations  entre  les  quatre  quantités  variables 


V 
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a,  p,  a',  b dont  une  seule  est  arbitraire.  En  combinant  ces 
relations  de  diverses  manières,  on  obtient  différents  théorèmes. 


164 — En  multipliant  par  a'  b'  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion (11),  on  peut  l’écrire  sous  la  forme  suivante 


a' cos  a a'  sin  a 

a b 

b ' sin  8 — t/cosp  * 

b a 

chacune  de  ces  fractions  est  égale  à une  fraction  ayant  pour 
numérateur  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numé- 
rateurs, et  pour  dénominateur  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  dénominateurs  ; en  vertu  des  équations  (9)  et 
(10)  ces  deux  sommes  étant  égales  à l’anité,  on  a 
a'  cos  a a1  sin  a 


b'  sin  p —b'cosfi 

b a 


d’où 


ai  cos  a b'  sin  p a'  sin  a b'  cos  p 

~a  ~~b~’  b ~ a ' 


Si  dans  l’équation  (9)  on  remplace  .a.s'n  “ par  la  quantité 


. . b1  cos  p 

égalé -,  on  a 

a 

(12)  a'tcost(t  + 6/,cosîp  = a*; 
si  dans  la  même  équation,  on  remplace  ° C°S  a-  par  la  quan- 


tité égale 


b sin  p 


-,  on  a aussi 


(13)  a,lsin'a  + 6'’sin*p  = 6». 


Les  deux  équations  (12)  et  (13)  signifient  que  la  somme  des 
carrés  des  projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sur  chacun  des  axes  est  constante  et  égale  au  carré  de  cet  axe. 

En  ajoutant  les  deux  équations  (12)  et  (13)  membre  à mem- 
bre, on  obtient  l’équation 
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(14)  a1'  + V'  = a'  + b'; 
ainsi  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quel 
conques  est  constante  et  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes. 


165 — En  décomposant  chacun  des  termes  de  l'équation  (9) 
en  deux  facteurs,  on  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 
a'  cos  a a' cos  a . a'sina  a'sina 


a'  cos  a ( a!  stn  a 

- -j  - 


si  l’on  remplace  les  seconds  facteurs  a C°S  a Sl"  - par  les 

....  . . b'  sin  p bé  cos  p . 

quantités  égalés  — g — , ^ — , il  vient 

a'  b'  ( sin  p cos  a — sin  a cos  p) 

Ï6 = *' 


ou 

(14)  a'VsiniP — a)=ab. 

Le  produit  a1  b1  sin  (p — a)  est  la  mesure  de  l’aire  du  parallélo- 
gramme ODKE  (fig.  87)  ; en  multipliant  par  4,  on  obtient  l'aire 
du  parallélogramme  circonscrit  FGHK.  Ainsi  l’aire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques est  constante  et  égale  au  rectangle  construit  sur  les 
axes. 

Le  parallélogramme  inscrit  DED/E/,  qu’on  obtient  en  joi- 
gnant les  extrémités  des  diamètres  conjugués,  est  la  moitié 
du  précédent,  et  a aussi  une  aire  constante. 


166— On  peut  démontrer  facilement  ces  théorèmes  en 
considérant  l’ellipse  comme  la  projection  d’un  cercle. 

Deux  diamètres  conjugués  OD  et  OE  de  l’ellipse  sont  les 
projections  de  deux  diamètres  rectangulaires  OD,  et  OE,  du 
cercle  (flg.  85).  Les  angles  D,OP,  E,OQ  étant  complémentaires, 
les  triangles  rectangles  D,OP,  E,OQ  sont  égaux,  et  l’on  a 

OQ=D,P;  maisOP2-f-D,Pî=OD,â  = aî j il  en  résulte 
ÔP* +0Ü*  = o*. 

Les  longueurs  OP  et  OQ  étant  les  projections  des  deux  demi- 


, * 
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diamètres  conjugués  OD  et  OE  sur  le  grand  axe  de  l’ellipse,  on 
voit  que  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  projections  est 
constante,  ce  qu’on  écrira  de  la  manière  suivante 
a'* cos  a + bn  cos'  p = a*. 

Il  en  est  de  même  pour  l’autre  axe.  Les  projections  des  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  le  petit  axe  sont  égales  aux 

coordonnées  DP  etEQ;  mais  DP  = ^D,P,  EQ  = -^  E,Q,  et  par 

suite  DP*  + EQ  = “ï  (D,P*  + E,Q*)  ; les  longueurs  E,Q  et  OP 

étant  égales,  on  a D,I*  -f  E,Q*  = D,P*  + OP*  = a*,  et  par 
suite 

DP‘  + ËQ‘=6*, 
ou 

a/,«'n*a  + 6',sm*p  = 6,, 

En  ajoutant  membre  à membre  les  deux  relations  précé- 
dentes, on  obtient  la  relation 

a'*  + 6'*  = a‘  + 6*. 


107— Pour  démontrer  la  propriété  relative  à l’aire  du 
parallélogramme,  nous  nous  servirons  du  théorème  suivant  : 
La  projection  d’une  aire  plane  sur  un  plan  est  égale  à l’aire 
projetée  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  des  deux  plans. 

Considérons  d’abord  un  triangle  ABC  (flg.  87)  ayant  un  côté 
AB  parallèle  au  plan  de  projection  ; nous  pouvons  supposer 


que  le  plan  de  projection  passe  par  ce  côté 
AB;  du  sommet  C abaissons  sur  ce  plan 
une  perpendiculaire  CC'  et,  dans  ce  plan, 
menons  C'D  perpendiculaire  à AB;  la  droite 
CD  sera  aussi  perpendiculaire  à AB  et 
l’angle  CDC'  mesurera  l’angle  dièdre  ? des 
deux  plans.  Cela  posé,  on  a 
C'D = CD  cos  f , 

d’où 


ABxC'D  AB  X CD 

FiB.  = ros  f , 
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et  par  suite 

AC' B = ACBx  cos  ». 

Ainsi  l’aire  du  triangle  AC'B  est  égale  à celle  du  triangle  ACB 
multipliée  par  cos  9. 

Supposons  maintenant  que  le  triangle  ABC  (fig.  88)  n’ait 
aucun  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection  ; nous  pou- 
vons faire  passer  ce  plan  par  le  sommet 
A,  de  telle  sorte  que  les  deux  autres 
sommets  soient  d’un  même  côté  ; le 
plan  du  triangle  prolongé  coupe  le  plan 
de  projection  suivant  une  droite  AI  et 
la  droite  CB  perce  ce  plan  au  point  I ; 
les  triangles  AIC,  A1B  se  projettent  sui- 
vant AIC',  AIB',et  l’on  a,  d’après  ce  qui 
a été  dit, 

AIC'  = AIC  X cos  f, 

A1B'  = AIB  X ros  9; 


Fie.  SS. 


d’où,  par  la  soustraction, 

AB'C'  = ABC  x cos  9. 

Le  théorème,  étant  démontré  pour  un  triangle,  s’étend  à 
un  polygone  plan  quelconque,  que  l’on  peut  toujours  décom- 
poser en  triangles,  cl  même  à une  aire  plane  limitée  par  une 
courbe  fermée  quelconque  ; car  on  peut  toujours  considérer 
cette  aire  plane  comme  la  limite  de  l’aire  d’un  polygone  in- 
scrit, dont  on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de 
manière  que  chacun  tende  vers  zéro. 

Quand  on  considère  l’ellipse  comme  la  projection  d’un  cer- 
cle, le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
jugués est  la  projection  d’un  carré  circonscrit  au  cercle  ; le 
carré  ayant  une  aire  constante  égale  à 4 a’,  celle  du  parallélo- 
gramme est  aussi  constante  et  égale  à 4 a‘cos  9,  c’est-à-dire 
à 4 a b. 


AIRE  DE  L’ELLIPSE. 

168-Lc  même  théorème  nous  donne  immédiatement 
l’aire  de  l’ellipse.  L’ellipse  étant  la  projection  d’un  cercle,  son 

RR.  10 
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aire  est  égale  à celle  du  cercle  -ma',  multipliée  par  coso  ou 

par  -,  ce  qui  donne  ira  b. 


DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  ÉGAUX. 


169— Nous  avons  vu  (n“  159)  que  les  deux  demi-diamè- 
tres conjugués  OD  et  OE  sont  situés  de  part  et  d’autre  du  petit 
axe  OB  (Og.  89).  On  sait  que  le  rayon  de 
l’ellipse  est  d’autant  plus  grand  qu’il  s’é- 
carte davantage  du  petit  axe  ; pour  que 
k les  deux  diamètres  conjugués  devien- 
nent égaux,  il  faut  donc  que  ces  deux 
diamètres  fassent  des  angles  égaux  avec 
le  petit  axe  OB,  ce  qui  exige  que  les 
angles  a et  p soient  supplémentaires. 


B 


y 

V 

Fig.  «9. 


6*  ..  6 . . , ,. 

On  a donc  lang  * « = — et  par  suite  lang  a.  = - ; ainsi  les  dia- 
mètres conjugués  égaux  OG  et  OH  coïncident  avec  les  diago- 
nales du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

. . . a*  + b* 

De  la  relation  a1*  + b/,=  a ’ + b *,  on  déduit  a'*  = — ^ — > 


et  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  à ses  diamètres  conjugués 
égaux  devient 

, , , a‘  + é* 

* +y*=  — 5 — ; 


elle  a môme  forme  que  l'équation  du  cercle,  seulement  les 
coordonnées  sont  obliques. 

Cette  équation  signifie  que  la  somme  des  Carrés  des  dis- 


mètres, on  a (flg.  90) 


tances  de  chacun  des  points  de 
l’ellipse  aux  deux  diamètrescon- 
j ugués  égaux  est  constante.  En 
effet,  soient  0 l’angle  des  deuxdia- 
mètres  conjugués  égaux,  MP  et 
MQ  les  coordonnées  du  point  M, 
ME  et  MF  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  M sur  ces  dia- 


Digitized  by  Google 


LIV.  III,  CHAP.  IV  — DE  L'ELLIPSE. 
ME  = y/  sinO,  MFrzas'st'ne; 


141 


d’où 

MÊ*  + mF‘=(^‘  + 1/ ')  sin  *0  _(i!±Çiîi 

2 


2a’6’ 
a*  + è«  ' 


CORDES  SIPPLÉMENTAIRES. 

*r©-On  appelle  cordes  supplémentaires  dans  l’ellipse 
deux  cordes  MC,  MC',  qui,  partant  d’un  même  point  M de  l’el- 
lipse, aboutissent  aux  extrémités  d’un 
diamètre  CG  (flg.  91). 

Deux  cordes  supplémentaires  sont  pa- 
rallèles à deux  diamètres  conjugués. 
Menons,  en  effel,  les  diamètres  OD  et  OE 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
MC',  MC.  Dans  le  triangle  CMC',  la  droite 
OD  parallèle  à C M,  divise  en  parties  proportionnelles  les  deux 
côtés  CG  et  CM;  le  centre  O étant  le  milieu  de  CG,  il  s'ensuit 
que  le  diamètre  OD  divise  en  deux  parties  la  corde  CM  cl  par 
suite  toutes  les  cordes  parallèles  au  diamètre  OE.  De  même,  le 
diamètre  OE  divise  en  deux  parties  égaies  la  corde  CXM  et,  par 
suite,  toutes  les  cordes  parallèles  à OD.  Donc  les  deux  dia- 
mètres OD  et  OE,  parallèles  aux  cordes  supplémentaires  MC', 
MC,  sont  conjugués. 

Réciproquement,  si  par  les  extrémités  d’un  diamètre  CC’  on 
mène  des  droites  parallèles  à deux  diamètres  conjugués  OD  et 
OE,  ces  droites  se  couperont  sur  l’ellipse.  En  effet,  soit  M le 
point  où  la  corde  CM,  parallèle  à OE,  rencontre  l’ellipse;  joi- 
gnons C M ; les  cordes  supplémentaires  MC,  MG  étant  paral- 
lèles à deux  diamètres  conjugués,  la  seconde  corde  GM  sera 
parallèle  à OD. 


171-L’étude  de  la  variation  de  l’angle  de  deux  diamètres 
conjugués  se  trouve  ainsi  ramenée  à l’élude  de  la  variation  de 
l’angle  de  deux  cordes  supplémentaires,  c’est-à-dire  de  l’angle 
inscrit  dans  une  demi-ellipse.  Pour  simplifier  le  calcul,  on 
peut  supposer  les  deux  cordes  supplémentaires  menées  par  les 
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extrémités  du  grand  axe  (fig.  92).  L’angle  AMA',  que  nous 
appellerons  6 , est  égal  à la  diffé- 
rence des  deux  angles  MAX,  MA'X; 
les  deux  droites  AM  et  A'M  ayant  pour 

y 


T 

/ > - 

“n 

/ A 

*«— 

n' 

Z'. 

— ~ T.* 

coefficients  angulaires 
<J 


x — a 


et 


on  a 


Fis.  92. 


lang 6 = 


x — a 


.t  + a 

y 

x-\-a 


2 ay 


x*  + y*  — a* 


et,  en  remplaçant  x ’ par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  l’el- 
lipse, 

2 ah' 

J [a'  — b')y 

Si  le  point  M décrit  la  moitié  supérieure  AMA'  de  l’ellipse,  la 
tangente  étant  négative,  l’angle  0 est  obtus;  quand  le  point  M 
est  au  point  A,  c’est-à-dire  quand  y = 0,  l’angle  0 est  droit; 
le  point  M marchant  de  A vers  B,  y augmente;  la  valeur  ab- 
solue de  lang  0 diminuant,  l’angle  obtus  0 augmente  aussi  et 
acquiert  sa  valeur  maximum  au  point  B;  alors  on  a y=b  et 
2 ah 


lang  0 — — 


a* — ht  ’ 


quand  le  point  M dépasse  le  point  B et 


parcourt  le  quart  d’ellipse  BA',  l'angle  6 diminue  de  sa  valeur 
maximum  jusqu’à  un  angle  droit. 

Il  résulte  de  là  que  l’angle  des  demi-diamètres  conjugués 
01)  et  OE,  situés  d’un  même  côté  du  grand  axe,  est  obtus  et 
varie  depuis  un  angle  droit  jusqu'à  la  valeur  maximum  ABA'; 
les  diamètres  conjugués,  qui  comprennent  l’angle  maximum, 
étant  respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
A'B  et  AB  et  par  suite  également  inclinés  de  part  et  d’autre 
du  petit  axe  OB,  sont  égaux. 

Nous  avons  étudié  la  variation  de  l’angle  obtus  DOE  de  deux 
diamètres  conjugués,  l’angle  aigu  DOE'  varie  en  sens  inverse. 
On  obtient  directement  cet  angle  en  menant  les  cordes  supplé- 
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mentaires  par  les  extrémités  du  petit  axe  BB';  quand  le  point 
M décrit  le  quart  d’ellipse  BA,  l’angle  inscrit  diminue  depuis 
un  angle  droit  jusqu’au  minimum  BAB',  supplémentaire  du 
maximum  obtus  ABA'. 

1 7 9— Lorsqu’une  ellipse  est  tracée,  on  peut  déterminer 
graphiquement  le  centre  et  les  axes.  Pour  trouver  le  centre, 
on  mènera  deux  cordes  parallèles  suffisamment  écartées  l’une 
de  l’autre  ; on  joindra  les  milieux  de  ces  cordes,  ce  qui  don- 
nera un  diamètre  dont  le  milieu  sera  le  centre.  Si  sur  ce  dia- 
mètre on  décrit  un  demi-cercle,  et  que  l’on  joigne  aux  deux 
extrémités  du  diamètre  le  point  où  ce  demi-cercle  coupe  la 
demi-ellipse,  on  aura  deux  cordes  supplémentaires  perpen- 
diculaires entre  elles;  les  diamètres  parallèles,  formant  un 
système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  seront  les  axes 
de  l’ellipse. 

On  pourrait  obtenir  de  la  même  manière  les  deux  systèmes 
de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle  donné 
compris  entre  le  minimum  et  le  maximum  ; il  suffirait  de  dé- 
crire sur  un  diamètre  un  segment  capable  de  l’angle  donné. 


173 — Construire  une  ellipse,  étant  donnés  deux  diamètres 
conjugués. 

Soient  DD',  EE'  (fig.  93)  les  deux  diamètres  conjugués 
donnés,  dont  nous  désignerons  les  longueurs  par  2 a'  ellh'. 

L’équation  de  l’ellipse,  rap- 


£ 


HH 

im- 


portée à ccs  deux  diamètres 
conjugués,  est 


' P /> 


n'  » I,  * ’ 


I. 


a"  b1 

Par  le  centre  menons  la 
droite  E,E/  perpendiculaire 
à DD'  et  prenons  OE,  = OE  ; 
l’ellipse  qui  a pour  axes  DD',  E,E/,  rapportée  à ces  axes,  eslre- 
présentéc  par  la  même  équation.  Il  en  résulte  que  les  ordon- 
nées MP,  M,P,  qui  correspondent  à une  même  abscisse  OP,  sont 


Fig  ta. 
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égales  entre  elles.  Imaginons  que,  par  le  procédé  indiqué  au 
n°  147,  on  ail  construit  différents  points  de  l’ellipse  DE,D', 
dont  on  connaît  les  axes;  soitM,  l’un  de  ces  points,  M,P  son 
ordonnée;  si  parle  pointP  on  mène  PM  parallèle  à OE  et  égale 
à PM,,  on  aura  un  point  M de  l’ellipse  demandée.  Clwque 
point  de  la  première  ellipse  donnera  un  point  correspondant 
delà  seconde.  Ceci  revient  à déformer  la  première  ellipse  en 
faisant  tourner  chaque  ordonnée  PM,  autour  de  son  pied  P 
d'un  angle  constant. 

Le  même  mode  de  transformation  s’applique  à la  tangente. 
La  tangente  au  point  M est  représentée  par  l’équation 


JX  y Y _ 
an  + yt  ~ 


i 


en  coordonnées  obliques  ; cette  équation  représente  aussi  la 
tangente  au  point  M,  en  coordonnées  rectangulaires.  Ces  deux 
tangentes  coupent  le  prolongement  du  diamètre  Diy  au  même 
point  T,  dont  on  obtient  l’abscisse  en  faisant  Y =0. 

Au  lieu  de  construire  l’ellipse  par  points,  comme  nous  l’avons 
expliqué,  on  pourrait  déterminer  d’abord  les  axes  de  l’ellipse, 
et  construire  ensuite  cette  ellipse  au  moyen  de  ses  axes.  La 
détermination  des  axes  dépend  d’un  théorème  que  nous 
allons  démontrer. 


«74 — Deux  diamètres  conjugués  quelconques  déterminent • 
sur  une  tangente  p ré  PQ  deux  portions  DP,  DQ,  dont  le  pro- 
duit est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-diamètre  OE  paral- 
lèle à la  tangente. 


Si  l’on  prend  pour  axes  des 
coordonnées  le  diamètre  OD, 
qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact et  le  diamètre  conjugué 
OE,  et  si  l’on  appelle  a'  et  b' 
les  longueurs  de  ces  demi- 
diamètres,  l’équation  de  l’el- 
lipse est 
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Soient 

■•Æ*  y = mx,  y = m'x 

le»lï%1ations  île  deux  diamètres  conjugués  OA,  OB;  d’après  la 
remarque  faite  au  nu  162  les  coefficients  angulaires  seront 
liés  par  la  relation 

b't 

mm'  = -. 

a" 

Si  dans  ces  équations  on  fait  x — a',  on  trouve  DP  = — ma', 
D(j  =m'a' , d’où 

DP  X DQ== — mm'al'  = b’1. 

175 — Supposons  que  les  deux  diamètres  conjugués  OA  et 
OB  soient  les  axes  de  l’ellipse.  Le  cercle  décrit  sur  PO  comme 
diamètre  passe  par  le  point  O,  et  l’ordonnée  DH,  perpendicu- 
laire à PQ,  est  égale  à OE.  11  en  résulte  un  moyen  facile  de 
construire  les  directions  des  axes,  quand  on  connaît  deux  dia- 
mètres conjugués  OD  et  OE.  Par  le  point  D on  mènera  une 
parallèle  à OE;  cette  parallèle  sera  tangente  au  point  D,  on 
élèvera  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  D1I  égale  à OE,  et 
on  décrira  un  cercle  ayant  son  centre  sur  PQ  et  passant  par 
les  points  O et  II  ; les  droites  OP  et  OQ  qui  vont  du  centre  aux 
deux  points  P et  ü,  où  le  cercle  coupe  la  tangente,  donneront 
les  directions  des  axes. 


176—11  reste  à déterminer  leurs  grandeurs. 
Des  relations 

a,  + 6*  = a/*+6'1 
ab  = a' b1  $in  0, 

démontrées  aux  n°5  161  et  163,  on  déduit 


(a  — b)*— a'*  + &’* — 2a'6' sm 6 = a'*  + bn — 2 aV cos  ^0— 

(a  + b)' — an  + 6'*  + 2 a b'  gin  8 = a'*  + 6'*  — 2 a' b cos  • 

Ou  voit  par  ces  formules  que  la  longueur  a — b est  le  troi- 
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sième  côté  d’un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  égaux 


à a'  et  à b'  et  dont  l’angle  compris  est  0 — Ce  triangle  est 


le  triangle  ODH  ; car  l’angle  ODll  est  égal  à 0 — 


côtés  DO  et  DH  sont  égaux  à al  et  b'  ; ainsi  le  troisième  côté  OH 
donnera  a — b.  De  môme  a + b est  le  troisième  côté  d’un 
triangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  égaux  à a' et  à b'  et 
l’angle  compris  supplémentaire  du  précédent  ; ce  triangle  est 
le  triangle  ODK,  que  l’on  obtient  en  prolongeant  la  perpen- 
diculaire DH  d’une  longueur  égale  à elle-même;  le  troisième 
côté  OK  donnera  a + b.  Si  du  point  O comme  centre,  avec  OH 
pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  la  longueur  Kl  sera  égale  au 
grand  axe  2a,  la  longueur  KL  au  petit  axe  2 b. 

On  peut  remarquer  que  le  grand  axe  OA  est  la  bissectrice 
de  l’angle  HOK,  le  petit  axe  la  bissectrice  de  l’angle  supplé- 
mentaire. 


DESCRIPTION  DE  L’ELLIPSE  D’iN  MOUVEMENT  CONTINU. 

777— Lorsque  les  deux  extrémités  d’une  droite  CD  de  lon- 
gueur constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX 
OY7,  un  point  M de  cette  droite  décrit  une  ellipse  (flg.  95). 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  fixes; 
appelons  a et  b les  deux  longueurs  constantes  MD,  MC,  x et  y 

les  coordonnées  variables  du  point 
M.  Les  triangles  semblables  MPC, 
,k  DQM  donnent 

MP  _ MC 
DQ  ~ Ml)’ 

— ou 

y _ b 

F,«  55  /a*  — x*  a 

Le  lieu  décrit  par  le  point  M est  donc  une  ellipse  dont  les  axes 
2a  et  26  sont  dirigés  suivant  les  deux  droites  rectangulaires 
données. 
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Il  n’esl  pas  nécessaire  que  le  point  M soit  situé  sur  la  droite 
mobile  entre  les  points  C et  D ; il  peut  être  situé  sur  le  pro- 
loitoieJMMjL  Considérons  la  droite  C'D'  dont  les  deux  points  C' 
^Busur  les  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY,  et 
le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Si  l’on  appelle  a et  6 
les  distances  MD'  et  MC',  les  triangles  semblables  MPC',  D'Q.M 
donneront,  comme  précédemment 


MP_  MC' 
D'Q  MD'  ’ 


OU 

V _b 
/a»  — x*  a 

C’est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction  d’un  petit 
instrument  appelé  compas  elliptique.  Deux  pointes  sont  fixées 
en  deux  points  C et  D,  pris  à volonté  sur  une  droite  CD,  et  un 
crayon  au  point  M ; les  deux  pointes  glissent  dans  des  rainures 
pratiquées  sur  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY  ; le  crayon 
placé  en  M décrit  l’ellipse  d’un  mouvement  continu. 


trs-ii  est  à remarquer  que  la  normale  à l’ellipse  au 
point  M passe  par  le  point  d’intersection  K des  perpendicu- 
laires élevées  par  les  points  C et  D sur  les  deux  droites  fixes. 
En  effet,  si  l’on  appelle  xt  et  y,  les  coordonnées  du  point  K, 
les  triangles  semblables  MFC,  DQM,  donnent 
x,  — x_b  y,  — y_a. 
x a’  y b’ 

d’où 

y.— y — a'y 

xl  — x b*x‘ 

Ainsi  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  KM  est  égal  à celui 
de  la  normale  à l’ellipse  au  point  M. 


%T9 — On  peut  généraliser  ce  théorème  et  l’énoncer  ainsi  : 
Quand  deux  points  E,  F,  d’un  plan  mobile  glissent  sur  deux 
droites  OA,  OB,  situées  dans  un  plan  fixe,  un  point  quelconque 
du  plan  mobile  décrit  une  ellipse  (fig.  9C).  Considérons  une 
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position  particulière  du  plan  mobile;  aux  points  Eel  F éle- 
vons des  perpendiculaires  sur  les  droites  OA  et  OB,  et  soit  K le 
'7  y point  de  concours  de  i 

m'  : / laires;  le  cercle  décrit 

ky"'  diamètre  passe  par  les  poin 

/il  X y*  droite  EF  étant  constante 


T/  y point  de  concours  de  i 

m':  / F/  laires;  le  cercle  décrit 

u/  x diamètre  passe  par  les  poin 

fi  / \ 'K  droite  EF  étant  constante 

I j / \.V'\  \ l’angle  EOF,  le  diamètre  du  cercle  est 

\jl  '''  l '\  ''\i  j constant.  Nous  remarquons  d’abord 

o*  -u.— — - Ve — i{lue  tout  point  D,  situé  sur  le  cercle, 
y décrit  une  droite  OY  ; car,  pendant  le 
Fi#.  96.  mouvement,  les  longueurs  des  côtés 

du  triangle  DEF  restant  invariables,  l’angle  DEF  conserve  la 
même  valeur  et  par  suite  égale  l’angle  DGF  ; ainsi  le  point  D 
décrit  la  droite  OY. 


Considérons  maintenant  un  point  quelconque  M du  plan 
mobile.  Joignons  ce  point  au  centre  I du  cercle  et  marquons 
les  deux  extrémités  C et  D de  ce  diamètre.  En  vertu  de  ce  qui 
précède,  les  deux  points  C et  D glissent  sur  les  deux  droites 
rectangulaires  OX  et  OY  ; on  en  conclut  que  le  point  M décrit 
une  ellipse  dont  les  axes,  égaux  au  double  des  distances 
MC  et  MD,  sont  dirigés  suivant  les  deux  droites  rectangu- 
laires OX  et  OY.  En  particulier  le  point  1 décrit  un  cercle. 

Les  perpendiculaires  élevées  par  les  points  C et  D sur  les 
droites  OX  et  OY  se  coupent  au  point  K;  il  en  résulte  que  la 
droite  MK  est  normale  à l'ellipse  au  point  M. 

Si  l’on  considère  les  ellipses  décrites  par  différents  points 
du  plan  mobile,  on  voit  que  les  normales  à toutes  ces  ellipses 
aux  points  correspondants  passent  par  le  même  point  K.  Le 
lieu  du  point  K,  point  de  concours  des  normales,  dans  le  plan 
fixe  est  un  cercle  décrit  du  point  O comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à la  distance  constante  OK. 


4 


EXERCICES. 

1°  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  les  diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 
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jo  2°  Trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées  par  un 
même  point  dans  une  ellipse. 

ifa  3«  Une  corde  d’un  cercle  se  meut  parallèlement  à elle- 
même  ; par  les  extrémités  on  mène  des  droites  parallèles  à 
deux  directions  données;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de 
rencontre. 

4°  Parmi  tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à une 
même  ellipse,  les  parallélogrammes  construits  sur  deux  dia- 
mètres conjugués  sont  minimum. 
jjf.  5°  Parmi  tous  les  parallélogrammes  inscrits  à une  même 
ellipse,  ceux  dont  les  diagonales  forment  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  sont  maximum. 

6U  De  toutes  les  ellipses  inscrites  à un  même  parallélo- 
gramme, quelle  est  la  plus  grande? 

7°  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  dans  un  même  parallé- 
logramme, quelle  est  la  plus  petite? 

8"  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l’el- 
lipse, les  axes  forment  une  somme  minimum  et  les  diamètres 
conjugués  égaux  une  somme  maximum. 

9°  Inscrire  dans  l’ellipse  une  corde  telle  que  la  somme  de 
sa  longueur  et  do  la  distance  de  son  point  milieu  au  centre 
soit  maximum. 

Il  10°  Une  droite  sc  meut  parallèlement  à elle-même  dans  le 
plan  de  deux  autres;  on  prend  sur  elle  un  point  tel  que  la 
somme  des  carrés  de  ses  distancés  aux  intersections  avec 
les  droites  fixes  soit  constante  : quel  est  le  lieu  décrit  par  le 
point  ? 

11"  Si  deux  ellipses,  tellement  situées  dans  un  plan  que 
deux  diamètres  conjugués  de  l’une  soient  respectivement  pa- 
rallèles à deux  diamètres  conjugués  de  l’autre,  se  coupent  en 
quatre  points  , ces  quatre  points  seront  sur  une  troisième 
ellipse  dans  laquelle  les  diamètres  conjugués  égaux  seront 
parallèles  à ceux  qui  forment  les  deux  premiers  systèmes. 

12»  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre,  aux  points  où 
elle  coupe  une  droite  fixe  on  mène  des  tangentes  à la  courbe; 
trouver  le  lieu  du  point  d’iulerseelion  de  ces  tangentes. 
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13°  On  donne  un  cercle  et  une  droite  fixe  passant  par  son 
centre;  une  droite  mobile  de  longueur  constante  s’appuie  par 
une  de  ses  extrémités  sur  le  cercle,  par  l’autre  sur  la  droite  ; 
trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  de  la  droite  mobile. 

14°  Un  plan  mobile  sc  meut  sur  un  plan  fixe,  de  manière 
que  deux  droites  du  plan  mobile  restent  tangentes  respective- 
ment à deux  cercles  du  plan  fixe;  trouver  le  lieu  tracé  par  un 
point  du  plan  fixe  sur  le  plan  mobile. 

15»  Trouver  l’aire  de  l’ellipse  définie  par  l’équation 
Axs  + Bxy + €(/’  = t. 


CHAPITRE  V 

Ile  l'Hyperbole. 

180— Construisons  maintenant  le  lieu  défini  par  l’équation 
Mx>  + Ny*  + F,  = 0, 

dans  laquelle  M et  N ont  des  signes  contraires.  Nous  suppo- 
serons M positif,  N négatif  et  égal  à — N'.  Si  F,  est  égal  à zéro, 
l’équation 

M xs  — N'y’mO, 
résolue  par  rapport  à y,  donne 


elle  représente  deux  droites  passant  à l’origine.  Lejcas  où  F, 
est  positif  se  ramène  au  cas  où  F,  est  négatif  par  la  permu- 
tation des  axes,  ce  qui  revient  à remplacer  dans  l’équation  y 
par  x et  x par  y ; nous  poserons  donc  F,  = — H ; l’équation 
prend  la  forme 

Mi’  — N'y’=H 

dans  laquelle  M,  N'  et  H sont  des  nombres  positifs. 

A chaque  valeur  de  x correspondent  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signes  contraires;  l’axe  des  x est  donc  un  axe  de 
symétrie  de  la  courbe  ; il  en  est  de  même  de  l’axe  des  y.  On 
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en  conclut  que  l’origine  est  centre  de  la  courbe  ; on  peut  dé- 
montrer cette  dernière  propriété  en  observant  que  si  l’équa- 
tion est  vérifiée  par  les  coordonnées  x et  y d’un  point,  elle 
est  vérifiée  également  par  les  coordonnées  —x  et  — y du 
point  symétrique 

En  résolvant  l’équation  par  rapport  à y on  obtient 

y=±[// 


Ma-1  — H 


N' 

Pour  que  y soit  réel  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  x 
soit  supérieure  à V\  . Portons  donc  sur  l’axe  X'X,  à partir 

de  l’origine,  deux  longueurs  OA,  OA'  égales  à j/ü, et, parles 

points  A et  A',  menons  des  pa- 
rallèles à OY  (fig.  97);  la  courbe 
n’a  aucun  point  entre  ces  deux 
parallèles.  Quand  x=OA,  l’or- 
donnée y est  nulle,  ce  qui 
donne  le  point  A ; si  l’on  fait 
croîtrez  indéfiniment  a partir 
de  OA,  la  valeur  numérique 
de  y croit  aussi  indéfiniment  à 
*‘8  S7-  partir  de  zéro  ; on  a ainsi  deux 

branches  de  courbe  infinies,  AD  et  AD’. 

En  faisant  varier  x depuis  — OA'  à — * , on  obtient  les 
deux  nouvelles  branches  A'E,  A'E'  symétriques  des  précé- 
dentes par  rapport  à O Y.  Ces  quatre  branches  forment  l’hy- 
perbole qui  a pour  axes  de  symétrie  les  deux  droites  X'X, 
Y' Y;  le  premier  de  ces  axes  rencontre  setd  la  courbe;  on  l’ap- 
pelle axe  Iransverse , le  second  est  l’axe  non  traverse  ou 
l’axe  imaginaire ; les  points  A et  A'  sont  les  deux  sommets  de 

la  courbe.  Si  l’on  pose,  pour  abréger  a = b = j/ ^ , 

l’équation  se  met  par  la  forme 


(t) 


:-?=t. 


A» 
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Les  dimensions  de  l’hyperbole  dépendent  uniquement  des 
deux  lignes  a et  6 ; on  dit  que  ces  deux  paramètres  sont  les 
longueurs  des  demi-axes  de  la  courbe,  le  premier  est  le  demi- 
axe  réel,  le  second  le  demi-axe  imaginaire. 

181-7.  es  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l'axe 
transverse  sont  enlre  eux  comme  les  produits  des  segments  cor- 
respondants formés  sur  cet  axe. 

En  effet  de  l’équation  (1)  on  déduit 
y* 

x*  — a*  a*’ 

ou 

y»  b' 

(x  + a)(x—a)  a1’ 

donc 

MP*  _b' 

A'P  X AP  — a*' 

ASYMPTOTES  DE  L’HYPERBOLE. 

18Î — L’équation  de  la  courbe  résolue  par  rapport  à y est 

y = ±-  j/ x'  — a1  =±  - x \/ 1 — — . 
a Y a y x * 

Soient  R1U,  SS'  (fig.  97)  les  droites  représenlées  par  les  équa- 
tions 

_h  b 

V = — - x. 
a " 

Considérons  la  différence  NM  entre  l’ordonnée  de  la  droite  OR 
et  celle  de  la  branche  AD  de  la  courbe;  celte  différence,  qui  a 
pour  expression 

- (x  — x* — a8)  = : . 

a x + t / x'  — a* 

est  constamment  positive  et  tend  vers  zéro  lors<|ue  x au- 
gmente indéfiniment.  Il  en  résulte  que  la  branche  AD  est 
comprise  dans  l’angle  ROX  et  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
droite  OR,  qui  est  asymptote  de  cette  branche  A.  Les  droites 
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OR',  OS,  OS',  sont  de  même  asymptotes  des  branches  A'E', 
A'E,  AD'. 

Les  asymptotes  R'R,S'S,  ayant  pour  équations 


ces  droites  sont  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les 
axes. 


HYPERBOLES  CONJUGUÉES. 

183  — Deux  hyperboles  sont  dites  conjuguées  lorsque, 
ayant  même  centre  et  mêmes  axes,  l’axe  réel  de  l’une  est  axe 
imaginaire  de  l’autre.  Ainsi  l’hyperbole  proposée  a pour  con- 
juguée une  autre  hyperbole 
ayant  pour  axe  transverse  b et 
pour  axe  imaginaire  a (fig.  98). 
L’équation  de  celte  seconde  hy- 
perbole est  évidemment 

a*  b'~  ' 

Deux  hyperboles  conjuguées 
ont  les  mêmes  asymptotes  , 
puisque  le  rectangle  construit  sur  les  axes  est  le  même 
pour  les  deux  courbes.  L’une  des  courbes  est  comprise  dans 
les  deux  angles  ROS',  ROS  opposés  par  le  sommet,  et  l’autre 
dans  les  deux  autres  angles  ROS,  IVOS'. 

HYPERBOLE  ÉQUILATÉRE. 

184 — On  dit  qu’une  hyperbole  est  équilalère  lorsque  le? 
axes  a et  6 ont  même  longueur.  Dans  ce  cas  le  rectangle  des 
axes  devient  un  carré,  et  les  asymptotes  sont  perpendiculaires 
entre  elles  ; l’hyperbole  conjuguée  est  égale  à la  première  ; on 
l’obtient  en  faisant  tourner  celle-ci  d’un  angle  droit  autour 
de  son  centre. 

L’hyperbole  dont  les  axes  sont  a et  b peut  être  construite  au 
moyen  de  l’hyperbole  équilatère  dont  l’axe  est  a,  comme  on  a 
construit  l’ellipse  ayant  pour  axes  a et  b au  moyen  du  cercle 


Fij.  99. 
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de  rayon  a,  c’est-à-dire  que  la  première  hyperbole  peut  être 
regardée  comme  la  projection  orthogonale  de  la  seconde. 
Mais  cette  considération  n’cst  d’aucune  utilité  dans  les  con- 
structions graphiques  relatives  à l’hyperbole , parce  que  le 
tracé  d'une  hyperbole  équilatère  n’est  pas  plus  simple  que 
celui  d’une  hyperbole  quelconque. 


185— Soient  x et  y les  coordonnées  d’un  |>oinl  quelconque 
|t  du  plan;  considérons  le  polynôme 

p.'  - —fi  x * y * 

/M  Z J. 

/ / 6* 

* Pour  un  point  M appartenant 
.à  la  courbe,  ce  polynôme  est  égal 
\ à zéro  ; si  l’on  fait  marcher 
$ ».  un  point  P à partir  de  M sur 

M* 

une  parallèle  à l’axe  transverse  AA'  (fig.  99),  le  terme  — 


x 


conserve  une  valeur  invariable,  tandis  que  le  terme  — dimi- 


nue ou  augmente  suivant  que  le  point  P se  rapproche  ou 
s’éloigne  de  l’axe  des  y.  Il  en  résulte  que  le  polynôme  a une 
valeur  négative  pour  tous  les  points  situés  entre  les  deux 
branches  de  l’hyperbole,  et  positive  pour  tous  les  autres  points 
du  plan. 


TANGENTE  A L’HYPERBOLE. 

186— L’équation  de  la  tangente  au  point  M,  dont  les  coor- 
données sont  a;  et  y,  est 

«S-S—* • 

Pour  construire  cette  droite,  on  peut  déterminer  le  point  T 
(flg.  97),  où  elle  coupe  l’axe  OX.  Si,  dans  l’équation  (2),  on 
fait  Y=0,  il  vient 

X=OT=-Ç; 

on  obtient  celte  longueur  OT  par  une  troisième  proportionnelle. 
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■ 81 — Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a |*our  valeur 
b*x  b 


a*  y 


a\/ 1— — 7 

r x ' 


Supposons  que  le  point  M parcoure  la  branche  AD;  en  A le 
coefficient  angulaire  est  infini  et  la  tangente  perpendiculaire 
à l’axe  transverse;  x augmentant,  le  coefficient  angulaire  di- 
minue constamment  et  tend  vers  la  limite  - , coefficient  an- 

ci 

gulaire  de  l’asymptote  OR;  l’angle  MTX  diminue  donc  de 

7C 

-j-  à ROX  ; en  même  temps  la  valeur  de  OT  diminue  de  a a 0; 

il  en  résulte  que  l'asymptote  est  la  position  limite  de  la  tan- 
gente quand  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment. 


MENER  CNE  TANGENTE  PAR  UN  POINT  EXTERIEUR. 

188 — Désignons  par  x,  cl  y,  les  coordonnées  du  point  P. 
Soit  PM  la  tangente  demandée  ; appelons  x et  y les  coordonnées 
inconnues  du  point  de  contact  M;  le  point  de  contact  étant 
sur  la  courbe,  on  a la  relation 

*;_£_1=0. 

a’  6* 

La  tangente  au  point  M a pour  équation 

=-0; 

a*  b'  ‘ ’ 

celte  tangente  passant  par  le  point  P,  son  équation  doit 
être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce  point,  ce  qui  donne 
l’équation 

.r,x  yty 
a ’ b‘ 

Ainsi  les  deux  coordonnées  x et  y du  point  M sont  détermi- 
nées par  les  équations  simultanées 


y 1 


1=0, 


BR. 


Il 
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1 1 a 1 6* 

En  éliminant  y,  on  obtient  l'équation  du  second  degré 

y.*\  *xix  , A ■ y.* Y— » 

a*\a’  b*)  "a*  \ 6’J 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M et 
M'  des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  La  condition  de 
réalité  des  racines  est 

c’est-à-dire  que  le  point  P doit  être  placé  entre  les  deux 
branches  de  la  courbe.  Si  le  point  P est  placé  dans  les  angles 
des  asymptotes  qui  comprennent  la  courbe,  le  coefficient 

-i — est  positif,  le  produit  des  deux  racines  est  positif;  par 
a * o" 

suite  les  deux  racines  sont  de  même  signe  et  les  deux  points 
de  contact  sur  une  même  branche  de  la  courbe.  Au  contraire, 
si  le  point  P est  dans  l’un  des  angles  ROS,  ROS',  il  y a un  point 
de  contact  sur  chacune  des  branches. 

La  résolution  des  équations  simultanées  (1)  et  (3)  revient  à 
chercher  les  points  communs  aux  deux  lignes  représentées 
par  ces  deux  équations,  l’équation  (1)  représente  l’hyperbole 
et  l’équation  (3)  la  corde  des  contacts  MM’. 


TANGENTE  PARALLÈLE  A CNE  DROITE  DONNÉE. 

180 — En  appelant  m le  coefficient  angulaire  de  la  droite 
donnée,  on  trouve  par  un  calcul  analogue  à celui  du  n°  158 
que  l’équation  de  la  tangente  est 

(4)  Y=mX±i/a,m'  — b‘. 

Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  que  la  valeur  de  m* 
soit  plus  grande  que  c’est-à-dire  que,  si  la  droite  donnée 

passe  à l’origine,  elle  soit  comprise  dans  l’angle  ROS-  Nous 
avons  vu  en  effet,  n’  187,  que  la  valeur  numérique  du  coef- 
ficient angulaire  d’une  tangente  peut  varier  de  » à 
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190— ün  ne  peut  mener  à une  hyperbole  deux  tangentes 
rcclangulaires  que  lorsque  l’angle  ROS'  est  moindre  qu’un 
angle  droit,  ou  a est  plus  grand  que  b;  quand  cette  condition 
est  satisfaite,  l’équation  du  lieu  du  sommet  d’un  angle  droit 
circonscrit  est 

x 1 + y,  = a‘  — b*. 

Ce  lieu  est  une  circonférence  dont  le  centre  coïncide  avec 
celui  de  la  courbe. 


DIAMÈTRES. 


191— L’hyperbole  étant  rapportée  à ses  axes,  le  diamètre 

qui  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  dont  le  coefficient  an- 
gulaire est  m,  a pour  équation 

a’  b*  m °’ 
ou 


u — x. 

a'm 

Si  l’on  désigne  par  m' le  coeffi- 
cient angulaire  du  diamètre,  on 
Fis- 10fl'  a,  entre  la  direction  des  cordes 


et  celle  du  diamètre , la  relation 


6* 

' a1 

Cette  relation  montre  que  si  l’on  prend  m / pour  coefficient 
angulaire  des  cordes,  on  trouvera  ni  pour  coefficient  angu- 
laire du  diamètre;  c’est-à-dire  que  si  la  droite  Diy  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à EE'  (fig.  100),  réci- 
proquement la  droite  EE  divisera  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à DD'.  Ainsi  les  deux  diamètres  DD',  EE'  sont  tels 
que  chacun  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l’autre;  ce  sont  deux  diamètres  conjugués. 

L’hyperbole  a une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués, puisque  l’on  peut  prendre  a volonté  l’un  des  dia- 
mètres. La  relation  (5)  exige  que  m et  m' aient  le  même  signe  ; 
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si  on  les  suppose  positifs,  m variant  de  0 à -,  m' variera  de 

oc  à le  diamètre  DD'  tourne  de  OA  vers  l'asy  ni  ploie  OR,  el 

le  diamètre  EE'  de  OY  vers  la  même  asymptote.  On  voit  ainsi 
que,  des  deux  diamètres,  l’un  rencontre  toujours  la  courbe  et 
que  l’autre  ne  la  rencontre  pas  ; que  les  axes  forment  le  seul 
système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  et  que  l’angle 


aigu  de  deux  diamètres  conjugués  varie  de  - à 0. 

2 


On  verrait  comme  pour  l’ellipse  que  la  tangente  FH  en  un 
point  D de  l’hyperbole  est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué 
du  diamètre  D1F  qui  passe  au  point  de  contact. 


19®— Deux  hyperboles  conjuguées  et  le  système  de  leurs 
deux  asymptotes  admettent  le  même  diamèlre  pour  la  même 
série  de  cordes  ; car  les  équations  des  deux  courbes  sont 


æ’  y* 


et  celle  des  asymptotes 


- -2-=0 

a'  b‘- 

Ces  trois  équations  ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant  qui 
n’entre  pas  dans  l’équation  du  diamètre 

f*  + mf',= o. 

Les  trois  lieux  ont  aussi  les  mêmes  systèmes  de  diamètres 
conjugués. 

6* 

Si  l’hyperbole  est  équilatère,  la  relation  mm’  — — devient 

a* 

»nm'  = i , ce  qui  signifie  que  les  angles  DOX,  EOX  sont  com- 
plémentaires, et  par  suite  que  les  asymptotes  sont  bissectrices 
des  angles  des  diamètres  conjugués. 


HYPERBOLE  RAPPORTÉE  A DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

193— Si  l’on  prend  pour  axes  de  coordonnées  deux  dia- 
mètres conjugués  d’une  hyperbole,  nous  avons  vu  que  l'équa- 
lion  de  la  courbe  conserve  la  forme 
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MÆ'*  + Nÿ'*=H. 

Prenons  pour  axe  des  x le  diamètre  qui  rencontre  la  courbe; 
on  peut  supposer  H positif,  alors  H sera  positif  et  N négatif. 
La  longueur  du  premier  demi-diamètre  est  la  distance  OD  du 
point  O au  point  de  rencontre  du  diamètre  avec  la  courbe; 

celte  longueur  a pour  expression  On  appelle  lon- 

gueur du  second  diamètre  la  quantité  6'  = \/ Si  l’on 
||  || 

remplace  M par —et  N par  — l’équation  précédente 
devient 

1 i — o 

a'1  6* 

JC  ^ y ^ 

Par  la  transformation  des  coordonnées,  la  fonction  — 

a'  b' 

x1'  y'* 

devenant  — — -^j,  il  en  résulte  que  l’équation  de  1'Uyper- 

bole  conjuguée  deviendra 

x " i /* 

5*-£+1=0- 

Le  demi -diamètre  imaginaire  b7  de  l’hyperbole  proposée 
dirigé  suivant  OY’  a donc  pour  longueur  la  distance  OE  du 
point  O au  point  E où  la  droite  OY'  rencontre  l’hyperbole 
conjuguée. 

On  voit  aussi  que  la  transformation  des  coordonnées  appli- 
quée à l’équation  des  asymptotes 

x ’ y * 

a ' b' 

donnera  pour  équation  de  ces  droites  dans  le  nouveau  sys- 
tème d’axes 


«'»  b'  ’ 


b> 


a'*  b-  °U  y,=  ± «x- 

On  en  conclut  que  les  diagonales  du  parallélogramme  FHGK 
construit  sur  Jeux  diamètres  conjugués  quelconques  coïncident 
avec  les  asymptotes  de  l’hyperbole. 
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On  peut  démontrer  directement,  comme  au  n°  182,  que  les 
V 

droiles  y = ± — x'  sont  asymptotes  des  courbes 

fil—3'!’  — ± l 

a'»  V*  ~~ 

Les  côtés  Fil,  GK  du  parallélogramme  sont  tangents  à la 
première  hyperbole  et  les  côtés  FK,  et  GH  à l’hyperbole  con- 
juguée, de  sorte  que  le  parallélogramme  est  circonscrit  au 
système  des  deux  courbes. 

194  — Si  l’on  appelle  a et  p les  angles  que  font  avec  l’axe 
transverse  OX  les  deux  demi-diamètres  conjugués  OD,  OE,  a' 
et  b'  leurs  longueurs,  on  a entre  ces  quatre  quantités  variables 
les  trois  relations 


a'  ‘cos ‘a 

a^sin'a 

a* 

6. 

b1  * cos 1 p 

ft’sin’p 

~ a»  ‘ 

b' 

cos  « cos  p 

sinasin  p 

a * 

6* 

les  deux  premières  se  déduisent  des  équations  des  deux  hyper- 
boles conjuguées  en  coordonnées  polaires,  la  troisième  ex- 
prime (pie  les  deux  diamètres  sont  conjugués. 

Ces  relations  sont  analogues  à celles  que  nous  avons  trouvées 
pour  l’ellipse  (n»  163);  on  pourra  leur  faire  subir  les  mêmes 
transformations.  La  troisième  relation  se  mettra  sous  la  forme 


a1  cos  a a'sina 

, / (a!  co$<x\' 

/a1  tint  N* 

a b 

r \ a J 

\ b ) 

6' smp  Veo*p 

b a 

i/ory 

en  continuant  de  la  même  manière,  on  arrivera  aux  équations 
a1' cos' a — ô'Vos’prra’, 
a”stn’a — b1  ’s«n’p= — b'; 

Ainsi,  la  différence  des  carrés  de  projections  de  deux  dia- 
mètres conj ugués  quelconques  sur  chacun  des  ares  est  constante. 
En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre,  on  a 
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a'*— è”=a'— 6’; 
la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques est  constante  et  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes. 

On  arrive  aussi  à la  relation 

a'b'sin(p — %)—ab; 

d’où  l'on  conclut  que  l’aire  du  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à l’aire  du 
rectangle  des  axes. 

De  la  relation  a'* — b‘'=z  a'— b',  il  résulte  que  si  a est  dif- 
férent de  b,  on  ne  peut  pas  avoir  a =b'  ; 1 hyperbole  n’a  pas 
de  diamètres  conjugués  égaux.  Si,  au  contraire,  l’hyperbole 
est  équilatère,  on  a toujours  a xzb1  ; tous  les  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués  sont  égaux  ; ce  qui  s’accorde  avec  la  remar- 
que du  n°  192,  puisqu'alors  les  deux  diamètres  font  avec 
l’asymptote  des  angles  égaux. 

195 — L’hyperbole  et  ses  deux  asymptotes  ayant  le  même 
diamètre  pour  une  même  série  de  cordes,  le  milieu  1 de  la 
corde  MM'  est  aussi  le  milieu  de  la  corde  NN'  (flg.  100). 

Donc  les  portions  MN,  M'N'  d'une  sécante  comprise  entre 
l’hyperbole  et  ses  asymptotes  sont  égales. 

Si  la  sécante  devient  tangente,  on  a DF = DH;  les  portions 
dune  tangente  comprises  entre  le  point  de  contact  et  les 
asymptotes  sont  égales. 


1®®— Supposons  l’hyperbole  rapportée  à deux  diamètres 
conjugués  DIF,  EE',  dont  l’un  EE'  est  parallèle  à une  sécante 
donnée  MN  ; la  courbe  aura  pour  équation 


et  les  asymptotes 


V' 

y'=-(x'-a''). 


b‘ 1 

u ’= — x ’. 


Dans  la  ligure  100,  la  sécante  MM'  coupe  la  même  branche 
en  deux  points,  le  diamètre  parallèle  EE'  ne  rencontre  pas  la 
courbe.  On  a 
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iP7  &'*  “T* 

M*=— 01  , 

par  suite 

NÏ‘— MI*=6'*, 
ou 

(NI  — MI)  (NI  + MI)  = 6’*; 
mais  NI— MI=MN  et  NI  + Ml=MN'; 
donc  MNxMN'  = &'*. 

Lorsque  la  sécante  coupe  les  deux  branches  de  l’hyperbole,  le 
diamètre  parallèle  rencontre  la  courbe,  et  l’on  arrive  à uu 
résultat  analogue.  Ainsi 

Le  produit  des  segments  d’une  sécante,  compris  entre  un 
point  de  la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi- 
diamitre  parallèle  à la  sécante. 

197— Connaissant  les  asymptotes  RR',  SS'  et  un  point  M 
de  l’hyperbole,  on  peut  obtenir  autant  de  points  de  la  courbe 
yN/R  qu’on  le  veut  (flg.  101).  Menons,  en 

s \ I c/7m  effet,  par  le  point  M une  droite  quel- 

X | / i / conque  NMN' qui  coupe  les  asymptotes 

— en  N et  N',  cette  droite  rencontrera  la 

/ : courbe  en  un  second  point  M' tel  que 

r N'M'=NM. 

s On  peut  également  déterminer  les 
directions  et  les  grandeurs  des  axes. 
La  courbe  étant  comprise  dans  les  angles  ROS,  R'OS',  la  bis- 
sectrice OA  de  ces  deux  angles  sera  l’axe  transverse,  et  la  per- 
pendiculaire OB  l’axe  imaginaire.  Menons  QMQ'  perpendicu- 
laire sur  OA,  l’axe  imaginaire  b sera  moyen  proportionnel 
entre  MQ  et  MQ'.  En  portant  sur  OB  une  longueur  OB  égale  à 
b et  en  menant  BC  parallèle  à OA,  BC  sera  l’axe  réel  a. 

On  peut  aussi  construire  la  tangente  en  un  |>oiut  M'  de  la 
courbe.  On  mènera  par  ce  point  M P parallèle  à une  asymptote, 
on  prendra  0G=20P;  la  droite  M'G  sera  la  tangente  demandée. 
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198 — Lorsqu’on  connaît  les  positions  et  les  grandeurs  de 
deux  diamètres  conjugués,  on  obtient  aisément  les  axes.  Soient 
/fin  effet,  DD',  EE'  (fig.  102)  les  deux 
y diamètres,  le  premier  étant  réel  ; les 
diagonales  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  deux  diamètres  sont  les 
"r  \ asymptotes;  connaissant  les  asymptotes 
Fie.  tôt.  et  un  point  D,  on  est  ramené  à la  con- 

struction précédente. 


\ \ 
V 


CORDES  Sl'PPLÉMKSTAIRES. 

199— On  appelle  cordes  supplémentaires  deux  cordes  MC, 
MC',  qui  partant  d’un  même  point  M de  la  courbe  aboutissent 
y //  aux  extrémités  d’un  même  dia- 
mètre CC'  (flg.  103).  On  démon- 
trera, comme  nous  l’avons  fait  au 
n°  170,  pour  l’ellipse,  que 
Deux  cordes  supplémentaires 
sont  parallèles  à un  système  de  dia- 
Fig.  io3.  mètres  conjugués  ; 

et  que,  réciproquement. 

Si  par  les  extrémités  d’un  diamètre  on  mène  des  droites  pa- 
rallèles à deux  diamètres  conjugués,  ces  droites  se  coupent  sur 
l'hyperbole  et  forment  un  système  de  cordes  supplémentaires. 


\ . 


/ 


HYPERBOLE  RAPPORTÉE  A SES  ASYMPTOTES. 

900— Si  l’on  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
asymptotes  de  la  courbe , l'équation  ne  renfermera  pas  de 

termes  du  premier  degré,  puisque 
l’origine  est  au  centre  ; elle  sera 
donc  de  la  forme 

Ax*+B.rÿ-l-Cy,  = H. 

Les  droites  parallèles  à OY  ne  cou- 
pent la  courbe  qu’en  un  point;  donc 
pour  chaque  valeur  de  x , y n’a 
qu’une  valeur,  ce  qui  exige  que  C 
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soit  nul;  par  la  même  raison  A doit  aussi  être  nul  ; ainsi  l’é- 
quation sera  simplement 

(6)  B.rÿ  = H,  ou  =A' 

Les  axes  étant  pris  comme  l’indique  la  figure,  la  constante- 

est  positive,  puisque  pour  tous  les  points  de  la  courbe  les  coor- 
données x et  y ont  le  même  signe.  On  détermine  facilement 
la  constante  k'  lorsqu’on  connaît  les  axes  de  la  courbe  ; en 
effet,  l’équation  (5)  doit  être  vérifiée  parjes  coordonnées  de 
l’un  quelconque  des  points  de  la  courbe,  si  l’on  considère  en 
particulier  le  sommet  A,  on  a,  pour  ce  point 

AB'  /a'  + ft*, 
x=y=0\= — = y— ^ 

d’où 

* — A 

On  donne  quelquefois  à la  constante  k'  le  nom  de  puissance 
de  l'hyperbole. 

L’hyperbole  étant  rapportée  à scs  asymptotes,  la  tangente 
TT'  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x et  y,  a pour 
équation 

(7)  yX  + .rY=2À-\ 

L’abscisse  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  l’axe  OX 
s’obtient  en  taisant  dans  cette  équation  Y=0,  d’où 

X = OT = — =1  x= 2 OP  ; 

y 

on  reconnaît  de  nouveau  que  le  point  de  contact  M divise  en 
deux  parties  égales  la  portion  TT'  de  la  tangente  comprise 
entre  les  asymptotes. 

AIRE  D’US  SEGMENT  HYPERBOLIQUE. 

2©«-Nous  commencerons  par  établir  le  théorème  qui 
sert  ordinairement  à l’évaluation  des  aires.  Considérons  l’aire 
comprise  entre  l’axe  OX,  une  courbe,  une  ordonnée  fixe  AB, 
et  une  ordonnée  mobile  MP  (fig.  105),  correspondant  à l’ab- 
scisse x;  cette  aire,  que  nous  désignerons  par  S,  est  une  fonc- 
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tion  de  la  variable  x ; nous  cherchons  sa  dérivée.  Donnons  à 
x un  accroissement  Ax=PP',  assez  petit  pour  que  de  M en  M' 
l’ordonnée  varie  dans  le  même  sens  ; par 
les  points  M et  M'  menons  des  parallèles 
MC,  M'D  à l’axe  OX;  l’accroissement  AS 
de  l’aire  est  plus  grand  que  le  parallélo- 
gramme MPP'C,  et  plus  petit  que  le  pa- 
rallélogramme DPP'M';  le  premier  pa- 
rallélogramme a pour  mesure  y.Ax.sinfl, 
6 étant  l’angle  des  axes,  le  second  (y+A y)  A x.iin  ô;  on  a donc 
y. A x.sinô  <AS  <(y+ Ay)Ax.  sm8  , 
et,  en  divisant  par  Ax, 

AS 

y sin  0 < tt.<  ( y + Av) sin  °- 

aX 

Supposons  maintenant  que  l’on  fasse  tendre  Ax  vers  zéro. 


Fie.  105. 


Le  rapport  - — est  compris  entre  deux  quantités,  l’une  ysinQ, 
Ax 

l'autre  ayant  pour  limite  celte  quantité;  donc  le  rapport  a 
aussi  pour  limite  y sin  6.  Ainsi  la  dérivée  de  l’aire  considérée 
comme  une  fonction  de  l’abscisse  est  y sin  0.  Réciproquement 
l’aire  S est  l’une  des  fondions  primitives  de  y sin  9,  con- 
sidérée comme  une  fonction  de  x. 

Quand  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires,  la 
dérivée  de  l’aire  est  égale  à y. 


ÏO#— Considérons  une  hyperbole  rapportée  à ses  asvmp- 
t If  tôles  , et  proposons-nous  d’é- 

I valuer  l’aire  comprise  entre  l’a- 

j i symptole  OX,  l’hyperbole,  l’or- 

/ VL  „ donnée  fixe  AB  correspondant 
~ à l’abscisse  a,  et  l’ordonnée  va- 
riable  MP  correspondant  à l’ab- 
scisse x (fig.  10(5).  L’équation 
de  la  courbe  étant 

*y=*’, 

on  a 


/ 

Fig,  106. 
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k' 


et  par  suite 

i/sinO  — k'sin1).  — . 

X 

Or — est  la  dérivée  de  Lx,  donc  k * sin  6 X — est  la  dérivée 
x x 

de  A'smOLa;,  et  par  conséquent  on  a 

S=A,s»n6Lx+C. 

On  détermine  la  constante  C par  la  condition  que  l’aire  soit 
nulle  poura;=a,  ce  qui  donne  C=— A*si»9La,et,par  suite, 

(8)  S = À' * sinG  (Lar  — L a)  = k' sin  0 L ^ . 

L’abscisse  a restant  constante,  si  l’on  fait  augmenter  x indéfi- 
niment, l’aire  S augmente  aussi  au  delà  de  toute  limite.  La 
même  chose  a lieu  quand  on  fait  tendre  a vers  zéro,  x restant 
fixe. 

Dans  le  cas  particulier  où  1 hyperbole  est  équilatère,  on  a 
sin  8 = 1;  si  l’on  suppose  en  outre  k * = 1 , et  que  l’on  compte 
l’aire  depuis  l’ordonnée  qui  répond  à l’abscisse  1,  c’est-à-dire 
au  sommet  de  la  courbe,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

S = L(x). 

C'est  à cause  de  cette  propriété  que  l’on  désigne  aussi  les 
logarithmes  népériens  sous  le  nom  de  logarithmes  hyper- 
boliques. 

Si  Ton  suppose  k=  1 et  a=l,  la  formule  (8)  devient 
S = sin  0 L (x). 

On  pourra  prendre  0 de  manière  que  S soit  le  logarithme  de  x 
dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  plus  grande 
que  e. 


EXERCICES. 

t°  On  donne  deux  points  A et  B,  par  ces  deux  points  ou 
mène  deux  droites  mobiles  AM  et  BM  telles  que  l’angle  MAB 
soit  double  de  MBA  ; trouver  le  lieu  des  points  d’intersec- 
tion M. 
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2"  Quel  est  le  lieu  des  eentres  des  circonférences  qui  inter- 
ceptent des  longueurs  données  sur  les  côtés  d’un  angle  donné? 

V 3°  On  donne  deux  droites  fixes,  une  droite  mobile  coupe 
les  deux  premières  de  manière  à former  un  triangle  de  gran- 
deur constante;  on  demande  le  lieu  des  centres  de  gravité  de 
ces  triangles. 

4°  Les  sécantes  menées  de  l'un  quelconque  des  points  d’une 
hyperbole  à deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  interceptent 
sur  l’une  ou  l’autre  asymptote  des  longueurs  constantes. 

fc  5°  Toute  corde  d’une  hyperbole  divise  en  deux  parties 
égales  la  portion  de  l’une  ou  l'autre  asymptote  comprise  entre 
les  tangentes  à ses  deux  extrémités. 

1/  6°  Si,  sur  une  corde  d’une  hyperbole  considérée  comme 

diagonale,  on  construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés 
soient  parallèles  respectivement  aux  asymptotes,  l’autre  dia- 
gonale passera  par  le  centre. 

7°  On  donne  un  point  fixe  et  une  droite  fixe.  Un  angle  de 
grandeur  constante  tourne  autour  du  point  fixe;  trouver  le 
lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les 
côtés  de  l’angle  et  la  droite  fixe. 

8°  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole;  deux 
de  ses  côtés  ont  des  directions  invariables;  trouver  le  lieu  du 
milieu  du  troisième  côté. 

<j  9°  Sur  l’une  des  diagonales  d’un  rectangle  prise  pour  corde 
on  décrit  un  cercle;  trouver  le  lieu  des  extrémités  des  dia- 
mètres parallèles  à la  seconde  diagonale. 

10°  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  fixe,  par  ce  point  on 
mène  une  sécante  quelconque,  et  par  les  points  où  celte  sé- 
cante rencontre  les  deux  côtés  de  l’angle,  on  mène  des  droites 
respectivement  parallèles  à ces  côtés;  trouver  le  lieu  du  point 
d’intersection  de  ces  parallèles. 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  Parabole. 


203— Le  second  des  types  auxquels  on  réduit  l’équation 
générale  du  second  degré  est  N«/’  + Px  = 0,  ou 
(1)  y'  = 2px, 


en  posant  — - = 2p. 


Le  cas  où  p est  négatif  se  ramène  au  cas 


où  p est  positif  par  le  changement  du  sens  des  x positifs;  nous 
supposerons  p positif.  On  voit  immédiatement  que  la  courbe 
représentée  par  l’équation  (t)  est  symétrique  par  rapport  à 
l’axe  des  x et  qu’elle  passe  à l’origine.  L’équation  (t),  résolue 
par  rapport  à y , donne 

y = ± / 2 par. 

Pour  que  l’ordonnée  soit  réelle  il  est  nécessaire  que  l’abscisse 

soit  positive;  si  l’on  fait  croître  x 
de  0 à +x  y la  valeur  absolue  de  y 
croit  aussi  de  0 à oo  ; on  a ainsi 
deux  branches  de  courbes  infinies 
AD  et  AD',  qui  forment  la  parabole 
(fig.  107). 

La  droite  AX  est  l’axe  de  la  para- 
bole ; le  point  A en  est  le  sommet; 
la  longueur  p,  qui  détermine  la 
courbe,  s’appelle  le  paramètre  de 
la  parabole. 


Fie-  107. 


CONSTRUCTION  DE  LA  COURUE  PAR  POINTS. 

204 — L’ordonnée  MP  du  point  M est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  quantité  constante  2 p et  l’abscisse  AP.  Portons 
sur  AX  et  dans  le  sens  des  x négatifs  une  longueur  AQ  ê&ale 
à 2p  ; puis  décrivons  diverses  circonférences  ayant  leurs  cen- 
tres sur  QX  et  passant  au  point  Q ; ces  circonférences  coupent 
de  nouveau  l’axeAXaux  points  P,P'....ct  AYaux  points  N, N'... 
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Par  les  points  P,  P'...  menons  des  perpendiculaires  à l’axe  AX; 
par  les  points  N,  N'...  des  perpendiculaires  à AY;  les  points  de 
rencontre  M,  M'...  sont  des  points  de  la  parabole. 

£05— Des  relations 

MP*  = 2pAP,  BPP',  = 2pAP', 

on  déduit 

MP*  _ AP 
SFp'1  a'P' 

Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à l’axe  de  la 
parabole  sont  entre  eux  comme  les  segments  de  l’axe  compris 
entre  le  sommet  et  les  ordonnées. 

Par  le  point  M de  la  courbe  menons  une  parallèle  à l’axe,  et 
imaginons  qu’un  point  mobile  parcoure  cette  parallèle.  Si 
daus  la  fonction 

y'—Zpx 

on  remplace  x et  y par  les  coordonnées  du  point  mobile,  cette 
fonction  se  réduira  à zéro  lorsque  le  mobile  sera  en  M,  elle 
aura  une  valeur  positive  pour  une  position  du  mobile  exté- 
rieure à la  courbe  et  une  valeur  négative  pour  une  position 
intérieure. 

*06— Nous  avons  vu  que  les  branches  infinies  de  l’hyper- 
pole  ont  des  asymptotes;  il  n’en  est  pas  de  même  dans  la 
parabole.  Et  d’abord,  puisque  y augmente  indéfiniment  avec 
x,  il  n’y  a pas  d’asymptote  parallèle  à l’axe  de  la  parabole. 
En  second  lieu,  soit  y,  = ax  + b l’équation  d’une  droite  quel- 
conque oblique  à l’axe,  la  différence  des  ordonnées  des  points 
de  la  droite  et  de  la  courbe  qui  correspondent  à une  même 
abscisse  est  égale  à 

ax  + 6 — y^Zpx 
et  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Quand  x augmente  indéfiniment,  le  premier  facteur  augmen- 
tant indéfiniment,  et  le  second  tendant  vers  la  valeur  a diffé- 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE, 
rente  de  zéro,  le  produit  augmente  indéfiniment.  Donc  il  n’y 
a pas  non  plus  d’asymptote  oblique  à l’axe. 

TANGENTE  A LA  PABABOLE. 

#07 — La  tangente  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x 
et  y,  a pour  équation 

ou 

yY  =pX+y’  — px; 

le  point  M étant  sur  la  courbe,  on  a y ’=2px,  et  l’équation 
précédente  se  réduit  à 

(2)  yY  = p (X  + x). 

Soit  T le  point  où  la  tangente  ren- 
contre l’axe  de  la  parabole  (fig.  108)  ; 
si  dans  l’équation  (2)  on  fait  Y'  = 0, 
on  trouve  X = — x ; donc  AT = AP. 

Ceci  donne  un  moyen  facile  de 
construire  la  tangente  à la  parabole 
en  un  point  donné  M ; on  abaissera 
la  perpendiculaire  MP  sur  l’axe,  on 
prendra  AT=AP  et  l’on  joindra  MT. 

MENER  CNE  TANGENTE  PAR  l’N  POINT  EXTÉRIECR. 

#08 — Soit  M,  le  point  donné  dont  les  coordonnées  sont  x, 
et  y, , x et  y les  coordonnées  inconnues  du  point  de  contact  M ; 
le  point  M étant  sur  la  parabole,  ses  coordonnées  vérifient 
l’équation  (I).  L’équalion  de  la  tangente  au  point  M est 
y y =p  (X +x). 

Cette  tangente  passant  au  point  M, , les  coordonnées  x,  et  y, 
doivent  vérifier  l’équation  précédente,  ce  qui  donne  entre  x et 
y la  deuxième  relation 

yly=p(x,  + x). 

Ainsi  on  obtient  x et  y en  résolvant  les  équations  simul- 
tanées 
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(1)  y’-2px  = <), 

<3)  y,y  — p(x,  + x)  = 0. 
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On  en  déduit 

y = yl±%/y,'  — îpzl, 

__  y ’ . 

X z:  — I 

-p 

ces  valeurs  sont  réelles  toutes  les  fois  que  le  point  M,  est  ex- 
térieur à la  courbe. 

Au  lieu  de  résoudre  les  équations  simultanées  (i)  et  (3),  on 
peut  construire  le  lieu  défini  par  chacune  d’elles,  les  points 
communs  seront  les  points  de  contact;  l’équation  (3)  est 
donc  l’équation  de  la  corde  des  contacts  MM'.  Pour  construire 
celte  droite,  on  cherche  les  points  où  elle  coupe  les  axes  des 
coordonnées;  si  l’on  fait  y = 0,  on  trouve  x=—xt,  e’est-à- 

vx 

dire  que  AI  est  égal  à AP,  ; si  l’on  fait  x=0,  on  trouve 
le  point  K s’obtiendra  par  une  quatrième  proportionnelle. 


TANGENTR  PARALLÈLE  A INE  DROITE  DONNÉE. 


909  — Si  l’on  désigne  par  m le  coefficient  angulaire  de  la 
droite  donnée,  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  con- 
tact s’obtiennent  par  les  équations 

(1)  y*  — 2pjc  = 0, 


on  en  déduit 


(i) 


P . 
2m*’ 


d’où  l’équation  de  la  tangente 


(5)  Y = mX  + - — . 
v ' 2 m 


NORMALE  A LA  PARAROLE. 


910— La  normale  MN  en  un  point  M de  la  parabole,  dont 
les  coordonnées  sont  x et  y,  a pour  équation 

(6)  Y — y= — ^ (X  — x). 

Soit  N le  point  où  elle  rencontre  l’axe.  Si  dans  l’équalion  (G) 
on  fait  Y = 0,  on  trouve 

hr.  12 
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PN  = X — x = p. 

Ainsi  dans  la  parabole  la  sous-normale  PN  est  constante  et 
égale  au  paramètre  p. 


DIAMÈTRES  DE  LA  PARABOLE. 


211 — En  appliquant  l’équation  générale  des  diamètres 
des  courbes  du  second  degré  à la  parabole  dont  l'équation  est 
y* — 2p4c  = o,  on  obtient  pour  l’équation  du  diamètre  des- 
cordes définies  par  le  coefficient  angulaire  m, 

(7)  my—p  = 0,  ouy=£. 

m 

Ainsi  : tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  à l'axe. 
Comme  on  peut  disposer  de  m de  manière  que  — ait  telle 


Fig.  109. 


valeur  que  l'on  voudra,  il  en  résulte  que 
réciproquement  : toute  parallèle  à l'axe 
est  un  diamètre. 

Soit  A'  le  point  de  rencontre  du  dia- 
mètre et  de  la  courbe  (fig.  109),  J’ordon- 

née  y du  point  A'  sera  y =— , et  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  ce 
point  p-  = m.  Donc,  la  tangente  à l’ex- 


trémité cf  un  diamètre  est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre 


divise  en  deux  parties  égales. 


PARAROLE  RAPPORTÉE  A LS  DE  SES  DIAMÈTRES  ET  A LA  TANGESTE 
A SOS  EXTRÉMITÉ. 

212 — Nous  avons  vu  que,  lorsqu’on  prend  pour  axes  des 
coordonnées  un  diamètre  A'X'  et  la  tangente  A'Y'  à son  ex- 
trémité, l’équation  de  la  parabole  prend  la  forme 
(8)  y'  — Zp'x'. 

Si  l’on  appelle  a et  b les  coordonnées  du  point  A'  par  rapport 
aux  axes  primitifs,  et  que  l’on  mène  AP'  parallèle  à A'T,  on  sait 
que  l’on  aA,P'=AT  = AP;  les  coordonnées  du  sommet  A 
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par  rapport  aux  nouveaux  axes  sont  donc  a et  /va*  + &*; 
comme  elles  doivent  vérifier  l’équation  (8),  il  en  résulte 
a_, Va*  + 6* Va*  + 2;>a_ 

2p  — — 

a a 

On  a aussi 


:2p-f-  Va. 


^ — A—  = -r— TN. 

v 2AT  TP 


213 — La  paral)ole,  rapportée  à un  diamètre  A'X  et  à la 
tangente  A' Y (lig.  HO),  ayant  pour  équation  y'^Zp'x,  il  est 
évident  que  l’équation 

y\  = p’  (X-f  x) 

représentera,  soit  la  tangente  au  pointM,si 
xetÿ  désignent  les  coordonnées  de  ce  point, 
soit  la  co n le’ des  contacts  des  tangentes  is- 
sues d’un  point  extérieur,  sixety  désignent 
les  coordonnées  de  ce  point  extérieur. 

Si  l’on  mène  les  tangentes  aux  deux  ex- 
trémités M et  M'  d’une  même  corde,  elles 
coupent  le  diamètre  en  un  même  point  T, 
tel  que  A'T  = A'L  11  en  résulte  que  la 
droite  des  contacts  MM',  relative  à un  point  extérieur  T,  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  TX  qui  passe  en 
ce  point,  et  que  de  plus  on  a AT  = A'T. 

Ceci  donne  le  moyen  de  construire  une  parabole  par  points, 
lorsqu’on  connaît  deux  tangentes  TM,  TM',et  les  points  de  con- 
tact M et  M'.  On  mène  la  corde  MM',  on  joint  le  milieu  I au 
point  T,  le  milieu  A'  de  la  droite  TI  est  un  point  de  la  courbe, 
et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à MM'.  Prenons  la  tan- 
gente A'T',  qui  touche  la  courbe  en  A', successivement  avec 
chacune  des  tangentes  données,  nous  déterminerons  deux 
nouvelles  tangentes  avec  leurs  points  de  contact;  et  ainsi  de 
suite.  Cette  méthode  est  fréquemment  employée  pour  raccorder 
deux  droites  par  un  arc  de  parabole,  lorsqu’on  ne  peut  se  ser- 
vir d’un  arc  de  cercle,  c’est-à-dire  lorsque  les  distances  TM  et 
TM'  ne  sont  pas  égales. 
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AIRE  D’EN  SEGMENT  DE  PARABOLE. 

— Proposons-nous  d’évaluer  l’aire  S du  triangle  mixti- 
ligne  A'IM.  Si  l’on  considère  cette  aire  comme  une  fonction 
de  l’abscisse  du  point  M,  la  dérivée  S'  est  donnée  par  la  for- 
mule 

I 

S'  =zy  sin9=  / 2px .sm8  = / 2p . sinô.x1 , 

6 étant  l’angle  YA'X  des  axes.  On  en  déduit 

o i 

S = ^ /2/j.sm  O.x’+C , 

u 

C désignant  une  constante.  Mais  la  constante  est  nulle  puisque 
l’aire  se  réduit  à zéro  pour  x=0.  Ainsi 

S=r  v/2px,imO  = -x  / 2 px  sinü=-xy$inQ. 

O O «J 

L’aire  S est  égale  aux  deux  tiers  du  parallélogramme  A'IMN ; 
et  par  suite  l’aire  du  triangle  inixtiligne  A'NM  est  le  tiers  du 
même  parallélogramme. 


EXERCICES. 

1°  Lieu  du  sommet  d’un  angle  circonscrit  à la  parabole,  et 
tel  que  le  triangle  formé  par  les  côtés  de  l’angle  et  l’arc  de 
parabole  ait  une  aire  constante. 

2°  Lieu  des  points  desquels  on  peut  mener  à une  parabole 
deux  normales  rectangulaires. 

3*  Une  sécante  tourne  autour  d’un  point  fixe  pris  sur  l'axe 
d'une  parabole  ; par  les  points  où  elle  coupe  la  parabole  on 
mène  des  normales;  trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de 
ces  normales. 

4°  Une  parabole  se  meut  parallèlement  à elle-même,  de 
manière  que  son  sommet  décrive  la  parabole  dans  sa  position 
initiale  ; du  sommet  de  cette  parabole  on  mène  des  tangentes 
à la  parabole  mobile  ; trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

5"  Lieu  du  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  normales 
menées  de  ce  point  à une  parabole  donnée  soit  constante. 

6°  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré  inscrite  dans 
un  angle  on  mène  une  tangente  quelconque  à cette  courbe  ; 
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trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  médianes  ou  des 
hauteurs  du  triangle  formé  par  la  tangente  mobile  et  les  côtés 
de  triangle.  Trouver  aussi  le  lieu  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  même  triangle. 

7°  Étant  donnée  une  ellipse,  par  un  point  fixe  on  mène  deux 
droites  rectangulaires  quelconques,  et  aux  points  où  ces 
droites  rencontrent  l’ellipse  on  mène  des  tangentes  à cette 
ellipse.  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

8°  Même  problème,  quand  on  remplace  les  droites  rectan- 
gulaires par  des  droites  parallèles  à deux  diamètres  conjugués 
d'une  autre  ellipse  donnée. 

Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son 
sommet  placé  sur  une  courbe  du  second  degré  donnée  ; aux 
points  où  les  côtés  de  l’angle  rencontrent  la  courbe  on  mène 
des  tangentes  à celle  courbe.  Trouver  le  lieu  des  points  de 
rencontre  de  ces  tangentes. 


CHAPITRE  VII. 

Foyers  et  Directrices. 

315 — Proposons-nous  d’abord  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  un  point  fixe  F et  une  droite  fixe  DE  (tig.  III), 
trouver  le  lieu  du  point  dont  les  distances 
au  point  fixe  et  à la  droite  fixe  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant. 

Traçons  dans  le  plan  des  axes  rectangu- 
laires quelconques;  appelons  acte  les  coor- 
donnéesdu  point  F,  et  soit  mx-fary+p=0 
l’équation  de  la  droite  DE;  les  distances 
d’un  point  quelconque  M du  lieu  au  point  F 
Fig.  m.  et  à la  droite  DE  sont  données  par  les  for- 
mules 

MF  = /(*-«)' + (y-W*, 

mp=  ■*+ÎI±J!: 

tÏB'  + H1 
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MF 

si  l’on  désigne  par  k le  rapport  constant  le  lieu  aura 
pour  équation 


/ (*—<*)’+ (y— P)  * 


tn:r  + nÿ-fp 
*1 ' 


ou 

(,_.)• + (r-  w = *’  i"»+»+a:. 

' ' * ™ m*  + n* 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré.  La  quantité  B* — 4 AC, 
qui  sert  à distinguer  l’espèce  de  la  courbe,  se  réduisant  à 
4 (k1—  1),  la  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
hyperbole,  suivant  que  le  rapport  k est  inférieur,  égal,  ou 
supérieur  à l’unité. 

Le  point  F s’appelle  foyer  de  la  courbe,  la  droite  UE  di- 
rectrice. 


910 — Il  est  aisé  de  voir  que  la  perpendiculaire  FD  abaissée 
du  foyer  sur  la  directrice  est  un  axe  de  la  courbe  (fig.  112). 

e Car  soit  M un  point  quel- 
y conque  du  lieu;  le  point  M’, 
P symétrique  du  premier  par 
rapport  à la  droite  FD,  ap- 
partiendra aussi  au  lieu , 
puisque  les  distances  M'F , 
MT'  sont  respectivement 
r<e- 1 égales  aux  distances  MF,  MP. 

Considérons  d’abord  le  cas  où  k est  plus  petit  que  1 ; le  lieu 
est  une  ellipse.  Sur  l’axe  FD,  on  peut  déterminer  deux  points 
A et  A',  tels  que 

AF  _ A'F 
AD  A'D 

ces  deux  points  sont  les  extrémités  de  l’une  des  axes  AA'  de 
l’ellipse.  Le  milieu  0 en  est  le  centre.  La  perpendiculaire  BB', 
menée  par  le  centre  au  premier  axe  AA',  est  le  second  axe  de 
l’ellipse.  Pour  avoir  les  extrémités  du  second  axe,  il  faut  sur 
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DF 

celle  droile  trouver  un  point  B tel  que  l’on  ait  — = k ; or 

DU 

on  a 

AF  _ A'F  _ A F -I-  A'F AA' OA 

k~  AD~iVD  — ÀD  + A'D—20D  — OD’ 
et  par  suite 

BF OA 

BQ  — OD  ’ 

les  deux  dénominateurs  BQ  et  OD  étant  égaux  entre  eux,  les 
numérateurs  BF  et  OA  sont  aussi  égaux.  Si  donc  du  foyer  F 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à OA,  on  décrit  un  cercle, 
ce  cercle  déterminera  sur  le  second  axe  les  deux  sommets  B 


et  B'.  La  longueur  OB  étant  plus  petite  que  BF  ou  que  OA,  il 
en  résulte  que  l’axe  AA'  perpendiculaire  à la  directrice  est  le 
grand  axe  de  l’ellipse,  l’axe  parallèle  BB'  est  le  petit  axe.  Si 
l’on  fait  tourner  la  figure  autour  du  petit  axe  BB'  pour  la  ra- 
battre de  l’autre  côté,  le  point  F vient  en  F',  la  droite  DE  eh 
D'H'  et  le  même  rapport  k donnera  naissante  à la  même 


Fii;.  113. 


ellipse. 

Supposons  maintenant  k plus  grand  que 
1 ; la  courbe  est  une  hyperbole.  Sur  l'axe 
FD,  on  peut  déterminer  deux  points  A et 
A',  tels  que 

AF A'F 

ÀD  — A'D- 

ces  deux  points  sont  les  extrémités  de 
l’axe  transversc  AA'  de  l'hyperbole 


(flg.  1 13).  Le  milieu  O en  est  le  centre.  La  perpendiculaire  BB', 


rie.  h*. 


menée  par  le  centre  à l’axe  transverse  AA', 
est  l’axe  non  transverse  de  l’hyperbole. 
Ainsi  l’axe  transverse  de  l’hyperbole  est 
perpendiculaire  à la  directrice.  Si  l’on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  BB'  pour  l’ap- 
pliquer de  l’autre  côté,  le  foyer  F vient  en 
F',  la  directrice  DE  en  IVE'  ; le  foyer  F'  avec 
la  directrice  D'E',  et  le  même  rapport  k 


donne  la  même  hyperbole. 
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Enfin  lorsque  k—i,  la  courbe  est  une  parabole.  La  perpen- 
diculaire abaissée  du  foyer  sur  la  directrice  est  l’axe  et  le  mi- 
lieu A de  la  distance  FD  est  le  sommet  de  la  parabole  (fig.  114). 


21 T — Nous  avons  étudié  le  lieu  des  points  tels  que  les  dis- 
tances de  chacun  d’eux  à un  point  fixe  F et  à une  droite  fixe 
UE  sont  dans  un  rapport  constant,  et  nous  avons  vu  que  ce 
lieu  est  représenté  par  l’équation 


l /(*-«)• + (ÿ  — p)’ 


l;mx+ny+p 

— l/m’  + n’ 


Celte  équation  montre  que  la  distance  du  foyer  F à un  point 
quelconque  M de  la  courbe  est  égale  à une  fonction  entière  et 
du  premier  degré  des  coordonnées  x cl  y du  point  M. 

Réciproquement,  si  un  point  fixe  F jouit  de  cette  propriété 
que  sa  distance  à un  point  quelconque  M de  la  courbe  soit 
égale  à une  fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordon- 
nées x et  y du  point  M,  ce  point  F est  un  foyer,  c’est-à-dire 
qu’il  existe  une  droite  DE  (fig.  1 11),  telle  que  le  rapport  des 
distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  au  point  F et  à la 
droite  DE  soit  constant.  En  effet,  supposons  que  l’on  ait 


FM=±(mx  4 -ny  + p), 

en  désignant  par  mx  + ny  + p une  fonction  entière  et  du 
premier  degré  des  coordonnées  x et  y du  point  M.  Considérons 
la  droite  DE  qui  a pour  équation 


mx  + »y  + p=o  ; 


la  distance  du  point  M à cette  droite  est  donnée  par  la  formule 

mp—  mx+ny+p 

±/m’+n* 

On  a donc 

MF  - 

MP  1 *"  +n’' 

Ainsi  le  rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la 
courbe  au  point  fixe  F et  à la  droite  fixe  DE  est  constant; 
le  point  F est  donc  un  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  DE  la 
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direclrice  correspondante.  En  désignant  par  k la  valeur  du 
rapport  constant,  on  a k=^ m’-j-n’. 

Voilà  pourquoi  on  définit  souvent  le  foyer  d’une  courbe 
du  second  degré  un  point  fixe  F dont  la  distance  à un  point 
quelconque  M de  la  courbe  s’exprime  par  uiie  fonction  en- 
tière et  du  premier  degré  des  coordonnées  du  point  M.  On 
obtient  l’équation  de  la  directrice  en  égalant  cette  fonction 
à zéro. 

Il  est  évident  ù priori  que  cette  propriété  algébrique  du 
foyer  est  indépendante  de  la  position  des  axes  des  coordonnées 
dans  le  plan,  puisqu’elle  a une  signification  géométrique  bien 
précise;  d’ailleurs  il  est  clair  qu’une  fonction  entière  et  du 
premier  degré  conserve  ce  même  caractère  quand  on  change 
les  coordonnées. 

Si  l’on  prend  l’axe  des  y parallèle  à la  direclrice  et  pour  axe 
desx  une  droite  quelconque,  l’équation  de  la  directrice  devant 
être  delà  forme  mar-)-pz=0,  il  en  résulte  que  le  coefficient 
n est  nul  et  par  suite  que  la  distance  FM  du  foyer  à un  point 
quelconque  M de  la  courbe  est  égale  à une  fonction  entière  et 
du  premier  degré  ±(ma:-(-p)  de  l’abscisse  x du  point  M. 

Nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  la  question  in- 
verse; étant  donnée  une  courbe  du  second  degré,  trouver  son 
foyer  et  sa  directrice,  c’est-à-dire  trouver  dans  le  plan  de  la 
courbe  un  point  et  une  droite  tels  que  le  rapport  des  dis- 
tances de  chacun  des  points  de  la  courbe  au  point  fixe  et  à 
la  droite  fixe  soit  constant.  Comme  nous  l’avons  dit,  cette 
question  revient  à la  suivante  : trouver  un  point  tel  que  sa 
distance  à chacun  des  points  de  la  courbe  soit  égale  à une 
fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées  du  point 
de  la  courbe. 


FOYERS  ET  DIRECTRICES  DE  L'ELU  PSE. 

*18  — Pour  simplifier  le  calcul,  supposons  l’ellipse  rap- 


portée à ses  axes  et  soit 


x 1 y' 

— - 4-  “ — | 
o*  ' b' 
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son  équation.  D’après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment, 
(n°2IG),le  foyer  doit  être  situé  sur  le  grand  axe  et  la  directrice 
perpendiculaire  à cet  axe,  et  par  conséquent  parallèle  à l’axe  des 
y,  il  en  résulte  que  la  distance  du  foyer  à un  point  quelconque 
de  l’ellipse  s’exprimera  par  une  fonction  entière  et  du  premier 
degré  de  l'abscisse  de  ce  point.  Appelons  a l’abscisse  du  foyer 
et  S la  distance  de  ce  foyer  à un  point  quelconque  de  la 
courbe  3 on  a 

et  par  suite 

$*z={x— 

si  l’on  remplace  y 1 par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  l’el- 
lipse, il  vient 

«'=(*— «)’+  ^(o*— *’), 

ou,  en  ordonnant, 

S’rr- — t—x' — 2 aa? -|-  a’-j-è*. 
a' 

Pour  que  la  quantité  o soit  une  fonction  rationnelle  en  x,  il 
faut  que  son  carrés1,  qui  est  un  polynôme  du  second  degré, 
soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

, («•—•»)  <«■  + *•)_„ 

“ o1  ’ 

ou 

o.'=a'—b', 

et  par  suite 

a=±/a’ — 6’. 

On  trouve  ainsi  deux  foyers  F et  F’  (fig.  115)  situés  sur  le  grand 
E,<  i | , axe  et  à égale  distance  de 

part  et  d’autre  du  centre. 
Pour  les  construire,  du  som- 
— met  B du  petit  axe  comme 

b X 1 , 

centre,  avec  un  rayon  égal  a 
a,  on  décrira  un  cercle  ; les 
points  F et  F'  où  ce  cercle 
coupe  le  grand  axe  sont 
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les  foyers.  Posons,  pour  abréger  a’— 6=c*,  d’où  «=±c; 
on  a 

S‘  = ~ , x'+icx  + a'=  (a+j)  , 

d’où 

8==±  (°^y)‘ 

Le  double  signe  dans  la  parenthèse  se  ra|iporte  aux  deux 
foyers-,  et  il  faudra  choisir  le  signe  en  avant  de  la  parenthèse 
de  manière  à obtenir  une  quantité  positive. 

La  distance  du  foyer  à un  point  quelconque  de  l’ellipse  est 
exprimée  ainsi  par  une  fouction  entière  de  l’abscisse;  en  éga- 
lant à zéro  cette  fonction,  ou  obtient  les  équations  des  directrices 


ou 


x = ± 


aj 

c 


Au  foyer  F correspond  la  directrice  DE,  qui  a pour  équation 

(J1 

X—  -x  ; au  foyer  F7  la  directrice  D'E7  qui  a pour  équation 

c * 

u* 

x ~ — — . On  construira  le  point  D par  une  troisième  pro- 
portionnelle. 

Le  rapport  constant  k=  / m'  -f-  n’  est  ici  égal  à m ou  à 

Ainsi  le  rapport  constant  des  distances  de  chacun  des  points 
de  l’ellipse  au  foyer  et  à la  directrice  est  égal  au  rapport  de 

la  distance  FF'  des  foyers  au  grand  axe  AA'.  Ce  rapport  — 

est  ce  qu’on  appelle  l’excentricité  de  l’ellipse. 


THÉORÈME  I. 

somme  des  distances  de  chacun  des  points  de  l’el- 
lipse aux  deux  foyers  est  constante  et  égale  au  grand  axe. 
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Nous  avons  Irouvé  pour  expression  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  l’ellipse  à l’un  ou  l'autre  foyer 

3=±(°Tir)' 

(J 

Dans  l’ellipse,  le  rapport  — étant  moindre  que  l’unité  etl’ab- 

cx 

scisse  x moindre  que  a en  valeur  absolue,  le  terme  — est 

plus  petit  que  a en  valeur  absolue  et  par  conséquent  la 
parenthèse  est  toujours  positive;  il  faudra  la  faire  précéder  du 
signe  +.  Quant  au  double  signe  dans  la  parenthèse,  le  signe 
supérieur  se  rapporte  au  foyer  F,  le  signe  inférieur  au  foyer  F'; 
on  a donc  (fig.  H 5) 

ex 
~a’ 
ex 
a ' 

d’où  l’on  déduit 

MF  + MF' = 2 a. 


MF=a— 
MF'=a  + • 


290 — Corollaire  I.  La  somme  des  distances  d’un  point 
intérieur  à l’ellipse  au.r  deux  foyers  est  plus  petite  que  le  grand 
axe.  La  somme  des  distances  d’un  point  extérieur  est  plus 
grande  que  le  grand  axe. 

Considérons  d’abord  un  point  N (fig.  116)  situé  à Fintétieur 
de  l’ellipse.  Joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  prolongeons 
la  droite  F'N  jusqu’à  sa  rencontre  avec 
l’ellipse  en  M.  Le  point  M appartenant  à 
l’ellipse,  la  somme  des  deux  rayons  vec- 
teurs MF  -f-  MF'  est  égale  au  grand  axe 
AA';  mais  la  ligne  droite  NF  est  plus 
petite  que  la  ligne  brisée  NM+MF;  eu 
ajoutant  de  part  etd’autrela  même  lon- 
gueur F'N,  on  voit  que  le  chemin  F'N+NF  est  plus  petit  que 
F'M+MF,  c’est-à-dire  plus  petit  que  AA'. 

Considérons  maintenant  un  point  P situé  hors  de  l'ellipse;  la 


Y 


Fig.  116. 
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droite  PF'  rencontre  l’ellipse  en  un  point  M.  La  ligne  brisée 
MP-fPF  est  pins  grande  que  la  ligne  droite  MF;  en  ajoutant  de 
part  et  d’autre  la  même  longueur  F M,  on  voit  que  le  chemin 
F'P+PF  est  plus  grand  que  F'M  + MF,  c’est-à-dire  plus  grand 
que  AA'. 

Il  est  clair  que  les  réciproques  sont  vraies.  Si  la  somme  des 
distances  d’un  point  du  plan  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
que  le  grand  axe,  ce  point  est  intérieur  à l’ellipse.  Si  la  somme 
est  plus  grande  que  le  grand  axe,  le  point  est  extérieur. 

11  résulte  de  là  que  l’on  peut  considérer  l’ellipse  comme  le 
lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  foyers  est 
constante.  C’est  ainsi  qu’on  définit  l’ellipse  en  Géométrie  élé- 
mentaire, et  c’est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction 
de  l’ellipse  par  points,  ou  d’un  mouvement  continu,  dont  nous 
avons  parlé  au  commencement  (n™  12  ett3). 

991—  Corollaire  II.  L'ellipse  est  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  du  foyer  F et  du  cercle  décrit  de  l’autre  foyer  F' 

comme  centre , avec  un 
rayon  égal  au  grand  axe. 
Si  Conjoint lesfoyersà  un 
point  quelconque  M de 
l’ellipse  , et  si  l’on  pro- 
longe le  rayon  vecteur 
F'M  d’une  longueur  MH 
égaleàMF,onobtientune 
longueur  F'H  constante 
et  égale  au  grand  axe  ; le 
lieu  du  point  H est  donc 
la  circonférence  décrite 
du  foyer  F' comme  centre 
He.  ii7.  i avec  le  grand  axe  pour 

rayon.  La  portion  MH  du  rayon  étant  le  plus  court  chemin 
du  point  M à cette  circonférence,  on  voit  que  le  point  M de 
l’ellipse  est  également  distant  du  foyer  F et  de  la  circonfé- 
rence. On  a donné  à ce  cercle  le  nom  de  cercle  directeur. 
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Fig.  118. 


Théorème  ii. 

222 — La  tangente  à l’ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteurs,  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M et  M'  (fig.  118)  sur  l’ellipse; 
du  foyer  F comme  centre,  avec  FM  pour  rayon,  décrivons  on 
, arc  de  cercle  qui  coupera  en  C le 
rayon  vecteur  FM',  la  longueur  M'C 
représente  la  différence  des  deux 
rayons  vecteurs  FM  et  FM',  ou  l’ac- 
croissement qu’éprouve  le  rayon  vec- 
teur FM  quand  ou  passe  du  point  M 
au  point  voisin  M'.  De  même,  si  du 
foyer  F'  comme  centre,  avec  F'M 
pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  D le 
rayon  vecteur  F M'  prolongé,  la  longueur  M'D  représentera  la 
différence  des  deux  rayons  vecteurs  F'M  et  F'M',  ou  la  diminu- 
tion qu’éprouve  le  rayon  vecteur  F'M  quand  on  passe  du  point 
M au  point  M'.  Ainsi,  quand  on  passe  du  point  M au  point  M', 
le  rayon  vecteur  FM  éprouve  un  accroissement  M'C,  tandis  que 
l’autre  rayon  vecteur  F'M  éprouve  une  diminution  M'D.  Puis- 
que la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  FM  + F'M  reste  con- 
stante, l'augmentation  de  l’un  est  égale  à la  diminution  de 
l’autre,  cl  par  conséquent  les  deux  longueurs  M C et  M'D  sont 
égales. 

Par  les  deux  points  M et  M'  menons  la  sécante  MS;  dans  les 
deux  cercles  considérés  précédemment,  traçons  les  cordes  MC 
et  MD.  Sur  la  sécante  MS  portons  une  longueur  MG,  arbitraire, 
mais  invariable,  et  par  le  point  G menons  GH  parallèle  à MC, 
GK  parallèle  à MD  ; à cause  des  parallèles,  on  a les  rapports 
égaux 

MC__M'M M'D 

MÜ  M'C  M'K  ’ 

puisque  les  deux  longueurs  M'C  et  M'D  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  M'H  et  M'K  sont  aussi  égales. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M' se  rapproche  indéflni- 
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ment  du  point  M;  la  sécante  MS  tend  vers  une  position  limite, 
qui  est  la  tangente  à l’ellipse.  En  même  temps,  les  points  C et 
D se  rapprochent  aussi  du  point  M,  les  cordes  MC  et  MD,  pro- 
longées, tendent  vers  les  tangentes  aux  cercles  décrits  des 
points  F et  F'1  comme  centres  avec  FM  et  F M pour  rayons,  et 
par  conséquent  deviennent  perpendiculaires  aux  rayons  FM 
et  F M ; leurs  parallèles  GII  et  GE  prennent  aussi  les  directions 
perpendiculaires  à ces  mêmes  rayons,  et,  comme  les  rayons 
vecteurs  FM'  et  F M'  se  confondent  avec  FM  et  F M,  les  angles 
H et  K deviennent  droits. 


Les  limites  des  deux  triangles  M GH , M GE  sont  deux 
triangles  rectangles  MGH,  MGE  (fig.  119);  ces  deux  triangles, 
ayant  l’hypoténuse  MGcommune  etles 
V côtés  MH  et  ME  égaux  entre  eux  comme 

^01 - V limitesdes longueurs  égales  M'HetM'E, 

f sont  égaux  ; d'où  l’on  conclut  l’égalité 

( ff  £ J xT  des  deux  anglesGMII,GME.  Il  en  résulte 

que  la  tangente  MT  à l’ellipse  divise  en 
^ deux  parties  égales  l’angle  FME  formé 

F'c  M9'  par  l’un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le 

prolongement  de  l’autre  F'M. 

L'angle  F'MT'  étant  égal  à son  opposé  par  le  sommet  GMK, 
on  voit  que  la  tangente  TT'  fait,  avec  les  deux  rayons  vecteurs 
qui  vont  au  point  de  contact,  des  angles  égaux  FMT,  F'MT'. 


293— Cobollaibe  I.  Menons  au  point  M (fig.  120)  une  per- 
pendiculaire MN  à la  tangente  TT',  nous  aurons  la  normale  à 


Fic.  110. 


l’ellipse.  Les  deux  angles  FMN,  F'MN, 
sontégaux  comme  complementaires  des 
angles  égaux  FMT,  F'MT'  ; ainsi  la  nor- 
male à l'ellipse  an  poinl  M est  bissec- 
trice de  l'angle  FMF'  des  rayons  vecteurs 
qui  vont  de  ce  point  au. r deux  foyers. 


924 — Cohoi.lame  11.  Supposons  qu’une  lumière  soit  placée 
au  foyer  F (Bg.  121)  d’une  ellipse  ; les  rayons  lumineux,  par- 
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tant  du  point  F,  se  réfléchissent  sur  l’ellipse  en  faisant  un 
angle  de  réflexion  égal  à l’angle  d'inci- 
dence. Soit  FM  l’un  de  ces  rayons; 
menons  la  tangente  TT'  à l’ellipse  en 
ce  point;  le  rayon  réfléchi,  devant  faire 
avec  MT'  un  angle  égal  à FMT,  sera 
dirigé  suivant  MF . Ainsi  les  rayons 
réfléchis  viennent  tous  concourir  au 
second  foyer  F/  où  ils  forment  une  image  très-brillante  de  la 
flamme  placée  au  premier  foyer  F.  C’est  de  là  que  vient  la 
dénomination  de  foyer. 


225 — Corollaire  III.  Réciproquement,  l’ellipse  est  la  seule 
courbe  qui  jouisse  de  la  propriété  que  sa  tangente  fasse  extérieu- 
rement des  angles  égaux  avec  les  rayons  veclcurs  qui  vont  du 
point  de  contact  à deux  joints  fixes  F et  F'.  Cherchons,  en  effet, 
l’équation  de  la  courbe  en  coordonnées  bi-polaires  et  désignons 
par  « et  v les  deux  rayons  vecteurs  MF,  MF'  (fig.  118).  Quand 
on  passe  d’un  point  M de  la  courbe  au  point  voisin  M',  les  deux 
rayons  vecteurs  u et  v éprouvent  des  variations 
Au=  + M'C,  \v=— M'D, 

et  l’on  a 

\v_  M'D M'K 

Au-  M'C  M'H' 

Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  M'M  devient  tangente  et  les  deux  angles  H et  K,  comme 
nous  l’avons  dit,  deviennent  droits.  Nous  supposons  d’ail- 
leurs les  deux  angles  GMH,  GMK  (fig.  1 19)  égaux  entre  eux  ; les 
deux  triangles  rectangles  GMH,  GMK  sont  donc  égaux,  et  l’on 

a MH=MK.  Le  rapport  ^ tend  vers  une  limite  égale  à — 

et  par  conséquent  égal  à — 1.  Si  l'on  considère  v comme  une 
fonction  de  u,  on  voit  que  la  dérivée  de  celte  fonction  est  égale 
à — 1;  en  remontant  à la  fonction  primitive,  on  a v= — u+C; 
et  par  suite  u+«=C.  Donc  la  courbe  est  une  ellipse. 
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5820  - Corollaire  IV.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  à f ellipse  est  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre.  La  tangente  étant 
perpendiculaire  sur  le  milieu  1 de  la 
droite  FH,  le  point  1 est  la  projection 
du  foyer  F sur  la  tangente.  Joignons 
ce  point  au  centre  0 de  l'ellipse.  La 
droite  01,  qui  divise  en  deux  parties 
égales  les  côtés  F'F,  FH  du  triangle 
Fie-  lïî-  F'FH,  est  parallèle  au  troisième  côté 

F'H,  et  en  est  la  moitié;  la  longueur  F'H  étant  égale  au  grand 
axe  AA',  la  distance  01  est  constante  et  égale  à OA.  Donc  le 
lieu  du  point  I est  la  circonférence  de  cercle  décrite  du  point 
0 comme  centre,  avec  OA  pour  rayon. 

PROBLÈME  I. 

227 —  Mener  une  lanyente  à l’ellipse  en  un  point  M donné 
sur  l'ellipse. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème,  ainsi  que  les  suivants, 
en  considérant  l’ellipse  comme  la  projection  d’un  cercle.  Nous 
allons  traiter  les  mêmes  questions  par  une  autre  méthode  qui 
pourra  être  appliquée  à l’hyperbole  et  à la  parabole. 

Prolongez  le  rayon  vecteur  F'M  (lig.  122)  d'une  longueur  MH 
égale  à l’autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M menez  une 
droite  TT'  perpendiculaire  à F’H;  vous  aurez  la  tangente  de- 
mandée. 

Car,  dans  le  triangle  isocèle  FMI1,  la  droite  MT,  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  sur  la  base 
FH,  divise  l’angle  au  sommet  en  deux 
parties  égales.  Cette  droite,  étant  bis- 
sectrice de  l’angle  FMH,  formé  par  l’un 
des  rayons  vecteurs  elle  prolongement 
de  l’autre,  coïncide  avec  la  tangente  à 
l’ellipse. 

228—  Remarqi  e.  Il  est  bon  de  remarquer  que  tous  les 

BR.  13 
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points  de  la  tangente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés 
hors  de  l’ellipse.  Soit  P un  point  quelconque  de  la  tangente, 
joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  au  [joint  II.  La  tangente, 
étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH,  la  distance  PF  égale 
PII,  et  par  conséquent  la  ligne  brisée  F'P-f  PF  égale  la  ligne 
brisée  lr/P -f-  PH  ; mais  cette  dernière  est  plus  grande  que  la 
ligne  droite  F'H  qui  est  égale  au  grand  axe  de  l’ellipse,  puis- 
qu’on a prolongé  le  rayon  vecteur  F'M  d’une  longueur  MII 
égale  à MF.  La  somme  des  distances  du  point  P aux  deux  foyers 
étant  plus  grande  que  le  grand  axe,  ce  point  est  situé  hors  de 
l’ellipse. 

La  ligne  brisée  F'M+MF  est  le  plus  court  chemin  allant  du 
point  F'  au  point  F en  passant  par  un  point  de  la  tangente. 

On  dit  qu’une  ligne  brisée  est  convexe,  lorsqu’elle  est  située 
tout  entière  d’un  même  côté  par  rapporta  chacun  de  ses  côtés 
indéfiniment  prolongé,  l'e  même,  on  dit  qu’une  courbe  est 
convexe  lorsqu'elle  est  située  tout  entière  d’un  même  côté 
par  rapport  à chacune  de  ses  tangentes  indéfiniment  prolongée. 
11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’ellipse  est  une  courbe  fermée 
convexe. 


PROBLEME  U. 


229— Mener  une  tangente  à l’ellipse  par  un  point  exté- 
rieur P. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soitPM  (fig.  t-2i)  la  tangente 
H demandée.  Si  l’on  prolonge  F M 

d’une  longueur  MII  égale  à FM, 
on  sait  que  la  tangente  PM  est 
p perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
la  droite  FH;  il  en  résulte  que 
la  distance  PH  est  égale  à PF. 
La  question  revient  à déterminer 
le  point  II.  Puisque  la  droite  F H 
est  égale  au  grand  axe  AA',  le.  point  H est  situé  sur  la  cir- 
conférence décrite  du  foyer  F'  comme  centre  avec  AA'  pour 
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rayon.  D’autre  part,  la  distance  PH  étant  égalé  à PF,  le  point 
H est  sur  la  circonférence  décrite  du  point  P comme  centre 
avec  PF  pour  rayon  ; le  point  II  est  donc  à l’intersection  de  ces 
deux  circonférences.  Ou  déduit  de  là  la  construction  suivante: 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand 
axe,  décrivez  un  cercle.  Du  point  P comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à la  distance  PF  de  ce  point  à l’autre  foyer,  décri- 
vez un  second  cercle,  qui  coupera  le  premier  au  point  H. 
Joignez  FH,  et  du  point  P menez  une  perpendiculaire  à la 
droite  FH,  vous  aurez  la  tangente  demandée.  Le  point  de  con- 
tact M sera  déterminé  par  l’intersection  de  la  tangente  avec  la 
droite  F' H. 

Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H';  en  me- 
nant de  même  du  point  P une  perpendiculaire  à FH',  on  aura 
une  seconde  tangente  PM',  dont  on  déterminera  le  point  de 
contact  M'  à l’aide  de  la  droite  F1!!'. 

H est  à remarquer  que  ces  constructions  peuvent  être  effec- 
tuées sans  que  l’ellipse  soit  tracée.  Il  suffit  que  l’on  connaisse 
les  foyers  et  le  grand  axe. 


PROBLÈME  III. 


930 — Mener  à l’ellipse  une  tangente  parallèle  à une  droite 
donnée  KL. 


Supposons  le  problème  résolu,  et 
soit  ST  la  tan  gente  demandée  (üg.  1 25). 
Si  l’on  prolonge  F'M  d une  longueur 
MH  égale  à MF,  on  sait  que  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu de  FH.  On  en  déduit  la  construc- 
tion suivante  : 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  au  grand  axe,  décrivez 
un  cercle;  par  l’autre  foyer  F menez 
une  droite  FH  perpendiculaire  à la 
droite  donnée  KL;  cette  droite  cou- 
pera la  circonférence  en  un  point  H ; 
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sur  le  milieu  de  FH,  élevez  une  perpendiculaire  ST,  vous 
aurez  la  tangente  demandée.  Le  point  de  contact  sera  déter- 
miné par  l’intersection  de  la  tangente  avec  la  droite  F H. 

La  droite  FH  prolongée  rencontre  la  circonférence  en  un  se- 
cond point  H';  en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FH',  on  obtiendra  une  seconde  tangente  S/T',  dont  on  dé- 
terminera le  point  de  contact  M'  par  la  droite  F'H'. 

PROBLÈME  IV. 

231 — Une  ellipse  étant  définie  par  ses  foyers  et  son  grand 
axe,  déterminer  les  points  où  elle  est  coupée  par  une  droite 
donnée  M M'. 

Soit  M l'un  des  points  où  la  droite  donnée  coupe  l’ellipse; 
joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  prolongeons  le  rayon  vec- 
teur F'M  d’une  longueur  MH 
égale  à MF;  le  point  H ap- 
partient au  cercle  directeur 
décrit  du  foyer  F'  comme  cen- 
tre; si  du  point  M comine 
centre,  avec  un  rayon  égal  à 
MF,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  sera  tangent  en  H au 
cercle  directeur;  en  abaissant 
du  foyer  F une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  donnée  et  prolongeant  cette  perpendicu- 
laire d’une  longueur  égale  à elle-même,  on  obtient  un  second 
point  F,  appartenant  à ce  même  cercle.  La  question  revient 
donc  à trouver  le  centre  M d’un  cercle  passant  par  les  deux 
points  donnés  F et  F,  et  tangent  au  cercle  directeur.  Pour 
cela,  par  les  deux  points  F et  F,  on  fait  passer  un  cercle  quel- 
conque, qui  coupe  le  cercle  directeur  en  deux  points  K cl  K'  ; 
du  point  I,  intersection  des  deux  droites  FF,  el  KK',  on  mène 
une  tangente  IH  au  cercle  directeur;  le  point  M,  où  la  droite 
FH  coupe  la  droite  donnée,  sera  le  point  cherché. 

On  a en  effet 

llî  ==1K  X IK'  = IF  X IF,; 

donc  le  cercle  qui  passe  pur  les  trois  points  F,  F,,  H est  lan- 
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gent  en  H au  cercle  directeur.  Comme  on  peut  mener  du 
point  I deux  tangentes  au  cercle  directeur, on  aura  deux  points 
M et  MC 


FOYERS  ET  DIRECTRICES  DE  I.’hYPERBOLE. 


232— Supposons  aussi  l’hyperbole  rapportée  à ses  axes, 
et  soit 

x'_y'_ 
a * b' 

son  équation.  Le  foyer  devant  être  situé  sur  Taxe  transverse  et 
la  directrice  perpendiculaire  à cet  axe,  ainsi  que  nous  l’avons 
remarqué  (n°  216),  la  distance  S du  foyer  F à un  point  quel- 
conque M de  la  courbe  s’exprimera  par  une  fonction  entière 
et  du  premier  degré  de  l’abscisse  du  point  M.  Si  l’on  appelle  a 
l’abscisse  du  foyer,  on  a 

S*=  (*-«)*  + y-, 

ou,  en  remplaçant  y * par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  de  la 
courbe, 

8* = (* — *)'  + (*' — a’), 

et  par  suite 

a'4-b' 

3’  = — x'  — 2aa:-f-3’  — 6*. 

a' 

Pour  que  ce  polynôme  soit  un  carré  parfait,  il  faut  que  la  con- 
dition 


a 


a'  + V 
a* 


(a*-6’)  = 0, 


soit  remplie;  on  en  déduit 


a'  + b'. 

On  obtient  ainsi  deux  foyers  F et  F'  situés  sur  l’axe  transverse 
à même  distance  du  centre  (fig.  127).  Pour  déterminer  gra- 
phiquement les  foyers,  par  le  sommet  A,  on  élève  une  per- 
pendiculaire AG  sur  l’axe  transversc  jusqu’à  l’asymptote,  et 
on  prend  OF=OG.  Si  l’on  pose,  pour  abréger  c,=a'-\-b') 
d’où  a=±c,  il  vient 
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c'x'  - , , (CX  _ \ 

— :2cir+a  = I — -*-a  \ , 


a 


En  égalant  à zéro  cetle  fonction  du  premier  degré,  on  obtient 
les  équations  des  directrices 


a1 

X=+T 


T 

F.' 

F 

7 

Y 

'Kl 

w 

F'  A'J 

D>'o 

\ 

DU  F X 

J / 

\\ 

// 

V 

Fig.  117. 

Au  foyer  F correspond  la  directrice  DE,  au  foyer  F'  la  direc- 
trice DE'.  Du  point  0 comme 
centre,  avec  OA  pour  rayon,  dé- 
crivons un  arc  de  cercle  qui 
conpe  l’asymptote  au  point  H,  ce 
point  appartient  à la  directrice. 
En  effet,  les  deux  triangles  OAG, 
OHF.quionl  un  angle  commun  O, 
les  côtés  OA=OH  et  OF=OG,  sont 
égaux  , et  l’angle  OHF  est  droit; 
si  du  point  H,  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire HD  sur  l’axe  transverse  OA,  on  a OH  =OFxOD, 

n * ... 

et  par  suite  OD=  — . Ainsi  la  droite  DH  est  la  directrice. 

, ...  . c 

Le  rapport  constant  k—  v * est  égal  a m ou  a — ; 

c'est  le  rapport  de  la  distance  FF'  des  foyers  à l’axe  transverse 
AA';  c’est  l’excentricité  de  l’hyperbole. 

THÉORÈME  III. 

233 — La  différence  des  distatices  de  chacun  des  points  de 
l’hyperbole  aux  deux  foyers  est  constante  et  égale  à l’axe 
transterse. 

Nous  avons  trouvé  pour  expression  de  la  distance  d’un  point 
de  la  courbe  à l’un  ou  l’autre  foyer 
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le  signe  supérieur  dans  la  parenthèse  sc  rapporte  au  foyer  F, 
le  signe  inférieur  au  foyer  F'  ; on  a donc 


Il  faut,  en  avant  de  la  parenthèse,  choisir  le  signe  de  manière 

Ç 

à avoir  des  longueurs  positives.  Dans  l’hyperbole,  le  rapport  — 

étant  plus  grand  que  l’unité  et  x plus  grand  que  a en  valeur 

ex 

absolue,  le  premier  terme  — en  valeur  absolue  est  plusgrand 

que  a.  Il  faudra  donc  faire  précéder  les  parenthèses  du  signe 
+ ou  du  signe  — , suivant  que  le  point  M est  sur  la  branche 
de  droite  ou  sur  celle  de  gauche.  Dans  le  premier  cas,  on  a 


MF  = 


ex 


d’où 


MF'  = — + a, 
a 

MF'  — MF  = 2 a. 


334— Corollaire.  La  différence  des  distances  d'un  point 
situé  entre  les  deux  branches  de  l'hyperbole  aux  deux  foyers  est 
plus  petite  que  l’axe  transverse;  lorsque  le  point  est  situé  dans 


Fig.  !t“ 


les  deux  autres  parties  du  plan,  la 
différence  est  plus  grande  que  l'axe 
transverse. 

Soit  P un  point  situe  entre  les  deux 
branches  de  la  courbe  (fig.  128);  la 
droite  PF  rencontre  l'hyperbole  .au 
point  M.  On  a 

PF— PM  < MF'; 
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si  l’on  retranche  MF  de  part  et  d’autre,  il  vient 
PF'-  PF  < MF  — MF  ; 

cette  dernière  différence  étant  égale  à 2 a,  la  première  est  plus 
petite  que  2 a. 

Considérons  maintenant  un  point  N situé  adroite  de  la  pre- 
mière branche  d’hyperbole;  la  droite  N'F’  rencontre  cette 
branche  en  M ; on  a 

NF<NM  + MF  , 

et,  en  ajoutant  de  part  et  d’autre  MF', 

NF  + MF'<NF+MF; 

d'où 

NF  — NF>MF—  MF. 

La  seconde  différence  étant  égale  à 2a,  la  première  est  plus 
grande  que  2a. 

Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  considérer  l’hyperbole  comme 
le  lien  des  points  dont  la  différence  aux  deux  foyers  est  con- 
stante. C’est  sur  celte  propriété  que  repose  la  construction  par 
[joints  ou  d’un  mouvement  continu  que  nous  avons  donnéeau 
commencement  (n<»  20  et  21). 


935 — Corollaire  II.  La  distance  d'un  point  quelconque 
de  l’hyperbole  au  foyer  F est  égale  à l’une  des  normales  menées 
de  ce  point  au  cercle  décrit  de  l’autre  foyer  F'  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à l’are  transverse. 

Pour  un  point  M de  la  première  branche;  on  a 

MF—  MF=2a=F'N, 
et  par  suite 

MF=MF  — F'N=MN. 
Pour  un  point  M'  de  la  seconde 
branche,  on  a 

M'F— M'F'=2a=F'N/, 
et  par  suite 

M'F=M/F,  + F'N/  = M/N'. 

Fic-  ,î9-  Dans  le  premier  cas,  la  portion 

MN  de  la  normale  mesure  la  distance  du  point  M au  cercle  et 
la  première  branche  d’hyperbole  est  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  du  foyer  F et  du  cercle  directeur. 
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THÉORÈME  IV. 

23® — La  tangente  à l'hyperbole  est  bissectrice  (le  l’angle  des 
rayons  vecteurs  gui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  M et  M'  sur  l'hyperbole  (fig.  130). 

Du  foyer  F,  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à FM,  décrivons  un  arc  de 
1 cercle  qui  coupera  en  C le  rayon  vec- 
teur FM';  du  foyer  F'  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à FM,  décrivons 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  D le 
rayon  vecteur  F'M'  ; quand  on  passe 
dn  point  M au  point  M',  les  deux 
rayons  vecteurs  FM,  F'M  éprouvent  des  accroissements  égaux 
à M'C  et  à M'D;  puisque  la  différence  est  constante,  ces  deux 
accroissements  sont  égaux  entre  eux. 

Sur  la  sécante  MM',  prenons  une  longueur  arbitraire  MG,  et, 
par  le  point  G,  menons  GH  parallèle  à la  corde  MG  et  GK  pa- 
rallèle à la  corde  MD.  A cause  des  parallèles,  on  a 
M'C  _ MSI  _ M'D 
¥H—M'G“M7K; 

puisque  les  deux  longueurs  M'C  et  MT)  sont  égales,  il  en  ré- 
sulte que  les  deux  longueurs  M'H  et  M'K  sont  aussi  égales. 
Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  dn  point  M,  la 
sécante  MM'  tend  vers  une  position  limite  qui  est  la  tangente 
à l’hyperbole  au  point  M ; en  même  temps,  les  cordes  MC  et  MD 
deviennent  tangentes  aux  cercles  décrits  des  foyers  comme 
centres,  et  par  conséquent  perpendiculaires  à FM,  F'M;  leurs  pa- 
rallèles GH,  GK  prennent  aussi  des  directions  perpendiculaires 
à ces  mêmes  rayons,  et  les  angles  H et  K deviennent  droits. 
Les  deux  triangles  M'GH,  M'GK,  qui  ont  un  côté  M'G  commun 
et  un  côté  M'H  égal  à M K,  deviennent  donc  rectangles,  et  par 
conséquent  égaux  entre  eux  ; il  en  résulte  que  les  angles  GM'H, 
GM'K  deviennent  égaux;  ainsi  la  tangente  à l’hyperbole  au 
point  M est  bissectrice  de  l’angle  FMF'. 
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237 — Corollaire  I.  L’hyperbole  est  la  seule  courbe  qui 
jouisse  de  celte  propriété  ; car  en  appelant  u et  u les  rayons 
MF  et  MF',  Au  et  Au  leurs  accroissements,  on  a 
Au MD M'K 

Â^-src-Mü- 

Si  l’on  suppose  que  les  angles  GM'H,  GM'K  deviennent  égaux, 
quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  les 
deux  triangles  M'GH,  M'GK  deviennent  égaux,  ainsi  que  les 
côtés  M'H  et  M'K.  On  a donc 


..  Au 
Inn  — = 1. 
Au 

En  remontant  à la  fonction  primitive,  on  a 
u=u  + C , 

d’où 

r — u = C. 


23 8 —  Corollaire  II.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  homo fo- 
cales se  coupent  à angle  droit.  On  dit  que  deux  courbes  du 

second  degré  sont  homofocales  lors- 
que leurs  foyers  coïncident;  on  ap- 
pelle angle  de  deux  courbes  l’angle 
de  leurs  tangentes  au  point  d’inter- 
section. Soit  M le  point  d’intersection 
d’une  ellipse  et  d'une  hyperbole  qui 
ont  mêmes  foyers  F,  F'  (fig.  131);  la 
f,g  l31,  bissectrice  MN  de  l’angle  FMF'  est 

d’une  part  normale  à l’ellipse,  d’autre  part  tangente  à l’hyper- 
bole; donc  les  tangentes  MT,  MN  aux  deux  courbes  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 

PROBLÈME  V. 

239 —  Mener  une  tangente  à l’hyperbole  par  un  point  M 
donné  sur  l’hyperbole. 

Sur  le  rayon  vecteur  MF'  prenez  une  longueur  MI1  égale  à 
l’autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M menez  une  droite 
MT  perpendiculaire  à Fil  ; vous  aurez  la  tangente  demandée 
'fig.  132), 


? 
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Rf.mahqi  e.  Il  est  bon  <le  remarquer  c|ue  la  tangente  est  tout 
entière  située  entre  les  deux  branches 
de  l'hyperbole.  Soit  P un  point  quel- 
conque de  cette  tangente,  on  a 
PF' — P1I<F'H, 
et  par  suite 

PF'— PF<2a  ; 

donc  le  point  P est  situé  entre  les  deux 
branches  de  l’hyperbole.  Une  branche 
d’hyperbole,  étant  située  d’un  même 


côté  de  chacune  de  ses  tangentes,  est  une  courbe  convexe. 

La  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  I de  FH, 
le  point  I est  la  projection  du  foyer  F sur  la  tangente.  La 
droite  01,  étant  parallèle  à Fil  et  égale  à la  moitié  de  F'H, 
est  constante;  il  en  résulte  que  le  lieu  des  projections  des 
foyers  sur  les  tangentes  est  le  cercle  décrit  sur  l’axe  transverse 
comme  diamètre. 


PROBLÈME  VI. 

340 — Mener  des  tangentes  à l’hyperbole  par  un  point  donné 
P situé  entre  les  deux  branches  de  l’hyperbole. 

Soit  PM  l’une  des  tangentes  demandées  (tig.133);  si  du  rayon 

vecteur  MF'  on  retranche 
MII=MF,  on  sait  que  la 
tangente  PM  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de 
FIL  La  question  revient  à 
déterminer  le  point  H ; ce 
point  se  trouve  à l’inter- 
section du  cercle  décrit  du 
foyer  F'  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  il  2a, 
et  du  cercle  décrit  du 
point  P comme  centre  avec  un  rayon  égal  à PF. 

Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  II';  en  menant 
du  point  P une  perpendiculaire  surFH',  on  aura  une  seconde 


Fig.  133. 
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tangente  PM',  dont  on  déterminera  le  point  de  contact  à l’aide 
de  la  droite  FTP. 

Lorsque  le  point  P est  situé  sur  l’une  des  asymptotes,  l’une 
des  tangentes  menées  par  le  point  P coïncide  avec  cette  asymp- 
tote, et  le  point  de  contact  s’éloigne  à l’infini. 


PROBLÈME  VII. 

844 — Mener  à l'hyperbole  des  tangentes  parallèles  à une 
droite  donnée  OL. 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 2a,  on 
décrira  le  cercle  directeur;  du  foyer  F,  on  mènera  une 
droite  perpendiculaire  à OL(fig.  134);  cette  droite  coupera  le 

cercle  en  deux  points  H et  H';  par 
les  milieux  des  droites  FH  et  FH', 
on  mènera  des  parallèles  à OL; 
ccs  parallèles  seront  les  tangentes 
demandées.  Les  droites  F'H,  F' IP 
détermineront  les  points  de  con- 
tact M et  M'. 

Pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, il  faut  que  la  droite  donnée  OL,  que  l’on  peut  supposer 
menée  par  le  centre,  ne  rencontre  pas  l’hyperbole;  alors  la 
perpendiculaire  FH'  menée  par  le  foyer  F coupera  le  cercle 
directeur  en  deux  points. 


PROBLÈME  VIII. 

848 — Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d’une 
hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  son  axe  transverse. 

La  construction  est  exactement  la  même  que  pour  l’ellipse. 

FOYER  ET  DIRECTRICE  DE  LA  PARABOLE. 

843 — Cherchons  maintenant  le  foyer  et  la  directrice  de  la 
parabole.  Supposons  la  courbe  rapportée  à son  axe  et  à la 
tangente  au  sommet  ; son  équation  sera 
y'  = %px. 

Nous  savons,  d’après  la  remarque  faite  au  n«  216,  que  le  foyer 
doit  être  situé  sur  l’axe  de  la  parabole  et  la  directrice  per- 
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pendiculaire  à cet  aie;  il  en  résulte  que  la  distance  8 du 
foyer  F à un  point  quelconque  M de  la  courbe  doit  s’exprimer 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  de  l’abscisse  du 
point  M.  En  désignant  par  a l’abscisse  du  foyer,  on  a 
S’=(x— 

ou,  en  remplaçant  y'  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  delà 
courbe, 

S*  = (x— a)'-\-’îpx  = x'  + 2 (p  — o)  j + a*. 

Pour  que  ce  polynôme  soit  un  carré  parfait,  il  faut  que  la  con- 
dition 

(p— «)*—«’=:  0 

soit  remplie;  d’où 

“ï- 

On  obtient  ainsi  un  seul  foyer  F situé  sur  l’axe  de  la  parabole 
et  à une  distance  du  sommet  A égale  à la  moitié  du  paramètre 
(fig.  135). 

Si  l’on  remplace  a par  sa  valeur,  il  vient 

S’=x*  + p *+■— + ; 

d’où 

En  égalant  à zéro  l’expression  de  S,  on  obtient  l’équation  de  la 
directrice 

x=-P. 

2 

La  directrice  DD'  est  à l’axe  perpendiculaire  et  à une  distance 
AD  du  sommet  égale  à AF. 

Le  rapport  constant  A=/m’4-n*  se  réduit  ici  à l'unité; 
ainsi  chacun  des  points  de  la  parabole  est  également  distant 
du  foyer  et  de  la  directrice. 


THÉORÈME  V. 

244 — Tout  point  intérieur  à la  parabole  est  plus  rap- 
proché du  loyer  que  de  la  directrice ; tout  point  extérieur  est, 
au  contraire,  plus  rapproché  de  la  directrice  que  du  foyer. 
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Considérons  d’abord  un  point  N (lig.  135)  situé  à l’inté- 
rieur de  la  parabole;  joignons -le  au  foyer  et  abaissons 
de  ce  point  une  perpendiculaire  NE  sur 
la  directrice.  Celte  perpendiculaire  ren- 
contre la  courbe  en  un  point  M que 
nous  joignons  au  foyer.  I.e  point  M ap- 
partenant à la  parabole,  les  distances  MF 
et  ME  sont  égales.  Mais  la  ligne  droite 
N’F  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée 
NM  + MF;  si  l'on  remplace  MF  par  son 
égale  ME,  on  voit  que  la  distance  NF  est 
plus  petite  que  NE.  Ainsi  le  point  intérieur  N est  plus  près  du 
foyer  que  de  la  directrice. 

Considérons  maintenant  un  point  extérieur  P,  situé  entre  la 
courbe  et  la  directrice.  Joignons-le  au  foyer  et  abaissons  sur  la 
directrice  une  perpendiculaire  PE  que  nous  prolongerons  jus- 
qu’à sa  rencontre  en  M avec  la  courbe.  Le  point  M appartenant 
à la  parabole,  les  distances  MF  et  ME  sont  égales;  la  ligne 
droite  MF  ou  son  égale  ME  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée 
MP  + PF,  si  l’on  retranche  MP  de  part  et  d'autre,  on  voit  que 
PE  est  plus  courte  que  PF.  Ainsi  le  point  extérieur  P est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer. 

Lorsque  le  point  P est  situé  à gauche  de  la  directrice,  il  est 
évidemment  plus  près  de  la  directrice  que  du  foyer. 

Il  résulte  de  là  que  la  parabole  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  et  de  la  direc- 
trice. C’est  ainsi  qu’on  définit  la  parabole  en  Géométrie  élé- 
mentaire, et  c’est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construc- 
tion de  la  parabole  par  points  ou  d'un  mouvement  continu, 
dont  nous  avons  parlé  au  commencement  (n°»  24  et  25). 


THÉORÈME  VI. 

245— La  tangente  à la  parabole  fait  des  angles  égaux  avec 
la  parallèle  à l’axe  et  le  rayon  vecteur  menés  par  le  point  de 
contact. 

Prenons  sur  la  parabole  deux  points  voisins  M et  M7  (lig.  136), 
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que  nous  joindrons  au  foyer  et  desquels  nous  abaisserons  des 
perpendiculaires  ME,  M'E'  sur  la  directrice.  Du  foyer  F comme 
centre,  avec  FM  pour  rayon,  décrivons 
un  arc  de  cercle  MC,  et  par  le  point  M 
menons  une  parallèle  MC'  à la  direc- 
trice. La  longueur  M'C  est  la  différence 
des  deux  rayons  vecteurs  FM  et  FM'; 
c’est  l’aecroissementqu’éprouve  le  rayon 
vecteur  FM  quand  on  passe  du  point  M 
au  point  M'.  De  même  la  longueur  M'C' 
est  la  différence  des  deux  perpendicu- 
laires ME  et  M'E'  ; c’est  l’accroissement 
qu’éprouve  la  perpendiculaire  ME  quand  on  passe  du  point  M 
au  point  M'.  Comme  le  rayon  vecteur  FM  reste  constamment 
égal  à la  perpendiculaire  ME,  il  en  résulte  que  les  deux  ac- 
croissements M'C  et  M'C'  sont  égaux  entre  eux. 

Menons  la  sécante  MS  par  les  deux  points  M et  M',  et  traçons 
la  corde  MC  dans  le  cercle  décrit  du  foyer  comme  centre.  Sur 
la  sécante  portons  une  longueur  arbitraire  MG,  et,  par  le  point 
G,  menons  GH  parallèle  à MC  et  GK  parallèle  à MC'.  A cause 
des  parallèles,  on  a les  rapports  égaux 

M'C MM M'C' 

M'Il  M'G  M'K  ’ 

puisque  les  deux  longueurs  M'C  et  M’C'  sont  égales,  les  deux 
longueurs  M'H  et  M'K,  qui  leur  sont  proportionnelles,  sont 
aussi  égales. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M' 
se  rapproche  indéfiniment  du  point  M;  la 
sécante  MS  tendra  vers  la  tangente  MT  à 
la  parabole,-  la  corde  MC  prolongée  ten- 
dra de  même  vers  la  tangente  au  cercle, 
qui  est  perpendiculaire  au  rayon  FM;  la 
parallèle  G1I  prendra  de  même  une  direc- 
tion perpendiculaire  à FM,  et,  comme  FM' 
coïncidera  avec  FM,  l’angle  H deviendra 
f'G  *3'.  droit.  Ou  voit  par  là  que  les  deux  trian- 


Digitized  by  Google 


208 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

gles  MGH,  M'GK  ont  pour  limites  deux  triangles  rectangles 
MGH,  MGK  (fig.  137);  ces  deux  triangles  rectangles,  ayant  l’hy- 
poténuse MG  commune,  et  les  côtés  MH  et  MK  égaux  entre  eux 
comme  limites  des  longueurs  égales  M'H  et  M'K,  sont  égaux; 
d’où  l’on  conclut  l’égalité  des  deux  angles  GMH,  GMK.  Ainsi 
la  tangente  MT  à la  parabole  est  bissectrice  de  l’angle  FME, 
formé  par  le  rayon  MF  et  la  |ierpendiculaire  ME  abaissée  du 
point  de  contact  sur  la  directrice.  Si  l’on  prolonge  EM  suivant 
ML,  les  deux  angles  GMK,  T'ML,  étant  égaux  comme  opposés 
par  le  sommet,  on  voit  que  les  deux  angles TMF,  T'ML,  formés 
par  la  langenle  avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  ML  à 
l’axe,  sont  égaux. 


246 — Corollaire  1.  Supposons  qu’une  lumière  soit  placée 


Pie.  138. 


au  foyer  F (fig.  138)  de  la  parabole;  les 
rayons  lumineux,  partant  du  foyer  F,  se 
réfléchissent  sur  la  parabole  en  faisant  un 
angle  de  réflexion  égal  à l'angle  d’incidence. 
Soit  FM  l’un  de  ces  rayons;  menez  la  tan- 
gente TT'  à la  parabole  en  ce  point;  le  rayon 
réfléchi,  devant  faire  un  angle  LMT7  égal  à 
FMT,  sera  parallèle  à l’axe  AB  de  la  parabole. 
Ainsi  tous  les  rayons  réfléchis  seront  pa- 
rallèles à l’axe. 


C’est  d’après  ce  principe  que  l’on  construit  les  réflecteurs 
employés  dans  les  réverbères  et  les  lanternes  des  voitures.  La 
surface  intérieure,  en  métal  bien  poli,  est  engendrée  par  une 
parabole  tournant  autour  de  son  axe;  la  lumière  est  placée  au 
foyer;  les  rayons  lumineux,  après  leur  réflexion,  devenant 
tous  parallèles  à l’axe,  le  réflecteur  projette  un  faisceau  de 
rayons  parallèles  qui  se  propagent  sans  se  disperser  et  qui 
éclairent  à une  grande  distance. 


Corollaire  11.  Supposons  au  contraire  que  des  rayons  lu- 
mineux, parallèles  à l’axe,  tombent  sur  un  miroir  parabolique; 
après  leur  réflexion,  ils  iront  tous  converger  au  foyer. 
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On  emploie  les  miroirs  paraboliques  dans  la  construction 
des  télescopes;  l’axe  est  dirigé  vers  l’astre;  les  rayons  lumi- 
neux venant  de  l’astre  se  réfléchissent  sur  le  miroir,  et  forment 
au  foyer  une  image  très-brillante  de  l’astre. 

On  emploie  aussi  la  forme  parabolique  dans  la  construction 
des  porte-voix  et  des  cornets  acoustiques. 

247 — Corollaire  III.  Réciproquement  la  parabole  est  la 
seule  courbe  qui  jouisse  de  cette  propriété  que  la  tangente  en 
chacun  de  ses  points  fasse  des  angles  égaux  avec  la  parallèle 
à une  droite  fixe  et  le  rayon  vecteur  mené  d’un  point  fixe  au 
point  de  contact.  Imaginons  que  chacun  des  points  M du  plan 
soit  déterminé  par  sa  distance  MF  au  point  fixe  F et  sa  distance 
ME  à unedroite  DE  perpendiculaire  à la  droite  fixeFBffig.  136); 
désignons  par  « et  u ces  deux  coordonnées.  Quand  on  passe  du 
point  M de  la  courbe  au  point  voisin  M',  ces  deux  coordonnées 
éprouvent  des  accroissements  Au =M'C,  Ae=M'C/,  et  l’on  a 

At> M'C7 M'K 

Âïï-M'C-MTr 

Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 
droite  M'M  devient  tangeute  et  l’angle  H devient  droit.  Les 
deux  triangles  rectangles  GMH,  GMK  (fig.  137),  limites  des 
deux  triangles  GM'II,  GM'K,  sont  égaux,  comme  ayant  l’hypo- 
ténuse commune  et  l’angle  GMH  égal  à GMK  par  hyppolhèse. 
On  a donc 

..  At> 

Au 

et  en  remontant  à la  fonction  primitive  o=u-f-  G.  En  dépla- 
çant la  droite  DE  d’uue  quantité  égale  à la  constante  C,  on 
aura  t=u. 


PROBLÈME  IX. 

*48— Mener  une  tangente  par  un  point  M donné  sur  la 
parabole. 

Première  méthode.  Soit  T (fig.  139)  le  point  où  la  tangente 
rencontre  le  prolongement  de  l’axe,  ME  la  perpendiculaire 
BR.  . U 
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abaissée  du  point  M sur  la  directrice.  On  sait  que  la  tangente  est 
bissectrice  de  l'angle  FME;  l’angle 
FTM étant  égal  à l’anglealterne-interne 
TME,  et  par  suite  à l’angle  FMT,  il  en 
résulte  que  le  triangle  TFM  est  isocèle, 
et  les  deux  côtés  FM  et  FT  égaux 
entre  eux. 

Ainsi,  pour  construire  la  tangente 
au  point  M,  il  suffit  de  porter  sur  l’axe 
une  longueur  FT  égale  au  rayon  vec- 
TM. 

Cette  méthode  ne  convient  pas  quand  le  point  M est  très- 
voisin  du  sommet  A de  la  parabole,  parce  que  les  deux  points 
M et  T,  étant  alors  très-rapprocliés  l’un  de  l’autre,  ne  déter- 
minent pas  la  tangente  avec  une  assez  grande  précision.  Dans 
ce  cas  on  emploiera  de  préférence  la  méthode  suivante. 

Deuxième  méthode.  La  tangente  MT,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  l’angle  au  sommet  M du  triangle  isocèle  FME,  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  base  FE. 

Ainsi,  pour  construire  la  tangente,  il  suffit  d’abaisser  du 
point  M une  perpendiculaire  ME  sur  la  directrice,  et  de  mener 
du  point  M une  perpendiculaire  sur  la  droite  FE. 

11  résulte  de  cette  construction  que  la  tangente  au  sommet 
A de  la  parabole  est  perpendiculaire  à Taxe  de  la  parabole. 

Remarque.  11  est  bon  de  remarquer  que  tous  les  points  de 
la  tangente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés  à l’exté- 
rieur de  la  parabole.  Soit  P un  point  quelconque  de  la  tangente; 
la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE,  les 
distances  PF,  PE  sont  égales;  mais  l’oblique  PE  est  plus 
grande  que  la  perpendiculaire  PK;  donc  la  distance  PF  est  plus 
grande  que  PK,  et  par  suite  le  point  P est  à l’extérieur  de  la 
parabole.  lien  résulte  que  la  parabole  est  une  courbe  convexe. 

240 — Corollaire.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  la 
tangente  à la  parabole  est  la  tangente  au  sommet.  On  voit,  en 


leur  FM  et  de  joindre 
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effet,  que  le  point  I,  milieu  de  FE  et  projection  du  foyer  sur 
la  tangente,  se  trouve  sur  la  parallèle  à la  directrice  menée 
par  le  point  A,  milieu  de  FD,  c’est-à-dire  sur  la  tangente  au 
sommet  A. 


PROBLÈME  X. 

250— .Wener  une  tangente  à la  parabole  par  un  point 
extérieur  P. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  PM  (lig.  140)  la  tan- 
gente demandée.  Si  l’on  abaisse  du  point  M une  perpendicu- 
laire ME  sur  la  directrice  et  si  l’on  joint  FE,  on  sait  que  la 
tangente  PM  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE;  il  en 
résulte  que  la  distance  PE  est  égale  à PF,  et  l’on  en  déduit  la 
construction  suivante. 

Du  point  P comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  distance 
PF  de  ce  point  au  foyer,  décrivez  un  cercle  qui  coupera  la  di- 
rectrice au  point  E.  Joignez  FE,  et  du  point  P menez  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  FE,  vous 
aurez  la  tangente  demandée.  Le  point 
de  contact  M sera  déterminé  par  l’in- 
tersection de  la  tangente  avec  une  pa- 
rallèle a l’axe  menée  par  le  point  E. 

Le  cercle  coupe  la  directrice  en  un 
second  point  E'.  On  mènera  de  même 
du  point  P une  perpendiculaire  sur  FE' 
et  l’on  aura  une  seconde  tangente  PM'. 

Ces  constructions  peuvent  être  effectuées  sans  que  la  para- 
bole soit  tracée.  Il  suffit  que  l’on  connaisse  le  foyer  et  la  di- 
rectrice. 


PROBLÈME  XI. 

251 — Mener  à la  parabole  une  tangente  parallèle  à une 
droite  donnée  KL. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit  MT  la  tangente  de- 
mandée (fig.  141).  Si  du  point  de  contact  M on  abaisse  une 
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perpendiculaire  ME  sur  la  directrice  et  que  l’on  joigne  FE,  on 


Fig.  1*1. 


sait  que  la  tangente  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  FE.  On  en  déduit  la 
construction  suivante  : 

Du  foyer  F abaissez  une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  donnée  KL  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  la  directrice  en  E,  et 
sur  le  milieu  de  FE  élevez  une  perpen- 
diculaire MT,  vous  aurez  la  tangente 
demandée.  On  déterminera  le  point  de 
contact  M en  menant  par  le  point  E 


une  parallèle  EM  à l’axe. 


PROBLÈME  XII. 


2Ü2 — Trouver  les  points  de  rencontre  d’une  droite  donnée 
et  d’une  parabole  définie  par  son  foyer  et  sa  directrice. 

Prenons  le  point  F,  symétrique  du  foyer  par  rapport  à la 


droite  donnée  (flg.  142).  Le  point  M,  étant 
également  distant  des  points  F,  F,  et  de 
la  directrice , est  le  centre  d’un  cercle 
passant  par  ces  deux  points  et  langent  à 
la  directrice.  Pour  avoir  le  point  de  con- 
tact E,  on  porte  sur  la  directrice  à partir 
du  point  1 une  longueur  1E  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  longueurs 
1F,  IF,.‘ 


Fig. 1*1. 


THÉORÈME  VII. 


— La  limite  d’une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dont  le  pa- 
ramètre conserve  une  valeur  finie,  tandis  que  le  grand  axe  ou 
l’axe  transverse  augmente  indéfiniment,  est  une  parabole. 

Nous  avons  vu  que,  dans  la  parabole,  l'ordonnée  du  foyer  est 
égale  au  paramètre  p;  par  analogie  on  appelle  paramètre 
d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  l’ordonnée  du  (oyer  qui  est 
, b * 

égale  à — , et  on  désigne  ce  paramètre  par  p.  L’ellipse  rap- 
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portée  à son  grand  axe  et  à 


Fie-  «*3. 

l’ellipse  se  réduit  à l’équation 


tangente  au  sommet,  a une 

équation  de  la  forme 

, 26*  6*  , 

V= — x x *, 

J a a*  ’ 


i/t—ipx — — x*. 

Supposons  maintenant  que  le 
sommet  A restant  fixe,  et  le 
paramètre  p conservant  une 
valeur  finie , on  fasse  aug- 
menter le  grand  axe  2a  in- 
définiment , l’équation  de 


y*=2  px, 

qui  représente  une  parabole.  Si  l’on  considère  les  points  qui 
correspondent  à une  même  valeur  de  x,  on  voit  que  chaque 
point  de  la  parabole  est  la  position  limite  vers  laquelle  tend  le 
point  correspondant  de  l’ellipse,  quand  on  fait  augmenter  a 
indéfiniment;  ce  qu’on  énonce  en  disant  que  la  parabole  est 
la  limite  de  l’ellipse. 

L'hyperbole,  rapportée  à son  axe  transverse  et  à la  tangente 
au  sommet  A,  a de  même  pour  équation 


y*=2pa;-f~x’; 

si  l’on  fait  augmenter  a indéfiniment,  le  paramètre  p,  conser- 
vant une  valeur  finie,  cette  équation  se  réduit  aussi  à 
y'=%px. 

La  parabole  est  la  limite  de  la  branche  d’hyperbole  à laquelle 
appartient  le  sommet  A;  l’autre  branche  s’est  éloignée  indéfi- 
niment vers  la  gauche. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  le  paramètre 
de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole  conserve  une  valeur  finie.  On 
arrive  à la  même  conclusion,  en  supposant  que  la  distance  AF 
du  sommet  A au  foyer  voisin  F conserve  une  valeur  finie. 
En  effet,  en  appelant  <*  cette  distance,  on  a,  dans  l’ellipse, 
c=a — *,  et  par  suite 
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v—b'—a'~c'—  (a  — c)  (a+c).  _ a U_  «V 

P a a a * \ a)' 

le  paramètre  p ayant  pour  limite  la  quantité  finie  2«,  l’équa- 
tion de  l’ellipse  se  réduit  à y*=4 *x.  Il  en  est  de  même  pour 
l’hyperbole. 

254 — Remarque.  Cette  transformation  de  l’ellipse  en  para- 
bole a une  grande  importance.  Elle  permet  de  déduire  des 
propriétés  de  l’ellipse  celles  de  la  parabole  comme  cas  parti- 
culiers. Ainsi  nous  avons  vu  que  dans  l’ellipse  le  diamètre,  ou 
le  lieu  des  milieux  d’une  série  de  cordes  parallèles,  est  une 
droite  passant  par  le  centre  ; si  l’on  suppose  que  le  centre  s’é- 
loigne à l’infini,  l'ellipse  se  change  en  parabole,  et  les  diamè- 
tres deviennent  parallèles  à l’axe. 

L’ellipse  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F'  comme  centre.  Le 
foyer  F'  s’éloignant  à l’infini,  le  cercle  directeur  devient  la 
directrice  de  la  parabole. 

La  tangente  à l’ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  M aux  deux  foyers;  le 
foyer  F'  s’éloignant  à l’infini,  le  rayon  vecteur  MF'  devient  pa- 
rallèle à l’axe. 


THÉORÈME  Vin. 

255 — Si  l’on  mène  deux  tangentes  à une  courbe  du  second 
degré,  la  droite  FP  qui  va  du  foyer  F au  point  de  concours 
■<  P des  deux  tangentes  est  bissectrice 

de  l'angle  des  rayons  vecteurs  FM, 
FM',  qui  vont  de  ce  foyer  aux  points 
’ \*7» de  contact  des  deux  tangentes,  ou 
j\  de  l’angle  extérieur,  suivant  que  les 
deux  tangentes  louchent  une  même 
branche  de  courbe,  ou  deux  branches 
FiB.  i«*.  différentes. 

Considérons  deux  tangentes  PM,  PM'  à une  ellipse  (fig.  144); 
prolongeons  le  rayon  F'M  d’une  longueur  MH  égale  à 
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MF  et  de  même  FM'  d’une  longueur  M'H'  égale  à JFF  ; 
les  tangentes  étant  perpendiculaires  sur  les  milieux  de  FII 
et  de  F'IF,  on  a PH=PF  et  PH'=PF',  et  les  deux  triangles 
F'PH,  H'PF  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à chacun,  savoir  : F/H=FH/=2o,  PH=PF,  PF'=PH'; 
on  en  conclut  que  les  angles  PHM,  PFM'  sont  égaux  ; mais 
l’angle  PHM  est  égal  à PFM;  donc  les-angles  PFM,  PFM'  sont 
égaux  et  la  droite  FP  est  bissectrice  de  l’angle  MFM'. 

Le  même  théorème  a lieu  dans  la  parabole,  que  l’on  peut 
considérer  comme  la  limite  d'une  ellipse,  et  aussi  dans  l’hyper- 
bole quand  les  deux  tangentes  touchent  une  même  branche  ; 
mais  quand  les  tangentes  touchent  deux  branches  différentes 
de  l’hyperbole,  il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  FP  est  bissec- 
trice de  l’angle  formé  par  l’un  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le 
prolongement  de  l’autre. 

THÉORÈME  IX. 

350 — Les  tangentes  menées  d’un  point  extérieur  P à une 
ellipse  ou  à une  hyperbole  font  des  angles  égaux  avec  les  droites 
qui  joignent  ces  points  aux  deux  foyers. 

Dans  les  mêmes  triangles  égaux  (flg.  lit),  on  a les  angles 
égaux  F'PH,  H'PF  ; en  retranchant  la  partie  commune  F'PF, 
on  a FPII = F'PH',  et,  en  prenant  la  moitié,  FPM=F'PM'. 

La  même  propriété  a lieu  dans  la  parabole  en  remplaçant  la 
droite  PF'  par  une  parallèle  à l’axe. 

THÉORÈME  X. 

357 — La  droite  FK,  qui  joint  le  foyer  d’une  courbe  du  second 
degré  au  point  où  une  sécante  quelconque  rencontre  la  direc- 
trice, est  bissectrice  de  l’angle  extérieur  des  rayons  vecteurs 
allant  du  foyer  aux  points  où  la  sécante  coupe  la  courbe,  ou 
bissectrice  de  l’angle  même  des  rayons  vecteurs,  suivant  que  les 
deux  points  d'intersection  M et  M'  sont  situés  sur  la  même 
branche  de  la  courbe  ou  sur  deux  branches  différentes. 

Des  points  M et  M'  abaissons  des  perpendiculaires  sur  la 
directrice  (flg.  145);  on  a 
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MF MF 

ME  ME'’ 

el  par  suite 

MF  _ ME  _ MK 
M'F 


Fig.  U5. 


M E'  M'K . 

Lorsque  les  deux  points  M et  M'  ap- 
partiennent à une  même  branche 
de  la  courbe,  le  point  K,  étant  situé 
sur  le  prolongement  de  la  corde  MM',  la  droite  FK  est  bissec- 
trice de  l’angle  extérieur  au  triangle  MFM'. 

Corollaire.  Si  l’on  mène  des  tangentes  à la  courbe  aux 
points  M et  M',  et  que  l’on  joigne  le  foyer  F au  point  de 
concours  P de  ces  tangentes,  les  deux  droites  FK,  FP,  étant 
bissectrices  de  deux  angles  supplémentaires,  sont  perpendi- 
culaires entre  elles. 


THÉORÈME  XI. 

258 —  Si  par  un  point  P pris  sur  la  directrice,  on  mène 
des  tangentes  à une  courbe  du  second  degré,  la  droite  des  con- 
tacts MM'  passe  par  le  foyer  correspondant  F el  est  perpendicu- 
laire à la  droite  FP  qui  joint  le 
point  P au  foyer  (flg.  146). 

P 

Imaginons  que  la  tangente  PM 
soit  la  limite  d'une  sécante  dont  les 
deux  points  d’intersection  se  sont 
réunis  en  un  seul  ; en  vertu  du  théo- 
rème précédent,  la  droite  FP  est  per- 
pendiculaire à FM  ; elle  est  de  même  perpendiculaire  à FM’  ; 
donc  la  ligne  MFM'  est  droite  et  perpendiculaire  à FP. 

THÉORÈME  XII. 

259 —  Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à une  tan- 
gente quelconque  de  l’ellipse  ou  de  l'hyperbole  est  constant. 

Soient  FH,  F'H'  les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
sur  une  première  tangente;  FK,  FK'  les  perpendiculaires 
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abaissées  sur  une  seconde  tangente,  P le  point  de  rencontre 

des  deux  tangentes.  En  vertu 
du  théorème  IX , les  triangles 
rectangles  FPU  , F'PK'  sont  sem- 
blables, ainsi  que  les  triangles  FPK, 
F'PH' , et  l’on  a 

FH  _ FP  _ FK. 

Fk'~‘F'P  ~fh’; 

d’où 

FH  X F'H'  = FK  x F'K’. 

En  considérant  la  tangente  parallèle  au  grand  axe,  on  voit  que 
ce  produit  constant  est  égal  à 6 \ 

ÉQUATION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  EN  COORDONNÉES 
POLAIRES. 

S»<jO— Nous  prendrons  pour  pôle  un  foyer  F,  et  pour  axe 
polaire  la  droite  qui  va  de  ce  foyer  au  sommet  voisin  A de 
la  courbe. 

Considérons  d’abord  une  ellipse; 
prenons  pour  pôle  le  foyer  F et  pour 

axe  polaire  le  grand  axe  dirigé  vers  le 

sommet  voisin  A.  Nous  avons  trouvé 
(n°  218)  pour  expression  de  la  distance 
Fis  us.  (ju  foyer  à un  point  quelconque  M de 

la  courbe 

9— a — C~x  > 

la  courbe  étant  rapportée  à ses  axes;  si  l’on  projette  la  ligne 
brisée  OFM  sur  le  grand  axe,  il  vient 
x=c-{-  pcosu  ; 

en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans  l’équation  précédente 

c » • 

et  désignant  par  e l’excentricité  —,  on  en  déduit 
^ **  t + ecoso)’ 

Supposons  maintenant  qne  la  courbe  soit  une  hyperbole. 
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Prenons  pour  pôle  le  foyer  F'  et  pour  axe  polaire  l’axe  trans- 
verse pris  dans  la  direction  F' A'.  Nous  avons  vu  (n°  233)  que 

\ / la  distance  du  foyer  F'  à un  point 

/ quelconque  de  la  courbe  est  exprimée 
par  la  formule 


/ \ le  signe  — s'appliquant  à la  braqche 

/ \ de  gauche,  le  signe  -f  à la  branche 

F'b-  m».  de  droite.  Projetons  sur  l’axe  trans- 

verse OX  la  ligne  brisée  OF'M,  on  a 

X— — C + pCOSw. 

Il  en  résulte  que  la  première  branche  de  l’hyperbole  est 
représentée  par  l’équation 

/IX  P 


(«)  P = 

la  seconde  par  l’équation 

(2)  p=- 


l-j-ecosi»’ 
— P 

1 — e cos  b>  ‘ 


Mais  si  l’on  convient  de  porter  les  rayons  vecteurs  négatifs 
en  sens  contraire  de  la  direction  indiquée  par  l’angle  «,  il  est 
facile  de  voir  que  l’équation  (t)  représente  à elle  seule  les 
deux  branches  de  l’hyperbole.  Soit  M’  un  point  quelconque  de 
cette  seconde  branche,  t*/  l’angle  correspondant  A'F'M',  p'  le 
rayon  vecteur  F'M';  en  vertu  de  l’équation  (2) , on  a 

p/  = \ — ecosJ'  ^ans  ^’®<fual'on  (*)>  donnons  à l’angle  u la  va- 
leur ir , il  viendra 


1 — ecosi»1  ° ’ 


on  obtient  ainsi  pour  p une  valeur  négative — p';  mais  la  valeur 
b>'-j-7C  attribuée  à m,  indique  la  direction  F'M,  opposée  de  F'M'. 
Si  p avait  une  valeur  positive,  il  faudrait  la  porter  dans  la 
direction  F'M,;  p ayant  une  valeur  négative — p',  on  convient 
de  porter  la  valeur  absolue  p'  en  sens  inverse,  c’est-à-dire  dans 
la  direction  F'M',  ce  qui  donne  le  point  M'.  11  résulte  de  là  que 
l’équation  (1)  suffit  pour  représenter  les  deux  branches  de 
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l’hyperbole,  la  première  par  les  valeurs  positives  de  p,  la 
seconde  par  les  valeurs  négatives. 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole. 

Y Prenons  encore  pour  pôle  le  foyer  F et  pour 
axe  polaire  la  droite  FA  dirigée  vers  le  som- 
met. On  a (n°  243) 

p=T +*■ 

En  projetant  sur  l’axe  AX  la  ligne  brisée 
AFM,  on  a,  comme  précédemment. 


Fig.  150. 

d’où  l’on  déduit 


x=-~  + pcos(t: — co^=^- — peosw; 


(3)  p: 


1 -j-  COS  w 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’équation  (1)  représente 
les  trois  courbes  du  second  degré;  la  courbe  est  une  ellipse, 
une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant  que  l’excenlricilé  e 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à l’unité. 


EXERCICES. 

1°  M et  M'  étant  deux  points  d’une  parabole,  P le  point  de 
concours  des  tangentes  en  ces  deux  points  et  F le  foyer,  dé- 

, „ PM*  PM’’ 

montrer  que  I on  a • 

MF  MF 

2°  Dans  une  courbe  du  second  degré,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  sur  une  corde  et  le  diamètre  conjugué  de 
la  co^de  se  coupent  sur  la  directrice. 

3°  Un  demi-diamètre  d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  est 
moyen  proportionnel  entre  les  droites  qui  joignent  les  foyers 
à l’extrémité  du  diamètre  conjugué  du  premier. 

4"  Dans  l’hyperbole  équilatère  la  distance  d’un  point  quel- 
conque de  la  courbe  au  centre  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  distances  de  ce  point  aux  foyers. 

5«  Trouver  dans  le  plan  d’une  ellipse  un  cercle  tel  que  la 
longueur  de  la  tangente  menée  au  cercle  de  chacun  des 
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points  de  l’ellipse  soit  une  fonction  rationnelle,  entière  et  du 

premier  degré  des  coordonnées  de  ce  point. 

Démontrer  que  la  somme  des  tangentes  menées  de  chacun 
des  points  de  l’ellipse  à deux  cercles  jouissant  de  la  propriété 
précédente,  et  complètement  intérieurs  à l’ellipse,  est  con- 
stante. 

6»  Lieu  du  sommet  d’un  angle  constant  circonscrit  à une 
parabole. 

7°  Par  le  foyer  d’une  parabole  on  mène  une  corde,  et  sur  la 
corde  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle,  puis  on  mène  au 
cercle  des  tangentes  parallèles  à une  droite  donnée;  trouver 
le  lieu  des  points  de  contact. 

8°  Un  angle  constant  tourne  autour  du  foyer  d’une  courbe 
du  second  degré;  aux  points  où  les  côtés  de  l’angle  rencon- 
trent la  courbe,  on  mène  des  tangentes  à cette  courbe  ; trouver 
le  lieu  du  point  d’intersection  de  ces  tangentes. 

9»  Étant  donnée  une  ellipse;  en  un  point  quelconque  M,  on 
mène  la  tangente  que  l’on  prolonge  jusqu’aux  poin  Is  P et  Q,  où 
elle  rencontre  les  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  N des  droites  F'P  et  FQ, 
et  du  point  de  rencontre  N'  des  droites  FP  et  F'Q.  Démontrer 
que  les  deux  points  N et  N'  sont  situés  sur  la  normale  au 
point  M. 

10°  On  joint  un  point  quelconque  M d’une  ellipse  aux  deux 

FTM  FF'M 

foyers;  démontrer  que  le  produit  tang —— lang —— c st 

— i. 

constant. 

11°  L’angle  sous  lequel  du  foyer  d’une  courbe  du  second 
degré  on  voit  la  portion  d’une  tangente  mobile  comprise  entre 
deux  tangentes  fixes  est  constant. 

12»  Un  triangle  étant  circonscrit  à une  parabole,  le  point 
de  concours  des  hauteurs  est  sur  la  directrice,  et  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  passe  par  le  foyer. 

13°  Si  en  un  point  quelconque  M d’une  ellipse,  on  mène  une 
normale,  la  portion  de  cette  normale  comprise  entre  le  point 
M et  le  petit  axe  a pour  projection  sur  les  rayons  vecteurs 
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menés  du  point  M aux  deux  foyers  une  longueur  égale  au 
demi  grand  axe. 

14°  La  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  M et 
le  grand  axe  a pour  projection  sur  les  rayons  vecteurs  une 
longueur  égale  au  paramètre  de  l’ellipse. 

15°  Deux  courbes  du  second  degré  ont  un  foyer  commun; 
si  l'on  mène  de  ce  foyer  des  rayons  vecteurs  aux  extrémités 
d’un  diamètre  quelconque  de  l’une  des  courbes;  la  somme  ou 
la  différence  des  rapports  de  ces  rayons  aux  rayons  de  la 
seconde  courbe  qui  ont  la  même  direction  est  constante. 

lü°  On  prolonge  les  rayons  vecteurs  qui  vont  d’un  point 
quelconque  M de  l’ellipse  aux  deux  foyers  F et  F' jusqu’à  leur 
rencontre  en  P etQ  avec  la  courbe;  démontrer  que  la  somme 
MF  MP 

FP  + PO  CSt  constanle- 

17°  Une  rose  des  vents  formée  de  m rayons  tourne  autour 
de  son  centre  placé  au  foyer  d’une  ellipse;  démontrer  que  la 
somme  des  inverses  des  longueurs  comptées  sur  chaque 
rayon  depuis  le  foyer  jusqu’au  point  où  il  coupe  l’ellipse,  est 
constante. 

il  18"  D’un  point  quelconque  P situé  dans  le  plan  d’une 
ellipse,  on  mène  des  tangentes  à cette  ellipse;  on  abaisse  du 
|>oint  P une  perpendiculaire  PC  sur  la  corde  des  contacts  AB; 
les  droites  PC  et  AB  coupent  le  petit  axe  en  D et  E;  démontrer 
que  le  cercle  décrit  sur  DE  comme  diamètre  passe  par  les 
deux  foyers. 

19°  Étant  données  deux  ellipses  homofocales  ; par  un  point 
P on  mène  à l’une  d’elles  des  tangentes  qui  rencontrent  la 
seconde,  l’une  en  A et  B,  l’autre  en  C et  I);  démontrer  que 
l’on  a 

_L±  L— 1 ± 1 

PA  PB  PC  PD* 

20®  On  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  d’une  ellipse 
comme  diamètre;  l’ordonnée  d’un  point  quelconque  M de 
l’ellipse  rencontre  le  cercle  en  un  point  N ; si  l’on  appelle  « 
l’angle  que  fait  avec  le  grand  axe  le  rayon  vecteur  FM,  et  u 
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l'angle  que  fait  avec  le  grand  axe  le  rayon  ON  du  cercle,  on  a 

les  relations 


p = a(i — ecosu), 


En  désignant  par  S l’aire  du  secteur  elliptique  AFM,  on  a aussi 

c ab  ( \ 

S =—  « — esmuj. 

21°  Une  hyperbole  équilatère  liomofocale  à une  ellipse  in- 
tercepte sur  les  côtés  d’un  angle  droit  circonscrit  à l’ellipse 
deux  cordes  égales. 

22<*  Un  rectangle  quelconque  étant  circonscrit  à une  ellipse, 
on  joint  les  points  de  contact  consécutifs,  ce  qui  forme  un 
parallélogramme  inscrit;  démontrer  que  deux  côtés  consécu- 
tifs du  parallélogramme  inscrit  font  des  angles  égaux  avec  le 
côté  correspondant  du  rectangle  circonscrit,  et  que  le  péri- 
mètre de  ce  parallélogramme  est  constant. 

23®  Soient  A le  sommet,  F le  foyer  d’une  parabole,  (p,  «>,), 
(p',  oJ),  les  coordonnées  de  deux  points  M et  M'  de  la  courbe, 
ô l’angle  MFM',  S l’aire  du  secteur  AFM,  A celle  du  secteur 
MFM',  l la  longueur  de  la  corde  MM';  démontrer  les  formules 
suivantes,  employées  en  astronomie, 

2pp  _ 

p — — jj,  2/ pp'cos-=/(p+p/)‘— f*, 

P+p'  — 2 / pp'cos- 

S =6  (p  + p)  ^ P p — p) = U2 lang  i (3  + lang  l)  ' 

A = ^/  pp's»«^[p+p'+  ✓ pp'cos^j 

= ^(p  + p'+/  PP'C0,^)|/  Zpfp  + p'— a/TFcos^j 
_/2p  /p+p  ’ + iy  /p  + p7  — /JJ. 
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CHAPITRE  VIII. 

Section*  conique». 

THÉORÈME  I. 

*61-ia  section  d’un  cylindre  circulaire  droit  par  un 

plan  quelconque  oblique 
à la  base  est  une  ellipse. 

Par  l’axe  CC'  du  cylindre 
(Hg.  151),  menons  un  plan 
perpendiculaire  au  plan 
sécant;  nous  prendrons  ce 
[dan  pour  plan  de  la  fi- 
gure. Ce  plan  coupe  le 
cylindre  suivant  deux  gé- 
nératrices opposées  GG', 
HH',  et  le  plan  sécant  sui- 
vant la  droite  AA'.  Dans 
le  plan  de  la  figure,  décrivons  deux  cercles  C et  C'  tangents 
à la  droite  AA'  et  aux  deux  génératrices  GG',  IIH'  du  cylin- 
dre ; il  suffit  pour  cela  de  mener  les  bissectrices  des  angles 
A et  A',  jusqu’à  leur  rencontre  en  C et  C'  avec  l’axe  du  cy- 
lindre ; si  du  point  C comme  centre , avec  le  rayon  du 
cylindre,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  touchera  les  géné- 
ratrices en  G,  H,  et  la  droite  AA'  au  point  F ; le  cercle  décrit 
du  point  C'  comme  centre  touchera  de  même  les  généra- 
trices en  G',  H',  et  la  droite  AA'  au  point  F'.  Imaginons 
maintenant  que  la  figure  tourne  autour  de  l’axe  CC';  la  géné- 
ratrice GG'  engendrera  la  surface  du  cylindre,  tandis  que 
les  deux  cercles  engendreront  deux  sphères  inscrites  dans  le 
cylindre  et  le  touchant  intérieurement,  la  première  suivant 
la  circonférence  de  grand  cercle  GLH,  la  seconde  suivant  la 
circonférence  de  grand  cercle  G'L'H'.  En  outre,  les  deux 
sphères  sont  tangentes  au  [dan  proposé,  la  première  au  point 
F,  la  seconde  au  point  F'.  En  effet,  le  [dan  de  la  figure  et  le 
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plan  proposé  sont  perpendiculaires  entre  eux  ; la  droite  CF, 
qui  est  tracée  dans  le  premier  plan  perpendiculairement  à leur 
intersection  AA’,  est  perpendiculaire  au  second  plan  ; le  plan 
AMA',  étant  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  CF,  est 
tangent  à la  sphère  C au  point  F.  On  verrait  de  même  que 
ce  plan  est  tangent  à la  sphère  C'  au  point  F'. 

Cela  posé,  soit  AMA'  la  courbe  suivant  laquelle  le  plan  sé- 
cant coupe  le  cylindre  ; nous  allons  démontrer  que  cette 
courbe  est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  F et  F'.  Joi- 
gnons un  point  quelconque  M de  cette  courbe  aux  deux  points 
F et  F';  par  le  point  M passe  une  génératrice  LL'  du  cylindre, 
et  cette  génératrice  touche  la  sphère  supérieure  au  point  I.,  la 
sphère  inférieure  au  point  L'.  Les  deux  droites  MF,  ML,  tan- 
gentes menées  du  même  point  M à la  sphère  C,  sont  égales; 
de  même,  les  deux  droites  MF',  ML',  tangentes  menées 
du  point  M à la  sphère  inférieure,  sont  égales.  Ainsi  la 
somme  des  rayons  vecteurs  MF  + MF'  est  égale  à ML-f  ML', 
c’est-à-dire  à la  portion  LL'  de  la  génératrice  comprise  entre 
les  deux  cercles  de  contact;  longueur  constante,  car  dans  le 
mouvement  de  révolution  autour  de  CC',  la  génératrice  GG' 
vient  coïncider  avec  LL'.  On  voit  par  là  que  la  somme  des 
distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux  deux  points 
fixes  F et  F’  est  constante  et  égale  à GG'  ; on  en  conclut  que 
la  courbe  est  une  ellipse  ayant  pour  foyers  F'  et  F7. 

80!î — Corollaire.  Les  droites  DE,  D'E',  intersections  du 
plan  sécant  et  des  plans  des  cercles  GI1,  G'H',  suivant  lesquels 
les  sphères  inscrites  touchent  le  cylindre,  sont  les  directrices 
de  l’ellipse.  En  effet,  par  le  point  M menons  un  plan  perpendi- 
culaire à l’axe  du  cylindre,  ce  plan  coupera  le  cylindre  suivant 
un  cercle  NMN'.  La  droite  DE,  intersection  de  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  figure,  est  elle-même  perpendicu- 
laire à ce  plan,  et  par  suite  à la  droite  AA'  ; il  en  est  de  même 
de  la  droite  MP,  intersection  du  plan  du  cercle  et  du  plan  sé- 
cant. Le  rayon  vecteur  MF  étant  égal  à ML  ou  a NG,  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  |K>int  M sur  la  directrice  DE  étant 
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égale  à PD,  le  rapport  des  distances  du  point  M au  foyer  et 
à la  directrice  est  exprimé  par  ; mais,  à cause  des  paral- 
lèles PN  et  GD,  ce  rapport  est  égal  à celui  de  AG  à AD,  rap- 
port constant,  puisque  ces  deux  dernières  longueurs  sont 
constantes. 

Au  foyer  F correspond  la  directrice  DE  ; au  foyer  F'  cor- 
respond la  directrice  ITE',  droite  d’intersection  du  plan  sécant 
et  du  plan  de  contact  G'H'. 

THÉORÈME  II. 

«63 -La  section  d’nn  cône  circulaire  droit  par  un  plan  est 
une  courbe  du  second  degré. 

Menons  par  l’axe  du  cône  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
sécant  ; ce  plan  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  SG', 
SH',  et  le  plan  sécant  suivant  la  droite  AA'. 

1°  Considérons  d’abord  le  cas  où  le  plan  sécant  ne  coupe 
qu’une  nappe  du  cône  (fig.  lî»2).  Décrivons  deux  cercles  0 et  O' 
tangents  à la  droite  AA'  et  aux  deux  arrêtes  SG',  SIF.  Si  l’on  fait 

tourner  la  ligure  autour  de 
l’axe  SO',  pendant  que  l’a- 
rête SG'  engendre  le  cône, 
les  deux  demi -cercles  en- 
gendrent deux  sphères  tan- 
gentes au  cône  suivant  les 
cercles  de  contact  G11,  G'H'. 
Le  plan  sécant  est  tangent  à 
l’une  des  sphères  au  point 
F,  comme  perpendiculaire 
à l’extrémité  du  rayon  OF  ; 
il  est  aussi  tangent  à l’au- 
tre sphère  au  point  F', 
i sa.  Cela  posé,  soit  M un  point 

quelconque  de  la  courbe  d’intersection  ; la  génératrice  SM  qui 
passe  en  ce  point  touche  les  sphères  aux  points  L,  L'  ; je 
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joins  MK,  MF.  Les  droites  MF  et  ML  sont  égales  comme  tan- 
gentes menées  du  même  point  M à la  sphère  0 ; les  droites 
MF  et  ML'  sont  égales  connue  tangentes  menées  du  point  M à 
la  sphère  0'  ; donc 

MF  + MF'=ML  + ML'=LL'. 

Or  la  portion  LL'  de  la  génératrice  comprise  entre  les  cercles 
parallèles  GH,  G'H'  est  constante  et  égale  à GG';  donc  la  somme 
des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux  deux 
points  fixes  F,  F'  est  constante,  et  par  conséquent  cette  courbe 
est  une  ellipse  dont  les  points  F et  F'  sont  les  foyers. 

La  somme  constante  GG'  est  égale  au  grand  axe  AA'.  Si  par 
le  point  A'  on  mène  A'K  parallèle  à GH,  on  détermine  sur  la 
génératrice  une  portion  AK  égale  à la  distance  focale  FF'.  Car, 
si  des  longueurs  égales  GG',  AA'  on  retranche,  d’une  part  AG, 
KG',  d’autre  part  les  longueurs  égales  AF,  A'F',  il  reste  deux 
longueurs  égales  AK,  FF. 

Considérons  les  droites  DE,  IKE',  suivant  lesquelles  le  plan 
sécant  est  coupé  par  les  plans  des  cercles  de  contact  G11,  G'H'. 
Si  du  point  M on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  le  grand 
axe,  la  distance  du  point  M à la  droite  DE  est  égale  à PD  Soit 
NMN'  le  cercle  parallèle  qui  passe  par  le  point  M ; la  longueur 
MF  ou  ML  est  égale  à GN.  A cause  des  parallèles  DG,  PN, 
on  a 

GN  _ AG  _ AK 
DP  — ÂD  ~ ÂÂ'* 

Ainsi  les  distances  de  chacun  des  points  de  l’ellipse  au  foyer 
F et  à la  droite  DE  sont  entre  elles  comme  la  distance  des  foyers 
au  grand  axe.  Cette  droite  DE  est  une  directrice  de  l’ellipse. 
La  droite  D E'  est  la  seconde  directrice. 

2"  Lorsque  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes  du 
cône  (lig.  153),  on  a 

MF'— MF=ML'—  ML=LL'=GG'. 

La  différence  des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe 
aux  deux  points  F,  F'  est  constante  ; cette  courbe  est  une 
hyperbole  qui  a ponr  foyers  les  deux  points  F et  F'.  Les 
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droites  d’intersection  du  plan  sécant  et  des  plans  de  contact 

sont  de  même  les  directrices 


de  l’hyperbole. 

3°  Supposons  entin  que  le 
plan  sécant  soit  parallèle  à une 
génératrice  du  cône , c’est-à- 
dire  que  la  droite  AA'  soit  pa- 
rallèle à l’arrête  SH  (Gg.  152)  ; 
décrivons  une  sphère  tangente 
au  cône  suivant  le  cercle  GH  et 
au  plan  sécant  en  F.  Soit  DE 
l’intersection  du  plan  sécant 
avec  le  plan  du  cercle  île  con- 
tact GH.  Par  le  point  M de  la 
section  menons  la  droite  ME 


perpendiculaire  à DE,  et  la 
génératrice  SM,  qui  rencontre 
en  L la  courbe  de  contact  ; ME 
sera  parallèle  à AA'  et  à SH  ; 
donc  les  trois  droites  ME,  SM, 
SH  sont  dans  un  même  plan,  et 
les  trois  points  II,  L,  E sur  une 
môme  ligne  droite.  Les  deux 
triangles  MLE,  IISL  sont  sem- 
blables, et  puisque  SL  = SH 
Fig.  nu."  on  a aussi  ML  = ME  ; mais 

ML=MF,  comme  tangentes  à la  sphère  menées  du  point  M; 
par  conséquent  MF=ME.  Ainsi  chacun  des  points  de  la  courbe 
est  également  distant  du  foyer  F et  de  la  directrice  DK. 

Cette  méthode,  si  élégante  pour  trouver  les  propriétés  des 
foyers  et  des  directrices  dans  les  courbes  du  second  degré,  est 
duc  à Dandelin. 


îï©4— Placer  ire  coirbf.  di  second  degré  sir  en  cône 
donné. — I»  La  courbe  est  une  ellipse.  Dans  le  triangle  AA  K 
(fig.  152),  on  connaît  deux  côtés  AA',  AK,  qui  sont  le  grand  axe 
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et  la  dislance  des  foyers,  ainsi  que  l’angle  opposé  à AA'  qui  est 
le  complément  de  la  moitié  de  l'angle  au  sommet  du  cône. 
Comme  le  grand  axe  surpasse  la  distance  focale,  on  peut  tou- 
jours construire  ce  triangle  ; la  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  A'K  détermine  le  point  S,  et  par  suite  tout  ce  qui  fixe  la 
position  du  plan  sécant. 

2°  La  courbe  est  une  hyperbole.  Dans  le  triangle  AA'K 
(lig.  153),  on  connaît  également  deux  côtés,  ainsi  que  l’angle 
opposé  à l’un  d’eux;  mais  comme  le  côté  opposé  à l’angle  donné 
est  le  plus  petit,  la  construction  du  triangle  n’est  pas  toujours 
possible.  Il  faut  que  l’on  ait  a>c  cos  y (2a  étant  l’axe  transverse, 
2.c  la  distance  des  foyers  de  l’hyperbole,  2y  l’angle  au  sommet 

du  cône);  d’où  cosy<^<«w8,  en  appelant  8 l’angle  de  l’a- 
symptote avec  le  grand  axe;  donc  l’angle  des  asymptotes  doit 
être  plus  petit  que  l’angle  du  cône. 

3°  La  courbe  donnée  est  une  parabole.  En  joignant  le  centre 
O de  la  sphère  au  point  G,  on  forme  un  triangle  OGA  (fig.  154), 
dans  lequel  on  connaît  le  côté  AG  qui  est  le  demi-paramètre 
de  la  parabole,  et  l’angle  OAG  complémentaire  de  y-  Après 
avoir  construit  ce  triangle,  on  élèvera  OS  perpendiculaire 
sur  OA  jusqu'à  la  rencontre  de  AG  ; une  fois  connue  la  dis- 
tance SA,  le  problème  est  résolu. 

En  résumé,  sur  un  cône  donné  on  peut  placer  toutes  les 
ellipses,  toutes  les  paraboles  et  toutes  les  hyperboles  dans 
lesquelles  l’angle  des  asymptotes  est  plus  petit  que  l’angle 
du  cône. 

365—  Remarque.— Supposons  que  les  sphères  employées 
précédemment  soient  toujours  inscrites  dans  le  cône,  mais 
coupent  le  plan  sécant;  il  suffit  pour  cela  que  les  cercles  gé- 
nérateurs soient  tangents  aux  deux  lignes  SA,  SA7  et  coupent 
AA'  ; les  intersections  des  sphères  par  le  plan  sécant  sont  des 
cercles,  et  l’on  verra,  dans  le  cas  de  l’ellipse  ou  de  l’hyper- 
bole, que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  à 
ces  cercles  d’un  point  quelconque  de  la  courbe  est  constante  ; 
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dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  menée  au  cercle  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  à la  distance  de  ce 
point  à une  certaine  droite. 

Les  géomètres  grecs  connaissaient  les  courbes  du  second 
degré  comme  sections  d’un  cône  à base  circulaire  par  un 
plan.  Apollonius  (247  avant  J -C.)  a fait  sur  les  sections  co- 
niques un  traité  en  huit  livres,  dans  lequel  il  rapporte  ce  qui 
a été  trouvé  avant  lui,  et  expose  ses  propres  découvertes  sur 
cette  matière.  Le  traité  d 'Apollonius  contient  les  principales 
propriétés  des  sections  coniques  ; nous  citerons  les  deux 
théorèmes  sur  les  diamètres  conjugués  (nOT  164,  165  et  194), 
les  propriétés  des  asymptotes  de  l’hyperbole,  les  propriétés 
élémentaires  des  foyers. 


CHAPITRE  IX. 

Condition»  nére«anlren  pour  In  détermination 
d aoe  courbe  da  second  degré. 

266— L’équalion  générale  du  second  degré 

Aar‘  + Bxy+Cy,  + Dx+Ey+F=0, 
contient  six  coefficients;  mais,  comme  on  peut  diviser  tous  les 
termes  par  l’un  des  coefficients,  pourvu  que  ce  coefficient  soit 
différent  de  zéro,  on  voit  que  l’équation  ne  renferme  que  cinq 
paramèlrcs  arbitraires,  savoir  les  rapporlsde  cinq  coefficients 
au  sixième.  Pour  déterminer  une  courbe  du  second  decré,  il 
faut  donner  les  valeurs  des  cinq  paramètres,  ou  bien  cinq  re- 
lations entre  ces  cinq  paramètres  ; mais,  dans  ce  cas,  il  est 
nécessaire  d’examiner  si  les  cinq  équations  de  condition  ad- 
mettent un  système  de  solutions  réelles,  et  si  en  outre  l’équa- 
tion du  second  degré  correspondant  représente  bien  une 
courbe;  autant  les  cinq  équations  de  condilion  admettront  de 
systèmes  de  solutions  réelles  jouissant  de  cette  propriété,  au- 
tant il  y aura  de  courbes  du  second  degré  satisfaisant  aux 
conditions  proposées. 
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En  général,  les  relations  entre  les  paramètres  proviennent 
de  condilions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe. 
Ainsi  on  peut  assujettir  la  courbe  à passer  par  des  points  don- 
nés, à être  tangente  à des  droites  données,  etc.  On  exprimera 
que  la  courbe  passe  par  un  point  donné,  en  écrivant  que  les 
coordonnées  du  point  vérifient  l’équation  de  la  courbe,  ce  qui 
donne  une  relation  entre  les  coefficients.  On  exprimera  que  la 
courbe  est  tangente  à une  droite  donnée,  en  écrivant  que  l'é- 
quation qui  fournit  les  abscisses  des  poinls  d’intersection  de  la 
courbe  et  de  la  droite  a deux  racines  égales,  ce  qui  donne  aussi 
une  relation  entre  les  coefficients.  Une  condition  géométrique 
qui  se  traduit  par  une  relation  entre  les  coefficients  est  regar- 
dée comme  une  condition  simple.  Une  condition  géométrique 
qui  se  traduirait  par  deux  relations  serait  regardée  comme 
double;  si,  par  exemple,  on  assujeltissait  la  courbe  à toucher  une 
droite  donnée  en  un  point  donné,  l’équation  qui  donnerait  les 
abscisses  des  points  d’intersection  devant  admettre  une  racine 
double  donnée , il  en  résulterait  deux  relations  entre  les  coeffi- 
cients; la  condition  géométrique  énoncée  devrait  donc  compter 
comme  deux  conditions  simples.  D’après  cela,  on  dira  qu’il 
faut  cinq  conditions  géométriques  pour  déterminer  une  courbe 
du  second  degré.  Mais,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  observer, 
il  sera  nécessaire  d’examiner  si  les  cinq  équations  admettent 
un  système  de  solutions  réelles- 

— Supposons  que  l’on  assujettisse  la  courbe  du  second 
degré  à passer  par  cinq  points  donnés.  En  désignant  par  .r/,  y/ 
les  coordonnées  de  l’un  des  points,  on  aura  cinq  relations  de 
la  forme 

Aa/,  + Byy'  + Cy'«  + D^  + Ey,  + F=0, 
entre  les  rapports  de  cinq  des  coefficients  au  sixième.  Ces 
équations,  étant  du  premier  degré,  admettent  en  général  un 
système  de  solutions  réelles  et  finies  et  un  seul;  cependant 
il  faut  examiner  s’il  r/y  a pas  d’exception.  Pour  faciliter  la 
discussion , nous  choisirons  d'une  manière  particulière  les 
axes  des  coordonnées. 
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Considérons  d'abord  le  cas  où,  parmi  les  cinq  points  donnés, 
trois  ne  sont  pas  en  ligne  droite.  Soient  A,  B,  C,  D,  E les  cinq 

points  donnés;  prenons  pour  axes 
des  coordonnées  les  deux  droites 
AB,  CD,  qui  se  rencontrent  en  O. 
Appelons  xf  et  x/'  les  abscisses  des 
l»ints  A et  B,  y'  et  y"  les  ordonnées 
îles  points  C et  D,  xt  et  y,  les  coor- 
données du  point  E.  Soit 

Fig.  iss.  Atf,+  Bxy-1-Cy*+D.r-|-Eÿ+F=0, 

l’équation  d’une  courbe  du  second  degré.  Cette  courbe  passera 
par  les  points  A et  B,  si  l’équation 

Aæ’  + Djt+F— 

à laquelle  se  réduit  l’équation  proposée,  quand  on  fuit  ij= 0, 
admet  pour  racines cd  et  or";  pour  cela  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  les  coefficients  de  l’équation  satisfassent  aux  rela- 
tions 

■ — W I yJI  ,yj  yt't 

Â_  + ’ A r'T  * 

ou 

a/x"'  + 

De  même  la  courbe  passera  par  les  points  C et  D,  si  l'équation 
Cy’+Ey+F=0, 

que  l’on  obtient  en  faisant  x=0,  admet  pour  racines  y1  et 
y";  pour  cela  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  -coefficients 
satisfassent  aux  relations 


-c =»'+""•  r 


■>/Y, 


ou 


C=W-  K=-F(f  + ^> 

Si  l’on  remplace  les  coefficients  A,  D,  C,  E par  les  valeurs 
trouvées,  et  si  l’on  divise  tous  les  termes  par  F,  l’équation  de 
la  courbe  s’écrit 
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{i)  ^'+Pw+W~a  +z)  * ' ” (v  ' + v) y + ' ■ - 1 °- 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


, B 1 
en  posant  “=p--^ÿr 


— ÿ~^T‘  Quelle  que  soit  la  valeur 


du  paramètre  a,  l’équation  (3)  représente  une  courbe  du 
second  degré  qui  passe  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D. 

La  courbe  passera  par  le  cinquième  point  E,  si  les  coordon- 
nées x„  y,  de  ce  point  satisfont  à l’équation  (3),  ce  qui  donne 
une  relation  qui  détermine  la  valeur  de  a.  Si  l’on  attribue  à a la 
valeur  ainsi  déterminée,  l’équation  (3)  représentera  une  courbe 
passant  par  les  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E. 

Puisqu'on  obtient  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coeffi- 
cients, il  n’y  a qu’une  seule  courbe  du  second  degré  qui  passe 
par  les  cinq  points  donnés. 

Ainsi,  par  cinq  points  donnés,  dont  trois  ne  sont  pas  en 
ligne  droite,  passe  toujours  une  courbe  du  second  degré  et  une 
seule. 


268— Lorsque,  parmi  les  cinq  points  donnés,  trois,  C,  D,  E, 
sont  en  ligne  droite,  on  peut  encore  faire  passer  par  ces  cinq 
points,  un  lieu  du  second  degré;  ce  lieu  se  compose  du  système 
de  deux  droites  CDE,  AB.  Il  n’y  en  a pas  d’autre  que  celui-là. 
Nous  savons,  en  effet  (n11  58) , que,  lorsqu’une  droite  a trois 
points  communs  avec  un  lieu  du  second  degré,  elle  appartient 
tout  entière  au  lieu.  Le  premier  membre  de  l’équation  du 
second. degré  se  décomposera  en  un  produit  de  deux  facteurs 
du  premier  degré  ; les  deux  équations,  que  l’on  obtient  en 
égalant  séparément  chacun  de  ces  facteurs  à zéro,  représentent 
les  deux  droites. 

Lorsque  parmi  les  cinq  points  donnés,  quatre  sont  en  ligne 
droite,  il  y a indétermination.  Le  lieu  se  composera  de  la 
droite,  à laquelle  appartiennent  les  quatre  premiers  points,  et 
d’une  droite  quelconque  passant  par  le  cinquième  point. 
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L’ii(|uation  du  second  degré  renfermera  un  paramètre  arbi- 
traire. 

Enfin,  si  les  cinq  points  donnés  étaient  en  ligne  droite,  l’in- 
détermination serait  encore  plus  grande  ; le  lieu , formé  de 
cette  droite  et  d’une  autre  droite  quelconque,  dépendrait  de 
deux  paramètres  arbitraires. 

g 

L’équation  (2),  dans  laquelle  le  paramètre  - est  arbitraire, 

représente  toutes  les  courbes  du  second  degré  qui  passent  par 
les  quatre  points  A,  B,  C,  D.  Ces  quatre  points  suffisent  pour 

déterminer  une  parabole;  car  la  condition  ^5^  __A_  = o 

D 

donnera  le  paramètre  Si  le  produit  x'^'y'ij1'  a une  va- 
leur positive,  on  aura  deux  paraboles  passant  par  les  quatre 
points  donnés  ; mais,  si  le  produit  avait  une  valeur  négative, 
il  serait  impossible  de  faire  passer  une  parabole  par  les  quatre 
points. 


ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  PASSANT 
PAR  QUATRE  POINTS  DONNÉS. 


369 — L’équation  (3),  qui  renferme  un  paramètre  arbi- 
traire «,  représente  toutes  les  courbes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D,  quand  on 
prend  pour  axe  des  coordonnées  deux  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère inscrit  ABCD  (fig.  1 56).  En 
général  soient  A=0,  A'=0  leséqua- 
tions  de  deux  côtés  opposés  AB,  CD 
du  quadrilatère,  B = 0,  B'  = 0 celles 
des  autres  côtés  BC,  DA,  il  est  aisé  de 
voir  que  l’équation 

(4)  AA'  + aBB'=0, 


dans  laquelle  « désigne  un  paramètre  arbitraire,  représente 
toutes  les  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre 
points  donnés.  En  effet,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  a a, 
on  reconnaît  d’abord  que  la  courbe  passe  par  les  quatre  points  ; 


i 


* 
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car  les  coordonnées  du  point  R,  par  exemple,  annulant  à la  fois 
facteurs  A et  B,  vérifient  l’équation.  D'un  autre  côté,  celte 
équation  représente  tonies  les  courbes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  quatre  points  donnés;  car  un  cinquième  point 
définit  la  courbe,  et  l'on  peut  toujours  déterminer  le  para- 
mètre a de  manière  que  la  courbe  passe  par  ce  cinquième  point. 

Il  est  à remarquer  que,  parmi  les  lignes  du  second  degré 
qui  jtassent  par  les  quatre  points  donnés , se  trouvent  trois 
couples  de  droites,  savoir:  le  couple  des  droites  AB,  GD,  le 
couple  BC,  DA,  et  enfin  le  couple  AC,  BD. 

Les  polynômes  du  premier  degré  A,  A',  B,  B'  désignent,  à 
des  facteurs  constants  près,  les  distances  du  point  M qui  a 
pour  coordonnées  x et  y,  aux  quatre  côtés  du  quadrilatère, 
distances  que  nous  appelerons  p,  p',  q,  tf,  de  sorte  que  1 équa- 
tion (4)  peut  être  mise  sous  la  forme 


k étant  un  rapport  constant.  Il  en  résulte  ce  théorème  : le  pro- 
duit des  distances  d’un  point  quelconque  d’une  courbe  du 
second  degré  à deux  côtés  opposés  d’un  quadrilatère  inscrit  est 
an  produit  des  distances  aux  deux  autres  côtés  dans  un  rapport 
constant.  En  faisant  varier  le  rapport  k,  on  obtient  toutes  les 
courbes  du  second  degré  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD. 

COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  INSCRITES  DANS  UN  ANGLB  DONNÉ. 

270 — Supposons  que  l’on  assujettisse  une  courbe  du  second 
degré  à loucher  deux  droites  données  OA,  OB  en  deux  points 

donnés  A et  B,  et  à passer  par  un 
point  M,  ce  qui  fait  cinq  condi- 
tions géométriques;  le  calcul  du 
n»  267  pourra  s’appliquer  à ce  cas; 
si  l’on  prend  les  deux  droites  OA, 
OB  pour  axes  des  coordonnées,  que 
' l’on  appelle  x/  l’abscisse  du  point 

A,  y'  l’ordonnée  du  point  B,  et  que 
l’on  fasse  ensuite  y—Q  ou  x—i)  dans  l’équation  générale 
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du  second  degré , il  suffit  d’écrire  que  l’équation  admet  la 
racine  double  x = x1  ou  y = y';  l’équation  générale  des 
courbes  du  second  degré  tangentes  aux  deux  droites  données 
en  A et  B,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(j+f-1)  +a^=°- 

On  déterminera  ensuite  le  paramètre  a par  la  condition  que  la 
courbe  passe  par  le  point  M. 

Ainsi,  il  existe  une  courbe  du  second  degré  et  une  seule  tan- 
gente à deux  droites  données  en  deux  points  donnés,  et  passant 
par  un  point  donné. 

271 — Cela  posé,  supposons  que  les  axes  des  coordonnées 
aient  une  position  quelconque  dans  le  plan  ; désignons  par 
A=0,  A'=()  les  équations  des  deux  tangentes  OA,  OB,  et  par 
B=0  l’équation  de  la  corde  des  contacts  AB;  l’équation 
(5)  AA'  + aB«  =0, 

dans  laquelle  a est  un  paramètre  arbitraire,  représentera 
toutes  les  courbes  du  second  degré  tangentes  aux  deux  droites 
donnéeslm  deux  points  donnés.  En  effet,  si  l’on  cherche  les 
points  communs  à la  courbe  et  à la  droite  A = 0,  l'équation  (5) 
se  réduit  à B = 0 , ce  qui  donne  un  seul  point  A;  ainsi  la 
courbe  est  tangente  à la  droite  OA  au  point  A ; elle  est  de 
même  tangente  à la  droite  OB  au  point  B.  D’un  autre  côté, 
l’équation  (5)  représente  toutes  les  courbes  du  second  degré 
tangentes  à ces  deux  droites  aux  points  A et  B;  car  on  peut 
déterminer  le  paramètre  a par  la  condition  que  la  courbe 
passe  par  le  point  M. 

Si  l’on  appelle  p et  p'  les  distances  d’un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  aux  deux  tangentes,  q la  distance  à la  corde  des 
contacts  AB,  l’équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


11  en  résulte  ce  théorème  : le  rapport  du  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  d’une  courbe  du  second  deyré  à deux 
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tangentes  au  carré  de  la 
contacts,  est  constant. 


distance  de  ce  point  à la  corde  des 


ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  PASSANT 
PAR  TROIS  POINTS  DONNÉS. 

*^*—Soient  A=0’  B=0’  c=0  les  équations  des  côtés  bc, 
ca,  ab  du  triangle  abc  ; toutes  les  courbes  du  second  degré  qui 

‘eS  tr°iS  P°inlS  °’  b’  C’  SCront  rcI>résentées  par 
ou  («)  “BC  + pCA  + rAB  = 0 , 

a R V 

Â B + C=°’ 

qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires,  savoir  les  rapports 

de  deux  des  trois  coefficients 
«,P,T  au  troisième.  On  voit 
d’abord  que  toute  courbe 
/y  représentée  par  l’équation 
(6)  passe  par  les  trois  points 
a,  b,  c;  d'autre  part,  on  peut 
déterminer  les  deux  para- 
mètres de  maniéré  à assu- 
jettir la  courbe  à passer  en 
outre  par  deux  points  pris  à 


Fig. 


volonté  dans  le  plan 


*73-Chercbons  l’équation  de  la  tangente  au  pointa- 
toute  droite  passant  en  ce  point  a uue  équation  de  la  forme’ 
C + XB=0.  Les  points  d’intersection  de  cette  droite  et  de  la 
courbe  sont  donnés  par  le  système  des  deux  équations 
+ XB  _ o,  B [X«B  + (Xp — y)  A ) = 0,  qui  se  décompose  en 
deux  ; 1 un  B _ 0,  C = 0 fournit  le  point  a;  pour  que  l'autre 

système  fournisse  aussi  le  point  a,  il  faut  que  l’on  ail  X=I- 

~ ft  , 

ainsi  la  tangente  au  point  a a pour  équation 
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Do  même  les  tangentes  en  b et  c ont  pour  équations 

C , A „ 

- H — — o, 

T « 

H- 

Les  points  d’intersection  p,  q,  r des  tangentes  avec  les  côtés 
opposés  sont  donnés  par  les  trois  systèmes  d'équations 


A=0, 
B=0, 
C = 0, 


!+-=<>, 

P 7 

- + -=o, 

Y “ 

A , B , 
7+-f  = °- 


on  voit  que  ces  trois  points  sont  situés  sur  la  même  droite 
“ P Y 

Les  trois  tangentes  forment  un  triangle  circonscrit  a,b,cr 
Le  point  a,,  intersection  des  tangentes  en  b et  c,  est  défini  par 
les  équations  de  ces  deux  tangentes;  en  les  retranchant  mem- 
bre à membre,  on  a une  nouvelle  droite 

B C 

P~  Y’ 

passant  par  le  point  a,;  mais  celte  droite  passe  aussi  par  le 
(>oint  a ; c’est  la  droite  aa,.  De  même  les  droites  bbt , cc,  ont 
pour  équations 

C A 


Y 

A 


a 

B 

; P’ 


On  voit  que  ces  trois  droites  passent  par  un  même  point  », 
représenté  par  les  équations 

' A _ B _ C 

a P Y* 

CONDITIONS  MIT.TIPI.ES. 

9 7 41  — Reprenons  l’examen  des  conditions  géométriques 
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par  lesquelles  on  peut  définir  une  courbe  du  second  degré. 
Jusqu’ici  nous  n’avons  parlé  que  des  conditions  simples, 
comme  les  points  et  les  tangentes.  Le  centre  équivaut  à deux 
conditions  ; car  si  l’on  prend  le  centre  pour  origine  des  coor- 
données, l’équation  du  second  degré,  étant  privée  des  termes 
du  premier  degré,  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbi- 
traires; ainsi  la  courbe  est  définie  par  son  centre  et  trois 
points. 

l’n  diamètre  avec  la  direction  des  cordes  équivaut  à deux 
conditions;  car  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  axe  des  x et 
une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  y,  l’équation,  étant 
privée  des  deux  termes  du  premier  degré  en  y,  ne  contient 
plus  que  trois  paramètres  arbitraires. 

Un  système  de  diamètres  conjugués  équivaut  à trois  con- 
ditions; car,  si  on  les  prend  pour  axes  des  coordonnées, 
l’équaliou,  devant  se  réduire  à la  forme  axl-\-by'  -\-c= 0,  ne 
contient  plus  que  deux  paramètres  arbitraires.  En  général, 
soient  A = 0,  B = 0,  les  équations  de  deux  diamètres  con- 
jugués, les  polynômes  A et  B élanl  proportionnels  aux  dis- 
tances de  chaque  point  aux  deux  diamètres  conjugués  et  par 
conséquent  aux  coordonnées  de  ce  point,  relatives  à ces  dia- 
mètres, la  courbe  sera  représentée  par  une  équation  de  la 
forme 

(7)  «A*  + pB*  + r=0, 
avec  deux  paramètres  arbitraires. 

L’équation 

A*  + aB  = 0, 

est  l’équation  générale  des  paraboles  dont  la  droite  A = 0 e$l 
un  diamètre,  et  la  droite  B = 0 la  tangente  à l’extrémité  de 
ce  diamètre. 

On  sait  que  l’équation  de  l'hyperbole,  rapportée  à ses  deux 
asymptotes,  est  de  la  forme  xy  = a.  En  général,  soient  A=  0, 
B = 0,  les  équations  des  deux  asymptotes,  l'iiy  perbole  sera  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 
(8)  AB=«, 

ne  renfermant  qu’un  paramètre  arbitraire  a.  Ainsi  les  deux 
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asymptotes  équivalent  à quatre  conditions,  et  la  courbe  est 
déterminée  par  les  deux  asymptotes  et  un  point  ou  une  tan- 
gente. Si  l’on  ne  donnait  qu’une  asymptote  A=0,  l’équation 
B = 0 de  l’autre  asymptote  étant  indéterminée,  l'équation  (8) 
contiendrait  trois  paramétres  arbitraires,  de  sorte  qu’une 
asymptote  équivaut  à deux  conditions. 

Nous  avons  vu  que  toute  courbe  du  second  degré  a un  foyer 
et  une  directrice  ; il  en  résulte  que  l’équation 


(9)  (x  - a)*  + {y — p)*=  ( mx  + ny  + p)\ 


par  laquelle  on  exprime  la  propriété  du  foyer  et  qui  renferme 
les  cinq  paramètres  arbitraires  a,  p,  m,  n,  p,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré.  Un  foyer  équivaut  à deux  con- 
ditions; car  si  l’on  donne  un  foyer,  ses  coordonnées  a et  p 
étant  connues,  l’équation  (9)  ne  contient  plus  que  trois  para- 
mètres arbitraires.  De  même  une  directrice  équivaut  à deux 
conditions;  car,  en  donnant  l’équation  de  la  directrice,  on 
détermine  les  rapports  de  deux  des  paramètres  m,  n,  p au 
troisième. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice  a 
pour  équatiou 


(10) 


x—a y — P. 

m n ’ 


c’est  un  des  axes  de  la  courbe.  Un  sommet  situé  cet  axe  équi- 
vaut à deux  conditions;  on  écrira  que  les  deux  coordonnées 
du  sommet  vérifient  les  équations  (9)  et  (10). 


275 — On  peut  se  rendre  compte  d’une  autre  manière  des 
résultats  que  nous  venons  d’obtenir.  Il  est  clair  que  les  deux 
coordonnées  d’un  point  remarquable  d’une  courbe  du  second 
degré,  comme  le  centre,  un  foyer,  un  sommet,  etc.,  peuvent 
être  exprimées  à l’aide  des  coefficients  de  l’équation  générale 
du  second  degré  ; si  donc  on  donne  un  pareil  point,  on  aura 
deux  relations  entre  les  coefficients.  De  même,  les  deux  coef- 
ficients de  l’équation  d’une  droite  remarquable,  comme  la 
directrice  ou  un  axe,  etc.,  peuveut  être  exprimés  à l’aide  des 
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coefficients  de  l’équation  du  second  degré;  si  cette  droite  est 
donnée,  on  aura  encore  deux  relations  entre  les  coefficients. 

CONSTRUIRE  UNE  COURBE  DU  SECOND  DEGRÉ,  CONNAISSANT 
LE  FOYER  ET  TROIS  POINTS. 

279 — Pour  montrer  une  application  de  ce  qui  précède, 
proposons-nous  de  construire  une  courbe  du  second  degré, 

connaissant  un  foyer  F et  trois 
points  A,  B,  C (ûg.  159).  Le  pro- 
blème admet  plusieurs  solutions. 
Supposons  le  problème  résolu  et 
les  trois  points  appartenant  à une 
même  branche;  le  point  D où  la 
sécante  AB  est  coupée  par  la  bis- 
sectrice de  l’angle  extérieur  au  triangle  AFB  appartient  à la 
directrice  (nu257);  la  sécante  BC  donnera  de  même  un  second 
point  IT  de  la  directrice.  Le  foyer  F,  la  directrice  DIT  et  le 
point  A définissent  une  courbe  du  second  degré  et  une  seule; 
ce  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant 
que  la  distance  AF  sera  inférieure,  égale  ou  supérieure  à la 
distance  AE  du  point  A à la  directrice.  (1  est  facile  de  voir  que 
celte  courbe  passera  par  les  deux  points  BetC;  en  effet,  à 
cause  de  la  bissectrice  FD,  on  a 

AF AD A E 

BF  BD  BE'' 

et  par  suite 

AF  _ BF 
ÀE  ~ BE'  ’ 

donc  la  courbe  passe  par  le  point  B.  Ondémontrtia  de  même 
qu’elle  passe  par  le  point  0.  On  a ainsi  une  première  solution. 

On  peut  supposer  que  les  trois  points  ne  sont  pas  sur  une 
même  branche;  si,  par  exemple,  les  deux  points  A et  B sont 
sur  une  même  branche  et  le  point  C sur  l’autre  branche  de  l’hy- 
perbole, les  bissectrices  des  angles  A FC,  B FC  donneront  deux 
points  de  la  directrice.  Les  trois  solutions  obtenues  de  celle 
manière  sont  des  hyperboles.  On  a donc  en  tout  quatre  solu- 
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lions;  des  quatre  courbes  du  second  degré  qui  admettent  le 
foyer  donné  et  passent  par  les  trois  points  donnés,  trois  sont 
toujours  des  hyperboles,  la  quatrième  est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  suivant  la  disposition  des  points. 

2TT — Le  calcul  conduit  à la  même  conséquence,  si  l’on 
appelle  « et  p les  coordonnées  du  foyer,  x) , y'\  x'',  y'1;  x"1,  y"', 
les  coordonnées  des  trois  points  donnés.  S',  S1',  leurs  di- 
stances au  foyer,  et  que  l’on  représente  par  l’équation  (9)  la 
courbe  cherchée,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  para- 
mètres m,  n,  p,  les  trois  équations  de  condition 
S'=±(m;r'  + ny'-|-p), 
i"=±(mxJI  + ny''  + p), 

=±  (m  x"'  + ny"'  + p) , 

du  premier  degré.  Chaque  combinaison  de  signes  donne  un 
système  d'équation  ; il  y a huit  combinaisons;  mais  on  re- 
marque que,  si  l’on  change  les  signes  dans  les  trois  équations, 
les  valeurs  de  m,  n,  p changent  de  signes,  et  la  courbe  reste 
la  même;  on  a donc  quatre  solutions.  En  vertu  des  remarques 
faites  aux  nus  218,  233  et  243,  quand  on  prend  le  même  signe, 
cela  signifie  que  les  trois  points  appartiennent  à une  même 
branche;  quand  on  prend  des  signes  différents,  cela  signifie 
que  les  points  appartiennent  à des  branches  différentes. 

CONSTRUIRE  UNE  COURBE  DU'  SECOND  DEGRÉ  CONNAISSANT  UN  FOYER 
RT  TROIS  TANGENTES. 

u.  27H— Supposons  le  problème  résolu;  si 

èdu  foyer  F on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  trois  tangentes , et  qu’on  pro- 
longe chacune  d'elles  d’une  longueur 
égale  à elle-même  on  obtient  trois  points 
H,  H',  H",  appartenant  au  cercle  directeur 
(flg.  100),  qui  a pour  centre  le  second 
foyer  F',  le  rayon  F'H  de  ce  cercle  est 
ÿ égal  à l’axe  2a  qui  passe  par  les  deux 
t i6o.  foyers.  Les  deux  foyers  F,  F'  avec  la  lon- 

BH.  10 
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gueur  2a  définissent  une  courbe  du  secoud  degré  et  une 
seule,  11  est  aisé  de  voir  que  cette  courbe  est  tangente  aux 
trois  droites  données;  en  effet,  soit  M le  point  où  le  rayon  F'H 
coupe  la  droite  MT,  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  vec- 
teurs MF'  et  MF  étant  égale  à F'H  ou  à 2a,  le  point  M appartient 
à la  courbe  ; en  outre,  la  droite  MT,  étant  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  FH,  est  tangente  à la  courbe  au  point  M;  le  pro- 
blème admet  ainsi  une  solution  et  une  seule. 

Si  les  trois  points  H,  IF,  H " étaient  en  ligne  droite , la 
courbe  cherchée  serait  une  parabole  ayant  pour  directrice 
cette  droite. 

POINTS  ET  DROITES  IMAGINAIRES. 

879— Un  système  de  valeurs  réelles  de  a:  et  de  y déter- 
mine un  point  du  plan  ; par  analogie,  nous  appellerons  point 
imaginaire  un  système  de  valeurs  imaginaires  attribuées  à 
x et  y.  Si  deux  systèmes  de  valeurs  imaginaires  sont  de  la 
forme  x=a  + pi , y = y + s * , x—n — fti,  y=y — Si,  nous 
dirons  que  les  deux  points  imaginaires  sont  conjugués. 

Une  équation  du  premier  degré  A J + By  + C=0  à coeffi- 
cients réels  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'une  infinité  de 
points  réels,  dont  le  lieu  est  une  ligne  droite;  mais  elle  est 
vérifiée  aussi  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  imagi- 
naires attribuées  à x et  à y;  car,  si  l’on  attribue  à x une 
valeur  imaginaire  quelconque,  on  en  déduira  pour  y une  va- 
leur imaginaire  correspondante.  Si  l’on  attribue  à x deux 
valeurs  imaginaires  conjuguées,  les  deux  valeurs  de  y seront 
aussi  conjuguées. 

Par  analogie,  nous  appellerons  droite  imaginaire  une  équa- 
tion du  premier  degré  à coefficients  imaginaires.  Il  est  à 
remarquer  qu’une  droite  imaginaire  passe  par  un  point  réel  ; 
Soit,  en  effet, 

(A'  + A"i)  x + (B'  +B"  i)y+  (C'  + C"  «)  = 0, 
ou 

(A'z+B'y+C'j  + i (A"  ar  + B"  y + C")  = 0 , 
une  droite  imaginaire.  Cette  équation  sera  vérifiée  par  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  deux  droites  réelles 
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A'*  + B'y  + C'  = 0, 

H'x  + Wy+C"z=0. 

L'équation  générale  du  premier  degré,  renfermant  trois 
coefficients,  et  par  suite  deux  paramètres  arbitraires,  deux 
points,  réels  ou  imaginaires,  détermineront  la  droite.  Si  l’on 
appelle  x/ , y',  x",  y",  les  coordonnées  des  deux  points  donnés, 
la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation 
■r'— ■r'  _ y— y' 

x/'—xf  y"— y'' 

La  droite,  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  conjugués, 
est  réelle.  Soient,  en  effet,  x'=*  + pi,  y'  = y _j_  5,^  .*//_„ _p,’ 
y' =Y— l’équation  de  la  droite  se  réduit  à 

_ y— Y 

P - S ‘ 

Le  point  qui  a pour  coordonnées 


..  _y'-fyv 
xi  — — 5 — , y,  — — s — 


sera  dit  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés  ; 
si  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués,  le  milieu  sera 
un  point  réel. 


— Deux  équations,  l’une  du  premier  degré,  l’autre  du 
second  degré  en  x et  y , admettent  deux  systèmes  de  solutions. 
On  dira  donc  qu’une  droite  rencontre  une  courbe  du  second 
degré  en  deux  points  réels  ou  imaginaires.  Une  droite  réelle 
rencontre  une  courbe  du  second  degré  réelle  en  deux  points, 
réels  ou  imaginaires  conjugués.  Ceci  permet  d’expliquer  un 
fait  qui  s’est  présenté  déjà  plusieurs  fois;  quand  on  cherche, 
par  exemple,  le  lieu  des  milieux  d’une  série  de  cordes  paral- 
lèles dans  l’ellipse,  on  trouve  par  le  calcul  une  droite  indéfinie, 
et  cependant  le  lieu,  tel  qu  il  est  defini  géométriquement,  ne 
se  compose  que  de  la  partie  du  diamètre  intérieure  à l'ellipse; 
les  sécantes  extérieures  rencontrent  l’ellipse  en  deux  points 
imaginaires  conjugués,  le  milieu  de  la  corde  est  encore  un 
point  réel,  et  le  diamètre  se  prolonge  ainsi  en  dehors  de  la 
courbe. 
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281 — Nous  avons  démontré  que  cinq  points  réels  déter- 
minent une  courbe  du  second  degré;  la  même  mode  de  dé- 
monstration s’applique  quand,  parmi  ces  points,  se  trouvent 
des  points  imaginaires  conjugués.  Supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  points  A et  B soient  imaginaires  conjugués,  ainsi 
que  les  deux  points  C et  D;  on  prendra  pour  axes  des  coor- 
données les  deux  droites  réelles  AB  et  CD  ; l'équation 


représentera  toutes  les  courbes  du  secûnd  degré  qui  passent 
par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D ; un  cinquième  point  E,  réel 
ou  imaginaire,  déterminera  le  paramètre  a. 


INTERSECTION  DE  DEl'X  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

282 — Soient  P=0,  Q = 0 les  équations  de  deux  courbes 
du  second  degré;  si  l’on  élimine  y ' entre  ces  deux  équations, 
on  a une  équation  du  premier  degré  en  y,  de  la  forme 
(?•*•+ r)  y= mr' -f  n/  + p ; 

en  portant  cette  valeur  de  y dans  l’une  des  deux  équations 
proposées,  on  obtient  une  équation  du  quatrième  degré  en  x ; 
à chaque  valeur  de  x correspond  une  valeur  de  y.  On  en  con- 
clut que  deux  courbes  réelles  du  second  degré  se  coupent  en 
quatre  points  réels  ou  imaginaires  et  conjugués  deux  à deux- 

L’équation 

P + XQ  = 0, 

dans  laquelle  X est  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes 
les  cour  lies  du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre  points 
communs  aux  deux  courbes  proposées;  car  on  peut  déter- 
miner le  paramètre  o de  manière  que  la  courbe  passe  par  un 
cinquième  point  pris  à volonté. 

Parmi  ces  courbes  se  trouvent  trois  couples  de  droites,  et  il 
est  à remarquer  que  l’un  des  couples  est  toujours  formé  de 
deux  droites  réelles.  En  elfet,  si  les  deux  courbes  se  coupent 
en  quatre  points  réels  A,  B,  C,  D,  les  trois  couples  AB  et  CD, 
BC  et  AD,  AC  et  BD,  sont  formés  de  droites  réelles.  Lorsque  les 
deux  courbes  se  coupent  en  deux  points  réels  A et  B,  et  en 
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deux  points  imaginaires  conjugués  C el  D,  le  couple  AB,  CD 
est  formé  de  droites  réelles  ; les  quatre  autres  droites  sont 
imaginaires;  car  si  la  droite  AC,  par  exemple,  était  réelle, 
elle  couperait  la  droite  réelle  CD  en  un  point  réel  C,  ce  qui 
est  contraire  à l’hypothèse.  Enfin , lorsque  les  deux  points 
A et  B sont  imaginaires  conjugués,  ainsi  que  les  deux  points 
C et  D,  le  couple  AB,  CD  est  encore  formé  de  deux  droites 
réelles. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  courbes  réelles  du  se- 
cond degré  admettent  au  moins  deux  sécantes  communes  réelles. 


283 — Pour  donner  une  application  de  ce  qui  précède,  con- 
sidérons, par  exemple,  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun. 
Ces  deux  ellipses  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points 
réels;  car,  d’après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  275,  deux 
ellipses,  qui  ont  un  foyer  commun  el  trois  points  communs, 
coïncident;  elles  admettent  donc  deux  sécantes  communes 
réelles. 


Soient 

(,r— a) 1 + (y— P)  ' = (mx  -f  ny  + p)  *, 

(x— <*)*+(y-p)  = (m'x+n'y+p')  « 
les  équations  des  deux  ellipses;  les  deux  sécantes  communes 
réelles  ont  pour  équations 

mx  + ny  + p = ± (m'x  -f  n'y  + p)  ; 


Fig.  tei. 


elles  passent  par  le  point 
d’intersection  I des  direc- 


trices DI,  D’I  (fig.  I6t).  Si 
l’on  appelle  8 et  8’  les  dis- 
tances d’un  point  quelcon- 
que de  ces  sécantes  aux 
directrices,  on  a,  en  vertu 
de  l’équation  précédente, 


8 V m’’  + n/1" 


Cette 


propriété  géométrique  permet  de  déterminer  un  second  point 
de  chacunedes  sécantes  communes, el  par  suite  de  construire  ces 
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droites.  Supposons  que  les  deux  ellipses  se  coupent  en  deux 
points  réels  A et  B;  l’une  des  sécantes  communes  réelles  est 
la  droite  AB  qui  passe  par  ces  deux  points  ; l'autre  IL  ne  ren- 
contre pas  les  courbes.  Pour  déterminer  celte  seconde  droite, 
joignons  le  point  A au  foyer  F et  abaissons  de  ce  point  des  per- 

pendiculaircs  AE,  AE'  sur  les  directrices,  on  a t 

AE 

, — — - — 7-  AF  5 AE 

Vm,‘  + n/'=  , et  par  suite  —=  rrr.  Prolongeons  la 

Ail.  0 AU 

perpendiculaire  AE  d'une  longueur  EH  égale  à elle-même  ; par 
le  point  H menons  une  parallèle  HL  à la  première  directrice, 
et  par  le  point  A une  parallèle  AL  à la  seconde  directrice;  le 
point  d’intersection  L de  ces  deux  parallèles  appartiendra  à la 
seconde  sécante  commune  réelle  IL. 

2841 — La  recherche  des  points  d’intersection  de  deux 
courbes  du  second  degré  dépend  en  général  de  la  résolution 
d’une  équation  du  quatrième  degré  ; mais  on  peut  ramener  la 
question  a la  résolution  d’une  équation  du  troisième  degré. 
L’équation  P + XQ=0,  dans  laquelle  le  paramètre  X est  arbi- 
traire , représentant  toutes  les  lignes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  points  communs  aux  deux  premières,  on  peut 
déterminer  le  paramètre  X de  manière  que  cette  équation  re- 
présente deux  droites;  les  deux  courbes  admettent  trois  cou- 
ples de  sécantes  communes,  la  valeur  de  X sera  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré. 

Soient 

(t)  ax'+bxy  + cy'  + dx  + ey+f=  0, 

(2)  a'x,+  bxy  + c'y'  + d,x  + t,y  + f=0, 
les  équations  des  deux  courbes  proposées.  L’équation 
P + XQ=0  sera 

(3)  (a  + Xa') a- ’+  (b  + W)  xy  + (c  + Xc') y' ' + ....  = 0. 

Pour  abréger,  nous  la  représenterons  par 

Ax*-f  B*ry  + Cy’-J-  Dx  + Ey-f  F = 0. 

En  la  résolvant  par  rapport  à y,  on  a 

y=~^T±2C  |/^B’-'lAC)x«+2(BE-2CD)a:+(E1-4CF). 
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Pour  que  cette  équation  représente  deux  droites,  réelles  ou 
imaginaires,  il  est  nécessaire  que  le  polynôme  placé  sous  le 
radical  soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  la  condition 

(BE  — 2CD)’  — (B* — 4 AC)  (E1— 4CF)=0 
soit  remplie.  Cette  relation,  après  la  suppression  du  facteur 
AC,  s’écrit 

(4)  AE*+CD’—  BDE+  (B* — 4 AC)  F=0  ; 
si  l’on  remplace  les  lettres  A,  B,.  ..  par  leurs  valeurs  a-f  Xa', 
b +X6',..,.  on  arrive  à une  équation  du  troisième  degré  en  X.  Il 
suffira  de  calculer  l’une  des  racines  de  cette  équation  avec  une 
certaine  approximation  , pour  avoir  un  couple  de  sécantes 
communes  ; cherchant  ensuite  les  points  d’intersection  de 
chacune  de  ces  droites  et  de  l’une  des  courbes  proposées,  à 
l’aide  d’une  équation  du  second  degré,  on  obtiendra  les  coor- 
données des  quatre  points  d’intersection. 

On  pourrait  aussi  calculer  deux  racines  de  l’équation  (4), 
afin  d’avoir  deux  couples  de  droites,  dont  on  chercherait  en- 
suite les  points  d’intersection. 

Une  racine  réelle  donnera  un  couple  de  droites  réelles,  si 
elle  rend  positive  la  quantité  B*  — 4 AC.  Il  y a plusieurs 
cas  à considérer  : 4°  Si  l’équation  du  troisième  degré  en  X a 
ses  trois  racines  réelles , et  si  pour  deux  de  ces  racines 
la  quantité  B* — 4AC  est  positive , ces  deux  racines  donne- 
ront deux  couples  d’équations  du  premier  degré  à coef- 
ficients réels,  d’où  l’on  déduira  quatre  solutions  réelles  ; les 
deux  courbes  du  second  degré  se  coupent  en  quatre  points 
réels  et  admettent  en  effet  trois  couples  de  sécantes  réelles 
communes.  La  troisième  racine  rendra  aussi  positive  la  quan- 
tité B* — 4AC,  2"  Si  l’équation  du  troisième  degré  n’a  qu’une 
racine  réelle,  ou  si,  l'équation  ayant  ses  trois  racines  réelles, 
une  seule  rend  positive  la  quantité  B*— 4AC,  les  deux  courbes 
du  second  degré  admettent  un  seul  couple  de  sécantes  réelles 
communes;  dans  ce  cas,  elles  se  coupent  en  deux  points 
réels  ou  ne  se  rencontrent  pas  ; les  deux  équations  proposées 
auront,  on  deux  solutions  réelles  et  deux  imaginaires,  ou  qua- 
tre solutions  imaginaires. 
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448 

EXEMPLES. 

285 — Soient  les  deux  équations 

x*  + y*-!0  = 0, 

*y— y— 1 =°> 

qui  représentent,  la  première  un  cercle,  la  seconde  une  hy- 
perbole. 

L’équation  du  troisième  degré 

X»  + 9Xi_4X— 40=0, 

à laquelle  on  arrive,  a ses  trois  racines  réelles  et  comprises, 
l’une  entre  2 et  3,  l’autre  entre — 2 et  — 3,  la  troisième  entre 
— Set— 9;  d'ailleurs  la  quantité  B’ — 4AC=X*— 4 est  ici  po- 
sitive pour  chacune  d’elles.  Donc  les  deux  courbes  se  coupent 
en  quatre  points  réels  dont  on  calculera  les  cordonnées  par 
l’un  des  deux  procédés  indiqués. 

*86 — On  résoudra  les  deux  équations 
‘ x’-fy* — 2x=0, 

2 xy—  1 =0, 

à l’aide  de  l’équation  du  troisième  degré 
X»— X— 1=0, 

qui  n’a  qu’une  racine  réelle;  cette  racine  est  positive,  et 
donne  deux  droites  réelles 

En  substituant  ces  deux  valeurs  de  y dans  la  seconde  des  équa- 
tions proposées,  on  obtient  les  deux  équations  du  second  degré. 

( — X±  x’rfc  v'Xx — r = 0. 

' i/X  / 2_ 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  l/x*<±2.  Cette  con- 
dition n’est  pas  remplie  si  l’on  prend  le  signe  inférieur.  Elle 
l’est,  au  contraire,  si  l’on  prend  le  signe  supérieur  ; car,  dans 

3 — 

ce  cas,  la  condition  se  réduit  à X<(/4,et  si  l'on  substitue 

3 — 3 — 

ce  nombre  i/i — dans  l’équation  en  X,  on  a un  résultat  3 — 1/4 
évidemment  positif,  ce  qui  prouve  que  la  valeur  de  X est  plus 
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petite  que  i/4.  Il  résulte  de  là  qu’une  seule  des  deux  sécantes 
rencontre  la  courbe,  et  par  suite  que  le  cercle  et  l’hyperbole 
proposés  se  coupent  en  deux  points  réels  et  en  deux  points 
imaginaires  et  conjugués. 

2H7 — La  résolution  des  deux  équations 
*,+y’—  2x=o, 
xy  — 4 = 0, 

est  ramenée  à celle  de  l’équation  du  troisième  degré 
X’ — 4X — 4 =0, 

qui  a ses  trois  racines  réelles,  une  positive  et  deux  négatives. 
La  première  seule  rend  positive  la  quantité 

B'— 4AC=X*  — 4 = i 

et  donne  deux  droites  réelles 


Ces  valeurs  de  y,  substituées  dans  la  seconde  des  équa- 
tions proposées,  conduisent  aux  deux  équations  du  second 
degré 

(—  \ ± -i_\  x*± 2 v'  X x — 4 = 0. 

V * WJ) 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  l/X*<±2.  11  est  évi- 
dent que  cette  condition  n’est  pas  remplie  si  l’on  prend  le  si- 
gne inférieur.  Elle  ne  l’est  pas  non  plus  si  l’on  prend  le  signe 

3 — 

supérieur;  car,  dans  ce  cas,  la  condition  se  réduit  à X < v 4, 

3 — 

et  si  l’on  substitue  celte  valeur  ^4  dans  l’équation  en  X,  on  a 

s — 

un  résulat  négatif  3 — W\,  ce  qui  prouve  que  la  valeur  po- 

3 — 

sitive  de  X est  plus  grande  que  i/4.  Des  deux  sécantes  commu- 
nes réelles,  aucune  ne  rencontre  les  courbes.  Ainsi  les  deux 
courbes  proposées  se  coupent  en  quatre  points  imaginaires. 

U88 — Lorsque  deux  hyperboles  ont  une  asymptote  paral- 
lèle, l’un  des  points  d’intersection  s’éloigne  à l’infini,  et  l’é- 
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quation  résultant  de  l’élimination  de  l’une  des  coordonnées 
entre  les  deux  équations  se  réduit  au  troisième  degré.  Soient, 
par  exemple,  les  deux  hyperboles 

xy— y'— x=0, 

y * — x * — 1=0, 

qui  ont  chacune  une  asymptote  parallèle  à la  droite  y—x  ; si, 
dans  la  seconde,  on  substitue  la  valeur  de  x,  tirée  de  la  pre- 
mière. on  obtient  l’équation  du  troisième  degré 

y’— y + ^=o, 

qui  a une  racine  réelle  et  deux  imaginaires.  Les  deux  hyper- 
boles ne  se  coupent  qu’en  un  point  réel  ; elles  admettent  deux 
sécantes  communes  réelles;  l’une,  passant  par  ce  point  et  le 
point  situé  à l'infini,  est  parallèle  à la  droite  y=x\  l’autre 
passe  par  les  deux  points  imaginaires  conjugués. 

289 —  Supposons  que,  dans  les  deux  équations,  les  coeffi- 
cients des  termes  du  second  degré  soient  proportionnels,  et 
rien  n’empêche  alors  de  les  supposer  égaux;  si  l’on  retranche 
ces  deux  équations 

a.r’  + bxy  + cy'  -{-dx+'ey  + f = 0, 
ai'-f  bxy  -f-  cyt-\-d'x-{-  e'y-f  f = 0 , 
membre  à membre,  on  obtient  l’équation  du  premier  degré 
{d—d')x+(e—e')y-\-f—f =0, 
et  l’élimination  de  y conduit  à une  équation  du  second  degré 
en  x.  Les  deux  courbes  ne  se  cou|>ent  plus  qu’en  deux  points 
réels  ou  imaginaires  conjugués  ; les  deux  autres  points  se  sont 
éloignés  à l’infini.  L’une  des  sécantes  communes  réelles  passe* 
par  les  deux  points  d’intersection  ; l’autre,  du  même  couple, 
s’est  éloignée  à l’infini.  Celte  circonstance  se  présente  lorsque 
les  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  leurs  asymptotes  respec- 
tivement parallèles;  et,  en  général,  comme  nous  le  venons 
plus  tard,  lorsque  les  deux  courbes  sont  semblables  et  sem- 
blablement placées. 

290 —  Dans  certains  cas,  la  recherche  des  points  d’intersec- 
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lion  de  deux  courbes  du  second  degré  se  ramène  à une  équa- 
tion du  second  degré  ou  à une  équation  bicarrée. 

1°  Lorsqu’un  même  diamètre  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  dans  les  deux  courbes,  si,  par  une  trans- 
formation de  coordonnées,  on  rapporte  les  courbes  à ce  dia- 
mètre commun  pris  pour  axe  des  x et  à une  parallèle  aux 
cordes  pour  axe  des  y,  les  deux  équations  ne  contiendront 
plus  l’inconnue  y qu’a  la  seconde  poissance  ; l’élimination  de 
y’  donnera  un  équation  du  second  degré  en  x. 

2°  Si  ces  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une  asymp- 
tote commune,  en  les  rapportant  à cette  asymptote  prise 
pour  axe  des  a:  et  à une  droite  quelconque  pour  axe  des  y,  on 
a des  équations  dans  lesquelles  le  terme  en  xy  contient  seul 
la  lettre  x:  en  éliminant  ce  terme,  on  obtient  une  équation 
du  second  degré  en  y. 

3°  Lorsque  les  deux  courbes  ont  même  centre,  si  on  les 
rapporte  à ce  centre  commun  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, les  deux  équations  ne  contenant  plus  de  termes  du  pre- 
mier degré,  l’élimination  de  y donnera  une  équation  bicar- 
rée en  x. 

291— Les  considérations  précédentes  sur  les  points  et  les 
droites  imaginaires  sont  très-utiles,  parce  quelles  permettent 
d’établir  des  analogies  entre  des  propriétés  qui,  sans  cela,  ne 
pourraient  être  rattachées  les  unes  aux  autres.  En  voici  un 
exemple  assez  remarquable  : un  cercle  coupe  en  quatre  points 
réels  ou  imaginaires  une  courbe  du  second  degré;  soit 
(x — «)’  + (y—  p)*  — R‘=0  l’équation  du  cercle,  A=0  et 
B=0  celles  d’une  couple  de  sécantes  communes  réelles, 
l’équation  de  la  courbe  du  second  degré  pourra  toujours  être 
mise  sous  la  forme 

(x— a)«  + (y  — p)*— R*=XAB. 

Le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  longueur  de  la 
tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au  cercle; 
il  en  résulte  ce  théorème  : un  cercle  étant  placé  d'une  manière 
quelconque  dans  le  plan  d'une  courbe  du  second  degré,  la 
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tangente  menée  de  tout  point  de  la  courbe  au  cercle  est  à la 
moyenne  prop  >rtionnelle  entre  les  distances  de  ce  point  à deux 
sécantes  com  nunes  réelles  dans  un  rapport  constant. 

Supposons  ri  e le  cercle  soit  tangent  à la  courbe  en  deux 
points  réels  c u inaginaires  conjugués  , la  droite  des  contacts 
sera  réelle,  et  l'équation  de  la  courbe  prendra  la  forme 
(*—*)*+  (y  — P)* — R*=XA*. 

Ainsi,  lorsque  un  cercle  est  doublement  langent  à une  courbe 
du  second  degré,  la  tangente  menée  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe  au  cercle  est  à la  distance  de  ce  point  à la  corde  des  con- 
tacts dans  un  rapport  constant. 

Le  foyer  d’une  courbe  du  second  degré  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  d’un  rayon  nul  ayant  avec  la  courbe  un 
double  contact  imaginaire;  la  directrice  est  la  corde  des  con- 
tacts. 


EXERCICES. 

1°  Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant  la 
directrice  et  trois  points. 

2«  Construire  une  parabole,  connaissant  le  foyer  et  deux 
points  ou  deux  tangentes,  ou  un  point  et  une  tangente. 

3°  Construire  une  parabole,  connaissant  la  directrice  et  deux 
points. 

A®  Construire  une  hyperbole,  connaissant  trois  points  et  la 
direction  des  asymptotes. 

5°  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote, 
un  sommet  et  un  point. 

6°  Construire  une  parabole  passant  par  quatre  points 
donnés. 

7®  Construire  une  parabole  tangente  à quatre  droites 
données. 

8°  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’une  parabole  ayant  un 
foyer  donné  et  tangente  aune  droite  donnée. 

9"  Trouver  le  lieu  du  foyer  d’une  parabole  ayant  son  sommet 
en  un  point  donné  et  tangente  à une  droite  donnée. 
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10»  Trouver  le  lieu  du  centre  d’une  hyperbole  équilatère 
circonscrite  à un  triangle  équilatéral. 

lt°  Trouver  le  lieu  des  foyers  ou  des  sommets  d’une  hyper- 
bole, ayant  une  asymptote  et  une  directrice  données. 

12°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré 
tangentes  à quatre  droites  données. 

13°  Étant  donnée  une  conique,  inscrite  dans  un  angle;  une 
tangente  mobile  roule  sur  la  courbe,  et  on  joint  à deux  points 
fixes  les  points  où  cette  tangente  coupe  les  deux  côtés  de 
l’angle;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites. 

H°  Étant  donnée  une  ellipse  ; un  cercle,  ayant  son  centre 
fixe  et  son  rayon  variable,  coupe  l’ellipse  ; trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  sécantes  communes. 

15°  Étant  donnée  une  ellipse,  un  cercle  d’un  rayou  constant 
et  dont  le  centre  décrit  un  cercle  concentrique  à l’ellipse, 
coupe  cette  ellipse  ; trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
sécantes  communes. 

16°  Un  cercle  mobile  coupe  une  ellipse  donnée  en  deux 
points  fixes  A et  B;  trouver  le  lieu  du  point  de  reucontre  des 
tangentes  communes  aux  deux  courbes. 

Le  lieu  reste  le  même  quand  la  sécante  commune  AB  se  dé- 
place parallèlement  à elle-même. 

Étant  données  deux  coniques  liomofocales,  démontrer  que, 
si  par  deux  points  de  l'une  on  mène  des  tangentes  à l’autre, 
ces  quatre  droites  sont  tangentes  à un  même  cercle. 

17»  Trouver  le  lieu  du  centre  d’une  hyperbole  qui  a un  foyer 
donné  et  qui  coupe  en  un  point  donné  une  droite  donnée  pa- 
rallèle à l’une  des  asymptotes. 

18°  Trouver  le  lieu  du  foyer  d’une  parabole  qui  touche  deux 
droites  données,  l’une  en  un  point  fixe,  l’autre  eu  un  point 
variable. 

19°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  paraboles, 
qui  admettent  pour  foyer  un  point  donné,  qui  touchent  une 
droite  donnée  et  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

20"  Etant  donnés  trois  points  A,  B,  G et  une  droite  indéfinie, 
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on  prend  sur  cetle  droite  un  segment  variable  MN,  vu  du 
point  A sous  un  angle  constant  ; trouver  le  lien  du  point  d’in- 
tersection des  deux  droites  BM  et  CN. 

21»  Deux  angles  de  grandeurs  constantes  tournent  autour 
de  leurs  sommets  placés  aux  extrémités  du  grand  axe  d’une 
ellipse,  le  point  de  rencontre  de  deux  des  côtés  décrit  l’ellipse; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  autres  côtés. 

22»  Trouver  le  lieu  des  sommets  d’une  hyperbole  équila- 
tère  passant  en  un  point  donné  et  ayant  pour  asymptote  une 
droite  donnée. 

23°  Étant  données  une  série  de  coniques  ayant  pour  foyers 
F et  F',  et  une  droite  fixe  passant  par  le  foyer  F ; les  tangentes 
à ces  diverses  coniques,  aux  points  où  chacune  d’elles  est 
coupée  par  celte  droite,  sont  tangentes  à une  même  parabole, 
qui  a pour  foyer  le  point  F',  et  pour  direction  la  sécante. 

La  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  la  conique  et 
la  parabole  est  vue  du  foyer  F'  sous  un  angle  droit. 
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THÉORIE  «ÉXÉRALE  DES  COURBES. 


CHAPITRE  I 

Construction  des  Courbes  en  coordonnées 
rectilignes. 

292 — La  construction  d’une  courbe  n’est  autre  chose  que 
la  représentation  graphique  de  la  marche  d’une  fonction 
réelle  d’une  seule  variable,  lorsqu’on  fait  varier  d'une  manière 
continue  cette  variable.  Si  l’on  a calculé  les  valeurs  de  y qui 
répondent  à diverses  valeurs  de  x,  on  connaît  un  certain 
nombre  de  points  de  la  courbe  à construire.  Mais  ces  points 
ne  peuvent  suffire,  même  pour  un  tracé  grossier  de  la 
courbe  ; car  on  peut  les  réunir  de  bien  des  manières  diffe- 
rentes ; et  d’ailleurs,  il  peut  arriver  qu’entre  deux  ordonnées, 
même  très-rapprochées,  la  courbe  ait  des  branches  infinies. 
Il  est  donc  indispensable  de  connaître  préalablement,  d’une 
manière  générale,  la  marche  de  la  fonction  dont  la  courbe 
doit  représenter  les  variations.  Nous  distinguerons  deux  cas, 
suivant  que  l’équation  est  ou  n’est  pas  résolue  par  rapport  à 
l’une  des  variables. 


ÉCLATIONS  RÉSOLUES. 

293— Lorsque  l’équation  est  résolue  par  rapport  à l’une 
des  variables,  y par  exemple,  on  considère  chacune  des  dé- 
terminations de  y en  particulier,  et  on  examine  entre  quelles 
limites  doit  varier  x pour  que  y reste  réelle.  Soient  a et  d deux 
limites.  Si  la  valeur  de  y reste  finie  dans  cet  intervalle,  elle 
donne  une  branche  finie  de  courbe;  si  la  valeur  de  y devient 
infinie  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  intermédiaires  6,  c.... 
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de  la  variable,  on  a diverses  branches  infinies  asymptotes  aux 
droites  qui  correspondent  aux  valeurs  de  x qui  rendent  y in- 
fini; on  subdivise  alors  l'intervalle  de  a à d en  plusieurs 
autres;  un  premier  de  a à b,  un  second  de  b à c,  etc.,  de  ma- 
nière que  dans  .chacun  d’eux  l’ordonnée  ne  devienne  pas  in- 
finie. 


VARIATIONS  DE  L’ORDONNÉE.  — TANGENTE. 

294—  On  examinera  ensuite  comment  varie  y dans  chacun 
des  intervalles,  par  exemple,  quand  x varie  de  a à b.  Quelque- 
fois, on  aperçoit  immédiatement,  d’après  l’expression  de  y, 
comment  varie  cette  quantité.  Mais  le  plus  souvent,  il  n’en  est 
pas  ainsi  ; dans  ce  cas,  on  a recours  à la  dérivée.  On  sait,  en 
effet,  que  la  variable  x croissant  à partir  d’une  certaine  valeur, 
si  la  fonction  reste  finie,  elle  varie  dans  le  même  sens,  tant 
que  la  dérivée  conserve  le  même  signe  ; elle  croît,  si  la  dérivée 
est  psilive;  elle  décroît  si  la  dérivée  est  négative.  Soient  a,  p, 
y,....  les  valeurs  successives  de  x comprises  entre  a et  b , pour 
lesquelles  la  dérivée  change  de  signe.  La  variable  x croissant 
de  a à a,  la  dérivée  conserve  le  même  signe,  par  exemple,  le 
signe  -f,  la  fonction  croît  ; de  a à p,  la  dérivée  est  négative 
et  la  fonction  décroît,  etc. 

Nous  avons  démontré  (n»  88)  que  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  égal  à 
la  valeur  de  la  dérivée  en  ce  point.  Ainsi  le  sens  dans  lequel 
varie  l’ordonnée  de  la  courbe  est  indiqué  par  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente. 

MAX1MA  ET  MINIMA  DE  L’ORDONNÉE. 

295—  Lorsque  la  dérivée  change  de  signe,  de  positive  de- 
venant négative,  l’ordonnée  cesse  de  croître  pour  décroître 
ensuite;  elle  passe  donc  par  une  valeur  maximum.  Si,  au  con- 
traire, la  dérivée  de  négative  devient  positive,  l’ordonnée  cesse 
de  décroître  pour  croître  ensuite  ; elle  passe  donc  par  une 
valeur  minimum. 

Il  faut  remarquer  que  ces  mots  maximum  et  minimum  ne 
doivent  pas  être  pris  avec  leur  sens  absolu;  ils  indiquent 
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seulement  la  comparaison  d'une  valeur  particulière  de  l’or- 
donnée avec  les  ordonnées  voisines. 

En  général  la  dérivée,  restant  finie  et  continue,  change  de 
signe  en  passant  par  zéro,  et  par  conséquent  les  tangentes  aux 
points  dont  les  ordonnées  ont  des  valeurs  maxima  et  minima 
sont  parallèles  à l’axe  OX.  Il  faut  remarquer  que  toute  valeur 
de  x qui  annule  la  dérivée  ne  donne  pas  nécessairement  un 
maximum  ou  un  minimum  de  l’ordonnée;  on  devra  examiner 
si  la  dérivée  change  effectivement  de  signe  ; mais,  dans  tous 
les  cas,  la  tangente  est  parallèle  à l’axe  OX. 

Nous  allons  appliquer  ces  principes  à quelques  exemples. 


299 — Exemple  I.  Construire  la  courbe 

(1)  y=x* — 2æ* — 3x=x[x  -f-  l)(.r — 3). 

Portons  sur  l’axe  OX  et  dans  le  sens  OX  (flg.  162)  une  lon- 
gueur OA  égale  à 3,  et  en  sens  con- 
traire une  longueur  OB  égale  à l’u- 
nité; la  courbe  coupe  l’axe  OX  en 
trois  points  B,  O,  A.  Pour  chaque 
valeur  réelle  de  x,  on  a une  valeur 
réelle  de  y et  une  seule.  L’équation 
montre  immédiatement  que  lorsque 
x croit  de  — « à — 1,  y croît  con- 
stamment de  — oo  à 0;  quand  x va- 
rie de  — 1 à 0 , l'ordonnée  est  posi- 
tive, mais  la  formule  n’indique  pas 
comment  elle  varie  ; x croissant  de 
0 à 3 , y devient  négative,  et  il  y a 
encore  incertitude  sur  le  sens  de  la 
variation  ; enfin,  quand  x croît  de  3 à l’infini,  y croît  constam- 
ment de  0 à l'infini. 

Pour  déterminer  le  sens  des  variations  de  y,  lorsque  x 
varie  de  — i à + 3,  prenons  la  dérivée,  on  a 
y1  = 3 x* — \x — 3. 

Cette  dérivée  s’annule  pour  les  deux  valeurs 

bk.  17 
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x,= 


3 

2 4-1/73 


=—0,53, 


= 1,87. 


Lorsque  x varie  de  — 1 à x,  la  dérivée  est  positive,  la  fonction 
continue  à croître;  de  x,  à x, , la  dérivée  est  négative,  la  fonc- 
tion décroît,  pour  croître  ensuite  de  x,à3.  L’abscisse  x, 
donne  une  ordonnée  maximum  Diy=0,88,  et  l’abscisse  x, 
une  ordonnée  minimum  — EE'= — 6,06. 

297— Exemple  IL  La  stropboïde  définie  au  n°  31  a pour 
équation 


4-x 


a — x 

Quand  x varie  de  0 à a , la  valeur  numérique  de  y augmente 
constamment  de  0 à l’infini;  on  obtient  de  la  sorte  les  deux 
branches  infinies  OM,  OM'  asymptotes  à la  droite  HH'  (flg.22). 
Quand  x varie  de  — a à 0,  l’ordonnée  y part  de  0 pour  revenir 
à 0,  en  conservant  des  valeurs  ünies;  elle  commence  donc 
par  croître  pour  décroître  ensuite,  et,  par  conséquent,  elle  passe 
par  un  maximum;  mais  on  ne  voit  pas  si  dans  l’intervalle  la 
fonction  n’éprouve  pas  plusieurs  alternatives  de  croissance  et 
de  décroissance.  La  valeur  positive  dey  a pour  dérivée 


y = 


x' — ax  — a” 


1/  (a4-x)  (a— x) 

Le  numérateur  s’annule  pour  deux  valeurs  de  x,  l’une  néga- 
tive x„  l’autre  possilive  x,.  Quand  x varie  de  — a à x„  la  dé- 
rivée est  positive,  la  fonction  croît;  de  xt  à 0 la  dérivée  est 
négative,  et  la  fonction  décroît.  L’ordonnée  est  maximum  pour 
la  valeur 

1/5—1 

*,= — a — 3 — , 


plus  grande  numériquement  que 


298— On  détermine  souvent  la  tangente  en  certains  points 
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de  la  courbe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  certaines  valeurs 
particulières  de  la  dérivée , sans  avoir  recours  à l’expression 
générale  de  cette  dérivée.  Considérons,  par  exemple,  le  point 
Ode  la  strophoïde;  joignons  ce  point  à un  point  voisin  M, 
ayant  pour  coordonnées  x et  y;  le  coefficient  angulaire  de  la 

sécante  OM  est  égal  au  rapport  on  aura  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  au  point  O,  en  cherchant  la  limite  de  ce 

rapport  lorsqu’on  fait  tendre  x vers  zéro.  Or,  on  a 

y_  , /a+x 

x V a-x’ 


quand  x tend  vers  zéro,  ce  rapport  a pour  limite  ±:t.  Les 
deux  branches  qui  passent  au  point  O ont  pour  tangentes  en 
ce  point  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  obtiendrait 


la  tangente  au  point  A en  considérant  le  rapport  ce 

rapport  augmentant  indéûnement  lorsque  x tend  vers  — a,  la 
tangente  au  point  A est  parallèle  à l’axe  OY. 


ÉQUATIONS  NON  RÉSOLUES. 

999  —Quand  l’équation  supposée  algébrique  n’est  pas  réso- 
lue, soit  parce  que  celte  résolution  n’est  pas  possible,  soit 
parce  que  l’on  juge  inutile  de  l'effectuer,  on  peut  quelquefois, 
en  s’appuyant  sur  les  théorèmes  concernant  les  racines  des 
équations,  construire  la  courbe. 

On  aperçoit  immédiatement,  certaines  propriétés  de  la 
courbe  à l’inspection  de  l’équation  ; lorsque  l’équation  ne  ren  - 
ferme que  des  termes  qui  sont  tous  de  degrés  pairs,  ou  tous 
de  degrés  impairs,  il  est  clair,  que  si  elle  est  vérifiée  par  x=a, 
y=p,  elle  sera  aussi  vérifiée  par  x= — a,  y= — p;or,  les 
deux  points  (<*,  p) , (—  a,  — p)  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  à l’origine;  donc  ce  point  est  centre  de  la  courbe. 

Si  l’équation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  l’une 
des  variables,  y par  exemple,  les  valeurs  réelles  de  y,  qui  cor- 
respondent à une  même  valeur  de  x,  sont  deux  à deux  égales 
et  de  signes  contraires;  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 
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on  en  conclut  que  les  points  du  lieu  sont  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à la  droite  OX,  qui  est  un  axe  de  la  courbe. 

Lorsque  l'équation  de  la  courbe  ne  change  pas  par  le  chan- 
gement de  a?  en  y et  de  y en  x,  si  l'équation  est  vérifiée  par 
x = a,  y=p,  elle  sera  vérifiée  également  par  x = p,y  = a; 
ces  deux  points  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à la 
bissectrice  de  l’angle  YOX,  qui  est,  dans  ce  cas,  un  axe  de  la 
courbe. 

On  voit  de  même  que,  si  l’équation  ne  change  pas  par  le 
changement  de  x en  — y et  de  y en — x,  la  bissectrice  de 
l’angle  YOX’  est  un  axe. 

Soit 


(*)  f{*>  y)  = ° 

l’équation  de  la  courbe;  on  sait  que  la  dérivée  y1  est  donnée 
par  la  formule 


(*)  y 


fx  (x,y) 


f,  {*>y) 

L’expression  de  y'  contient  à la  fois  les  deux  variables  x et  y, 
elle  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  tout  point 
dont  on  connaît  les  deux  coordonnées. 


300— Exemple  I.  Construire  le  lieu  des  points  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  à deux  points  fixes  F,  F soit  égal 
à un  nombre  donné. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  0 de  la  droite  FF’,  OF  pour 
axe  des  x,  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y ; appelons  2 c la 
distance  FF’,  a ' le  produit  constant,  l’équation  du  lieu  est 
(1)  yk+2(x,4-c’)y,-(-(aî’ — c*)* — a*=0. 

Celte  équation,  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de 
chacune  des  variables,  chacun  des  axes  est  un  axe  de  symétrie 
de  la  courbe,  et  l’origine  est  un  centre.  En  considérant  y* 
comme  l’inconnue,  l’équation  (1)  est  du  second  degré,  le  bi- 
nôme B* — TAC  se  réduit  ici  à Tc*x’-f-ak,  quantité  esssentiel- 
lement  positive,  les  racines  sont  donc  toujours  réelles.  Lorsque 
le  dernier  terme  (x* — c*)’ — a‘  est  positif,  les  valeurs  de  y2 
ont  le  même  signe,  et  comme  leur  somme  — ifx’-J-c’)  est 


Digitized  by  Google 


LIV.  IV,  CHAP.I.— COURBES  EN  COORDONNÉES  RECUL.  261 

toujours  négative,  les  deux  valeurs  de  y * sont  négatives  et  les 
quatre  valeurs  de  y imaginaires.  Pour  que  l’équation  (t)  ail 
des  racines  reelles,  il  faut  donc  que  l’on  ait 

(*»  — c*)*  — a‘<0, 
ou 

(x*_c*  — a»)  (j'-c’  + a'XO, 
et  par  conséquent 

Æ’Xa’  + c*  et  a5*>c* — a». 

Alors  une  des  valeurs  de  y 1 est  positive,  l’autre  négative. 

Prenons  OA=OA'  = Va'  la  courbe  est  comprise  entre 
les  parallèles  à l’axe  des  y menées  par  les  points  A et  AL  La 
seconde  condition  exige  que  l’on  distingue  plusieurs  cas. 

1°  a<Cc.  Prenons  08=00'=  l/c* — a*  et  par  les  pointsB 

et  IV  menons  des 
parallèles  à OY 
(fig.  163),  la  courbe 
se  compose  de  deux 
parlies  comprises, 
l’une  entre  les  pa- 
rallèles menées  par 
les  points  B et  A, 
l’autre  entre  les  pa- 
rallèles menées  par 
les  points  B'  et  AL 
Quand  on  donne  à 
f'ü-  l43-  x l’une  des  valeurs 


OB  ou  OA,  l’une  des  valeurs  de  y'  est  nulle,  l'autre  né- 
gative; x croissant  de  OB  à OA,  la  valeur  de  y ’,  qui  d’abord 
est  nulle,  devient  positive  et  s'annule  de  nouveau.  On  obtient 
ainsi  une  courbe  fermée  BCAD.  Les  valeurs  négatives  de  x 
donnent  une  seconde  courbe  B'C'A'D',  égale  à la  précédente- 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  déterminé  par  la 
formule 


x ( x ' + y * — c* 
yfa-’+y'+f*)' 


c 1 
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Aux  points  A et  B,  y est  nulle  et  y' infinie,  la  tangente  est  paral- 
lèle à l’axe  OY.  Le  numérateur  de  y'  devient  nul,  quand  on  a 
(3)  x’  y ’ = c’. 

Du  point  O comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  décrivons  un 
cercle;  ce  cercle  coupe  la  courbe  en  quatre  points  C,D,C/,D/, 
donnés  par  les  formules 


X — 


4ek — ak 


«/’=• 


4c*  ’ J 4c1' 

Comme  l’arc  BC  est  intérieur  au  cercle,  en  l’un  quelconque 
des  points  de  cet  arc,  la  fonction  x1  -f-y* — c*  a une  valeur  né- 
gative et  y'  est  positive.  Pour  les  points  de  l’arc  CA,  le  facteur 
.r’+y* — c1  est  positif  et  y'  négative.  Ainsi,  de  B en  C l’ordonnée 
croît,  et  de  C en  A elle  décroît;  l’ordonnée  du  pointe  est 
maximum. 

2°  a=x.  La  seconde  condition  est  satisfaite  quelle  que  soitx; 
x peut  varier  de  — r*/  2 à c/2.  Quand  x varie  de  0 à c/ 2, 

la  valeur  posi- 
tive de  y’  part  de 
zéro  et  redevient 
nulle;  on  a une 
courbe-  fermée 
OCADO  (fîg.  164) 
qui  passe  a l’o- 
rigine ; les  va- 
leurs négatives 
de  y donnent  une 
courbe  symétri- 
que de  la  précé- 
dente par  rapport 
à OY.  Le  cercle  de  rayon  OF  coupe  la  courbe  en  quatre  points, 

£ 

dont  les  ordonnées  ont  une  valeur  numérique  — maximum. 


Fig.  164. 


c/3 


Cette 


l’abscisse  de  ces  points  a pour  valeur  absolue 
courbe  se  nomme  lemniscate. 

A l’origine,  la  valeur  de  y7  se  présente  sous  la  forme 
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il  est  facile  de  concevoir  qu’il  en  est  ainsi  aux  points 

multiples  d’une  courbe  algébrique  quelconque.  En  effet,  la 
valeur  de  y1  est  donnée  par  la  formule 

Or,  f(x,y)  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  variables 
x et  y,  les  dérivées  partielles  flix,  y),  fh  (x,y)  sont  aussi  des 
polynômes  entiers  par  rapport  aux  mêmes  variables.  Si  ces 
polynômes  ne  devenaient  pas  nuis,  lorsqu’on  y remplace  x et  y 
par  les  coordonnées  du  point  multiple,  aurait  en  ce  point 
une  valeur  unique,  tandis  qu’elle  doit  avoir  autant  de  valeurs 
différentes  qu’il  y a de  branches  qui  passent  au  point  multiple. 
Dans  le  cas  actuel,  l’équation  étant  bicarrée  peut  être  résolue 
par  rapport  à y ; à chaque  valeur  de  y correspond  une  dérivée 
qui  a une  valeur  déterminée,  quand  on  y remplace  x par 
zéro.  Cette  valeur  dp  la  dérivée  est,  ainsi  que  nous  l'avons  re- 

marqué  au  n°  298,  la  limite  du  rapport  lorsque  x tend 


vers  zéro.  On  peut  obtenir  plus  simplement  la  limite  de  ce 


rapport  sans  résoudre  l’équation.  Posons  -=t,  ou  y=  tx;  en 

X 


substituant  dans  l’équation  (1),  il  vient 

x' ' t ‘ + 2 (as*  + c *)  t * + x' — 2 c ' = 0. 

Lorsque  x est  très-petit,  l’une  des  valeurs  de  t 1 est  voisine  de 
l’unité,  l’autre  est  négative  et  très-grande  ; donc,  en  se  bornant 


aux  valeurs  réelles  de  y,  on 

a limite  — =±  1.  Les  tan- 

x 

gentes  au  point  O sont  les 
bissectrices  des  angles  des 
axes. 

3°  a>e.  La  seconde  con- 
dition est  encore  satisfaite 
quelle  que  soit  x , qui  peut 


varier  de’  — /c’  + a*  à 
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+ / c’  + fl*.  Pour  x=0,  la  valeur  positive  de  y * est  a’ — c*. 

Prenons,  sur  l'axe  des  y,  OB=OB'=  / o’—c*,  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  B et  B'  (flg.  165).  Si  l’on  Tait  varier  x de  0 à 

/«*  + <**,  y*  part  de  a*— c*  et  devient  nul;  le  lieu  est  une 
courbe  fermée  qui  a pour  sommets  les  points  A,  A',  B,  B'. 

Pour  que  le  cercle  coupe  la  courbe,  il  faut  que  l’on  ait  a<ck'¥. 
Lorsque  cette  condition  est  satisfaite,  l’ordonnée  croît  de  B en 
C et  diminue  de  C en  A;  l’ordonnée  du  point  B est  minimum, 
celle  du  point  C maximum. 

Si,  au  contraire,  on  a le  cercle  est  intérieur  à la 

courbe,  dont  l’ordonnée  di- 
minue de  B en  A (flg.  166); 
l’ordonnée  du  point  B est 
maximum.  Dans  ce  cas  on 
- donne  à la  courbe  le  nom 
d’ovaleeie  Cassini.  La  figure 
suppose’  que  a est  égal  à 

c /I. 

Fig.  186. 


301 — Exemple  II.  Construire  la  courbe 
(1)  iyi  — 5xyt  + xl=0. 

Cette  équation , étant  du  cinquième  degré  par  rapport  à 
chacune  des  variables,  ne  peut  être  résolue  par  rapport  à au- 
cune d’elles  ; elle  ne  renferme  que  des  termes  de  degrés  im- 
pairs; donc  l’origine  est  centre  de  la  courbe.  Examinons 
combien  l’équation,  dans  laquelle  on  considère  y comme 
étant  l’inconnue,  a de  racines  réelles  pour  les  diverses  valeurs 
attribuées  à x. 

Supposons  d'abord  x positive,  l’équation  (1)  aura  au  plus 
deux  racines,  réelles  positives,  puisque  son  premier  membre 
n’a  que  deux  variations.  La  dérivée  du  premier  membre  par 
rapport  à y est 

iOy(y*  — #)• 

Cette  dérivée  est  négative  depuis  y =0  jusqu’à  y=iAr, 
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positive  depuis  cette  valeur  jusqu’à  l’inûni.  Le  premier 
membre,  qui  est  positif  pour  y =0, décroît,  lorsque  y varie  de 

0 à \/  x , et  croît  ensuite  indéfiniment.  L’équation  a donc 
deux  racines  positives,  ou  elle  n’en  a pas,  suivant  que  la  valeur 

3 — 

l/.r  rend  le  premier  membre  négatif  ou  positif;  c’est-à- 
dire  suivant  que  l’on  a x,0<;27,  ou;r10>27.  Si  l’on  change 
y en  — y,  le  premier  membre  offre  une  variation  et  une  seule  ; 
donc  l’équation  a une  racine  négative  et  une  seule. 

Pour  x=0,  les  cinq  racines  de  l’équation  (t)  sont  nulles  ; 

4 0 

x croissant  de  0 à ^27  , l’équation  a deux  racines  positives 

**. — 

et  une  racine  négative;  lorsque  x atteint  la  valeur  v27  , 
les  deux  racines  positives  deviennent  égales,  puisqu’elles  an- 

4 0 

nulent  la  dérivée.  Quand  x dépasse  vil , l’équation  n’a 

plus  qu’une  racine  réelle  qui  est 
négative.  Lesdeux  racines  positives 
donnent  uneboucleOABO(fig.t  67), 
comprise  dans  l’angle  YOX,  et  la  ra- 
* cine  négative  une  branche  infinie 
OC  placée  dans  l’angle  Y'OX.  Aux 
valeurs  négatives  de  x correspon- 
dent une  boucle  OA'B'O  et  une 
branche  infinie  OC',  symétriques  des  précédentes  par  rapport 
au  centre. 

La  valeur  maximum  de  l’abscisse  pour  la  boucle  OABO  est 

4 0 

l/27  , elle  correspond  à un  point  A pour  lequel  la  tan- 
gente est  parallèle  à OY,  puisque  les  coordonnées  de  ce  point 
annulent  f[  ( x , y).  En  considérant  y comme  variable  arbi- 
traire, on  trouve  que  le  maximum  de  y pour  la  même  boucle 

est  )/ \ ; ce  maximum  donne  un  point  B,  pour  lequel  la 
tangente  est  parallèle  à OX. 

La  méthode  précédente  de  discussion  est  applicable  toutes 
les  fois  que  l’équation  ne  contient  que  trois  termes  ; car  on 
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sait  toujours  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d'une 
équation  trinôme  à une  seule  inconnue. 


EMPLOI  D’UNE  VARIABLE  AUXILIAIRE. 

302 —  Lorsqu’il  est  impossible  de  résoudre  l'équation  par 
rapport  à l’une  des  variables  x ou  y,  on  peut  dans  certains 
cas  exprimer  les  deux  coordonnées  à l’aide  d’une  variable 
auxiliaire  t ; et,  en  suivant  les  variations  simultanées  de  x et 
y,  lorsque  t varie  entre  les  limites  qui  rendent  ces  quantités 
réelles,  tracer  la  courbe. 

Si  l’on  considère  y comme  une  fonction  de  x,  et  x comme 
une  fonction  de  I,  on  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y par  rap- 
port à t,  d’après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions,  ‘ 
D,y=Dxy  X D.x; 
on  en  déduit  la  formule 

qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  qui 
correspond  à une  valeur  quelconque  de  f.  Les  valeurs  de  fqui 
annulent  D,y  donnent  les  points  pour  lesquels  la  tangente  est 
parallèle  à OX,  et  les  valeurs  qui  annulent  D,x,  les  points 
pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à OY. 

303 —  Exemple  I.  Construire  la  courbe 

0)  y'  —y* x -j-x* —Zx'y= 0. 

Posons  y=tx;  la  substitution  dans  l’équation  (!)  donne 


(2)  *= 


2/ — i 


-1)’ 

2 1 — i 


Fig.  i«S. 

es  dérivées 


!s(f 

il  en  résulte 

(3)  y=tx= -, 

J U(f— 1) , 

et  l’on  construit  lacourbeau  moyen 

des  formules  (2)  et  (3),  en  faisant 

varier  t de  — oo  à . Poursuivre 

les  variations  de  x et  de  y,  prenons 


1 Pour  désigner  U dérivée  d’une  fonction,  on  emploie  fréquemment  la 


Digitized  by  Google 


L1V.IV,CHAP.  I.— COURBES  EN  COORDONNÉES  RECTIL.  267 


(A)  DrX=— 
(5)  r»,y— — 


(il1— 8<  + 3 
V—tÿ  ‘ 
U'—  5f  + 2 
f»(l — 1)*  ' 


Les  numérateurs  ne  s’annulant  pour  aucune  valeur  réelle 
de  t ne  changent  jamais  de  signe.  Les  valeurs  de  x et  de  y 

1 . 

deviennent  milles  pour  /=-,  infinies  pour  <=0,  ou  / = t. 

Si  l’on  fait  varier  t de — *à  O,  x est  négatif  et  décroît  de 
O à — »,  y est  positif  et  croît  de  O à l’infini;  on  obtient  ainsi  la 
branche  infinie  OA  (fig.  168). 

I 

La  variable  t allant  de  0 à—,  x et  y deviennent  positifs  et 
décroissent  de  » à 0,  ce  qui  donne  la  branche  infinie  OB. 

La  variable  I allant  de  à 1 , x et  y sont  négatifs  et  dé- 
croissent  deOà—  »,  on  a la  branche  infinie  OC.  Le  coefficient 

4 

angulaire  de  la  tangente  en  O à la  branche  BOC  est  -. 

Z 


Enfin,  si  t varie  de  t à « , x et  y deviennent  positifs  et  dé- 
croissent de  » à 0,  on  obtient  la  branche  infinie  OD. 

Lorsque  l’équation  entre  x et  y ne  renferme  que  deux 
groupes  de  termes,  l’un  du  degré  m,  l’autre  du  degré  m — t, 
si  l’on  prend,  comme  nous  venons  de  le  faire,  pour  variable 


auxiliaire  le  rapport  » les  coordonnées  x et  y sont  des 

fonctions  rationnelles  de  cette  variable.  Lorsque  l’équation 
contient  trois  groupes  de  termes  , le  premier  du  degré  m,  le 
second  du  degré  m—t  , le  troisième  du  degré  m — 2,  en 
conservant  la  même  variable  auxiliaire,  les  coordonnées  s’ob- 


lettre  D,  initiale  du  mot  dérivée  ; et  on  indique  la  variable  par  rapport  à la- 
quelle on  prend  la  dérivée  en  écrivant  cetle  variable  comme  un  indice  au- 
dessous  de  la  lettre  ü et  un  peu  it  droite.  Ainsi  D x et  D,y  indiquent  lés 
dérivées  des  fonctions  x et  y par  rapport  à la  variable  (,  Dry  la  dérivée  de 
y par  rapport  A x. 
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tiennent  par  la  résolution  d’une  équation  du  second  degré,  et 
on  peut  encore  suivre  leurs  variations  simultanées. 


304— Exemple  II.  Construction  de  la  courbe 
(1)  x'y* — xy — x — 2—0. 

Si  l’on  pose  x y = t , 

t +2 


on  obtient 


X— 


I 


On  peut  considérer  la  courbe  comme  étant  définie  par  les 
équations 

t + 2 

(2)  *= 

/ / » / 

(3>*=*  = 7+T 

Examinons  comment  varient  a;  et  y,  lorsqu’on  fait  varier 

la  variable  auxiliaire  1 de 
— oo  à + <»•  Pour  cela 
prenons  les  dérivées  des 
deux  fonctions,  on  a 

3J‘  + 8ts  + t 


D,a,= — 


D,y  = 


4t‘+10t‘  — 2 


Fig.  IM. 


(1+2)’  ’ 

La  valeur  de  D,x  s’annule 
pour  deux  valeurs  a et  6 de  t 
comprises,  la  première  entre 


— - et  — 2,  la  seconde  entre  — t et  0.  La  valeur  de  D,y  s’an- 

O 

nule  pour  trois  valeurs  c,  d,  e de  t,  comprises,  la  première 
5 

entre  — -et — 2,1a  seconde  entre  —i  et  0 et  la  troisième  entre  < 

Z 

Oetl.On  reconnaît  facilement,  en  outre,  que  l’on  a a<c,  d<6. 
Cela  posé,  considérons  la  suite  des  quantités 

— ao,  a,  c,  — 2,  — t,  d,  6,  e,  4-t,  oo, 
rangées  par  ordre  de  grandeur.  Si  l’on  fait  varier  t de  — xka, 
x est  négatif,  part  de  0 et  décroît  ; y est  positif,  part  de  l’infini 
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et  décroît  également  ; on  a la  branche  AB  asymptote  à l'axe  OY 
(fig.  169). 

La  variable  t allant  de  a à c,  x est  négatif  et  croissant,  y po- 
sitif et  décroissant  ; branche  BC. 

La  variable  t allant  de  c à — 2,  x est  négatif  et  croît  jusqu’à 
0;  y positif  et  croît  jusqu’à  l'infini  ; branche  CI. 

La  variable  t allant  de  — 2 à — 1 , x croît  de  0 à oo , y croît 
de  — oo  à 0;  double  branche  infinie  DE,  asymptote  à OY'  et 
à OX. 

La  variable  t allant  de  — t à d,  x part  de  — oo  et  croît, 
y part  de  0 et  croît;  branche  infinie  FG,  asymptote  à OX'. 

La  variable  t allant  dednb,x  continue  à croître,  ctydécroît 
en  restant  positif;  branche  GH. 

La  variable  t allant  de  6 à e,  x et  y décroissent  ; branche 
HK,  qui  coupe  OX'  en  un  point  dont  l’abscisse  — 2 correspond 
à t=0. 

La  variable  l allant  de  e à + 1»  % décroît,  y augmente; 
branche  infinie  KL,  asymptote  à OX'. 

Enfin  t variant  de  + 1 à + oo , x décroît  de  oo  à 0,  et  y croît 
de  0 à oo  ; double  branche  infinie  MN,  asymptote  à OX  et  OY. 

Les  tangentes  aux  points  C,  G,  K,  qui  correspondent  aux 
valeurs  c,  d,  e de  t qui  annulent  D,y,  sont  parallèles  à 
OX;  les  tangentes  aux  points  B et  H sont  parallèles  à l’axe  OY. 


CHAPITRE  II. 

Convexité  et  Concavité. 

305 — Soit  AB  un  arc  de  courbe  correspondant  à une  déter- 
mination de  y , et  aux  valeurs  de  x comprises  entre  a et  6 ; 
nous  supposons  que  dans  cet  intervalle  la  dérivée  seconde  y" 
conserve  le  même  signe,  par  exemple,  reste  positive.  Menons 
la  tangente  RS  en  un  point  quelconque  M de  cet  arc , 
ayant  pour  abscisse  x„ , désignons  par  y',  la  valeur  de  la 
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dérivée  en  ce  point,  ou  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente, et  par  Y l’ordonnée  d’un  point  quelconque  de  cetle 
droite;  la  différence  y — Y s’annule  pour  x = x0,  et  il  en 
est  de  même  de  sa  dérivée  y'  — Y' 
ou  y ' — y/0  (fig.  170).  L’abscisse  x crois- 
sant de  a en  6,  et  la  dérivée  y"  élant  po- 
sitive, la  fonction  y' — y'a  va  en  croissant; 
comme  elle  s’annule  pour  x=x0 , elle 
1 est  négative  de  a à x„ , et  positive  de 
x0  à 6.  Considérons  maintenant  la 
fonction  y — Y,  qui  admet  pour  déri- 
vée y'-  y',,;  quand  x varie  de  a à x0,  la  dérivée  étant  néga- 
tive, la  fonction  décroît;  comme  elle  s’annule  pour  x=x„ , 
elle  était  positive  auparavant;  x variant  dex0à6,  la  déri- 
vée est  positive  et  la  fonction  croît;  comme  elle  s’annule 
pour  x = x0,  elle  est  aussi  positive  de  x0  à b.  Il  en  résulte 
que  la  différence  y — Y reste  positive  dans  l’intervalle  de 
a à b.  On  conclut  de  là  que  l’arc  de  courbe  AB  est  situé  tout 
entier  d’un  même  côté  de  chacune  de  ses  tangentes;  c’est  un 
arc  convexe.  11  en  serait  de  même,  si  la  dérivée  seconde  restait 
négative  ; mais  la  différence  y — Y étant  négative,  l’arc  serait 
situé  tout  entier  de  l’autre  côté  de  la  tangente.  Il  est  facile  de 
distinguer  ces  deux  côtés;  par  le  point  M menons  une  paral- 
lèle MYr,  à l’axe  OY,  et  dans  la  direction  des  y positifs;  dans  le 
premier  cas,  l’arc  est  situé  du  même  côté  de  la  tangente  que 
la  demi-droite  MY,  ; dans  le  second  cas,  il  est  de  l'autre  côté. 
Dans  le  premier  cas,  on  dit  que  l’arc  AB  tourne  sa  concavité 
dans  la  direction  MY,  ; dans  le  second  cas,  dans  la  direction 
opposée. 

On  sait  que  le  signe  de  y''  indique  le  sens  de  la  variation  de 
ÿ quand  x croît.  Si  donc  on  imagine  que  le  point  M parcourre 
l’arc  AB,  le  coefficient  angulaire  ira  en  croissant  si  y"  est  po- 
sitive, et,  au  contraire,  en  décroissant,  si  y"  est  négative. 

306— On  appelle  points  d'inflexion  les  points  où  la  conca- 
vité change  de  sens,  c’est-à-dire  les  points  où  la  dérivée 
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seconde  change  de  signe.  En  général,  la  quantité  y ",  étant  finie 
et  continue,  change  de  signe  en  passant  par  zéro.  Supposons 
que  y"  change  de  signe  pour  x=x'0  en  passant  par  zéro , on 
verra  facilement  que  la  dérivée  première  ÿ — t/a  ne  change  pas 
de  signe,  mais  que  la  fonction  y — Y change  de  signe;  de  sorte 
qu'en  ce  point  la  courbe  passe  d’un  côté  à l’autre  de  la  tan- 
gente. 

307 —  Exemple  I.  Soit  la  courbe 

y=x  (x  + 1)  (x — 3)  = x* — 2x* — 3x, 
construite  au  n°  296,  on  a 

y'=3xt — ix — 3, 
et 

y"  = 6x — 4. 

La  dérivée  seconde  est  négative  quand  x varie  depuis  — oo 
2 

jusqu'à  - , et  positive  au  delà.  La  courbe  a un  point  d’in- 

u 

2 

flexion  dont  l’abscisse  est  - ; à gauche  de  ce  point,  la  conca- 
vite  est  tournée  vers  les  y négatifs,  à droite  vers  les  y positifs. 

308 —  Exemple  II.  Sinussoïde.  Construire  la  courbe 

y = sm  x. 

Quand  x croît  de  0 à x,  l’ordonnée  est  positive  ; elle  part  de  0 
pour  revenir  à 0,  ce  qui  donne  l’arc  OAC  (fig.  171)  symétrique 


î 

x 

H 

\ 

X 

( 

L 

\ 

c 

xsx 

"V 

« 7^ 

X- 

ox  vrx 

G 

V 

g' 

V 

X-  xt; 

1 

r«g.  17i 

> 

N 

par  rapport  à l’ordonnée  qui  correspond  à x=-^-  Quand  x 
croit  de  x à 2x,  y devient  négatif,  et  l’on  obtient  l’arc  CBO  égal 
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au  premier.  De  2tt  à -iir,  l’ordonnée  reprend  les  mêmes  valeurs 
que  de  0 A 2tt,  de  même  de  iit  à 6^,  elc.  Ainsi  la  courbe  se 
compose  d’une  infinité  d’ondulations  égales. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donné  par  la 
formule 

y1  = cos  x ; 

A l’origine,  ^ = 1,  la  tangente  est  la  bissectrice  de  l’angle 
Y’OX  des  axes.  Au  pointe,  i/-=  — 1,  la  tangente  est  parallèle  à 

l’autre  bissectrice.  Pour  la  dérivée  s'annule  et  de 

positive  devient  négative;  l’ordonnée  du  point  A est  maxi- 

7T  _ , 

muni.  Pour  x=3—,  la  dérivée  s’annule  également,  de  né- 
gative devenant  positive  ; l’ordonnée  du  point  B est  minimum. 

Quand  x varie  de  0 à *,  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente cosx  décroît  constamment,  la  concavité  est  tournée  vers 
les  y négatifs;  de  * à 2*,  le  cosinus  augmente,  la  concavité  est 
dérigée  vers  les  y positifs,  le  point  C est  un  point  d’inflexion. 

11  est  à remarquer  que  cette  courbe  a une  infinité  de 
centres,  situés  à égale  distance  les  uns  des  autres,  sur  l’axe 
X'X,  les  points  0,  C,  CK, dont  les  abscisses  sont  les  mul- 

tiples de  ir.  Chacun  d’eux  est  un  point  d’inflexion. 

309— Exemple  III.  Construire  la  courbe 
{y  — x,)t—xt=zO, 
ou 

y=x'—  l/x‘  = x'—X?. 

Les  valeurs  de  y ne  sont  réelles  que  lorsque  x est  positif. 
Prenons  d’abord  le  signe  + devant  le  radical;  la  fonction 

y = a:>  + a:ï  augmente  de  0 à l’infini,  quand  x varie  de 

5 J 

0 à ».  La  dérivée  y'=%x  + -x1  part  de  0 et  augmente  aussi 

constamment,  on  a donc  une  branche  infinie  OD  tangente  en 
Oà  l’axe  OX  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  y positifs.  Pre- 
nons maintenant  le  signe —devant  le  radical  ; la  valeur  de 
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y est  positive  de  0 à 1,  et  négative  au  delà.  Portons  sur  OX 
une  longueur  OA  égale  à l’unité , la  courbe  passe  en  A.  La 

1 1 , 5 - 

l\  dérivée  y/=2x— -x*,  nulle  au  point 

/ O,  est  positive  tant  que  x reste  moindre 

IC 

_ que  — , et  négative  quand  x dépasse 

u|  V X 2Ï>  r 

Fig.  171.  • ce  nombre;  l'ordonnée  MP,  qui  cor- 
* 0 

respond  à -j  est  maximum,  et  la  tangente  en  M est  parallèle  à 

45  i 

OX.  La  dérivée  seconde  2 reste  positive  depuis  0 jus- 

4 

64 

qu’à  , négative  au  delà  ; le  point  N,  qui  correspond  à 

22D 

04 

l’abscisse --  est  un  point  d’inflexion  ; de  0 en  N,  la  concavité 
2^0 


est  tournée  vers  les  y positifs  ; au  delà,  elle  est  tournée  vers  les 
y négatifs. 

Deux  branches  de  la  courbe  sont  tangentes  au  point  0 à la 
droite  OX,  sans  être  la  continuation  l’une  de  l’autre  ; les  points 
qui  offrent  cette  particularité  se  nomment  points  de  rebrousse- 
ment. Dans  cette  courbe,  les  deux  branches  sont  du  même  côté 
de  la  tangente.  En  considérant  la  courbe 
(y — x*)*  — xs=:0, 

on  aurait  deux  branches  situées  de  part  et  d’autre  de  la  tan- 
gente; la  cissoïde  présente  à son  sommet  A (fig.  20)  un  rebrous- 
sement de  cette  sorte. 


310— Exemple  IV.— Soit  la  courbe 

a / * -?\ 

(i)  y=  %(ea+e"j 

On  suppose  que  a désigne  une  ligne  donnée  ; alors  l’équation 
(t)  est  homogène  et  définit  une  courbe,  a laquelle  on  a donné 
le  nom  de  chaînette,  parce  que  c’est  la  courbe  que  forme  un 
fil  flexible  pesant,  dont  les  extrémités ‘sont  attachées  à deux 
points  fixes. 

BB.  11$ 
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L’équation  (t)  donne  des  valeurs  de  y égales  pour  deux 
valeurs  de  x égales  et  de  signes  contraires,  la  droite  OY  est 


un  axe  de  la  courbe.  Quand  x varie  de  0 à » , le  terme  e - 

* 

* v augmente,  mais  le  terme  ea  dimi- 

\ nue  ; pour  savoir  comment  varie  y, 

\ / prenons  la  dérivée.  On  a 

; _ _ ,i). 

Cette  dérivée  est  positive  pour  toutes 
Fis  * 73-  les  valeurs  positives  de  x ; donc  quand 

x Croit  de  0 à »,  la  valeur  de  y augmente  constamment  de 
o à »,  ce  qui  donne  une  branche  infinie  BC  (fig.  173;;  ou 
obtient  la  branche  BC'  symétrique  par  rapport  à OY  en  don- 
nant à x des  valeurs  négatives. 

La  valeur  de  y*  augmente  constamment  quand  x varie  de 
— » à -J- »,  la  courbe  a sa  concavité  tournée  vers  les  y po- 
sitifs. 


311- Exemple  Construire  la  courbe 

(t)  y=A 

Donnons  à x une  valeur  positive  très-petite,  y est  positif  et 

très-grand;  x croissant  de  0 à 
+ »,  y décroît  constamment  de 
» à 1 ; ce  qui  donne  une  branche 
AC  (fig.  174)  , asymptote  d’une 
part  à OY,  d’autre  part  à la  droite 
G'G  menée  parallèlement  à OX  et 
V '"[\  * à une  distance  de  cette  droite 

Fig.  i7*.  égale  à l’unité.  Quand  on  donne 

à x une  valeur  négative  très-petite  numériquement,  y est 
positif  et  très-petit,  x variant  de  O à — » , y croit  constam- 
ment de  0 à 1;  on  a ainsi  une  branche  OD  partant  de  l’origine 
et  asymptote  à la  droite  BG'. 

Cette  courbe  présente  une  particularité  que  nous  n’avons 
pas  encore  rencontrée;  la  branche  DO  s’arrête  brusquement 
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au  point  0 ; on  donne  aux  points  de  cette  espèce  le  nom  de 
points  d'arrêt. 

Pour  avoir  le  sens  de  la  concavité,  prenons  d’abord  la  déri- 
vée première  ; on  a 

(-2) 


i 1 

Lorsque  x varie  de  0 à »,  les  deux  Fadeurs  — et  e * dimi- 

nuent;  à cause  du  signe  —,  y 'augmente;  la  concavité  de  la 
branche  AC  est  tournée  vers  les  y positifs  ; x variant  de  — » 
\ i 

à 0,  le  facteur  —j augmente,  le  facteur  e*  diminue;  on  ne  sait 

pas  immédiatement  comment  varie  y’;  la  dérivée  seconde  va 
nous  l’apprendre.  On  a 

(3)  y"=S-(2*+i). 

X 


Quand  x varie  de  — » à — la  dérivée  seconde  est  négative; 
prenons  OP  égal  à et  soit  M le  point  correspondant  de  la 

J* 

courbe;  l’arc  DM  a sa  concavité  dirigée  vers  les  y négatifs;  x 
1 

croissant  de  — — à 0,  y"  est  positif,  l’arc  MO  est  concave  vers 
les  y positifs  et  le  point  M est  un  point  d’inflexion. 


313— Remarque.— On  ne  voit  pas,  d’après  la  formule  (2), 
ce  que  devient  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  quand  x 

est  négatif  et  très-petit  numériquement.  Posons  x= — -,  m 


étant  très-grand,  la  valeur  numérique  de  y'  prendra  la 
m* 

forme Donnons  d’abord  à m des  valeursentieres,  et  comme 

em 

e est  plus  grand  que  l’unité,  posonse  = l +a  ; on  a 

.-=<!+.)->.  +?■ + 


d’où 
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_ 1 

e 1 \ m 

+ T~ar-Bt+ 


tn 


/ 1 \ 

/.  2 \ 

( 1 J 

t ) 

v ml 

\ mj 

m’ 


m 


1 . 2 


1.2.3 


6 m 

si  m augmente  indéfiniment,  on  voit  que  — croît  au  delà  de 

toute  limite.  Lorsque  m est  fractionnaire,  il  est  compris  entre 
deux  entiers  consécutifs  n et  n + 1;  il  en  résulte 

gn  g în 

(n+l)*  <~inr<~iF' 

— , étant  compris  entre  deux  nombres  très-grands  est  lui- 

même  très-grand;  ainsi  de  quelque  façon  que  m augmente 

indéfiniment,  — r croît  au  delà  de  toute  limite.  Un  raison- 
né 


nement  analogue  est  applicable  à —,  quel  que  soit  le  nom- 
bre positif  p. 


m" 


m* 


Le  rapport  inverse  — tend  donc  vers  zéro,  lorsque  m aug- 
6 

mente  indéfiniment.  Ainsi  la  tangente  au  point  O de  la  branche 
OD  est  l’axe  OX'. 


313— Considérons  le  cas  où  l’équation  de  la  courbe 

(1)  f(x,y)= 0 

n’est  résolue  par  rapport  à aucune  des  variables  x et  y ; la  dé- 
rivée y1  est  donnée  par  l’équation 

(2)  f*(x,  y)  + fl(x,y)ÿ=0. 

Puisque  y et  y1  sont  deux  fonctions  de  x,  le  premier  membre 
de  l’équation  (2)  est  une  fonction  composée  de  la  variable  in- 
dépendante x ; cette  fonction  a pour  dérivée 

comme  elle  est  constamment  nulle,  sa  dérivée  est  aussi  nulle 
et  l’on  a l’équation 

(3)  pe+tfctf  +/W+/îy"=  0, 
qui  donne  la  valeur  de  y7.  Si  l’on  remplace,  dans  cette  équa- 
tion, y1  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (2),  il  vient 

rAM-î&nn+rt-w*)' 

* “ </;)* 
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C'est  à l’aide  de  cette  formule  que  l’on  détermine  le  sens  de 
la  concavité,  ainsi  que  les  points  d’inflexion. 

314— Appliquons  à la  courbe  définie  n°  300.  L'équation 
de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(t)  f(x,y)  = *-^(x%+yl-{-ct)  ’ — — a‘J  =o- 
On  en  déduit 

£=*(*• + y*—c»),  f,J=y(xt+y*  + c*) 

£i=(*4+y4-c4)  + 2.r*,  fZ=2xy,  ÏÏ<=(x*+tr+c*)+ 2y*. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on  ob- 
tient, après  avoir  réduit  en  tenant  compte  de  l’équation  (1), 

7 a1  [3  c1  (y4  — — (a* — c‘)] 

V ~ »’(«*  + ÿ'  + c’)’ 

Pour  chaque  portion  de  la  courbe  comprise  dans  l’un  des 
angles  des  axes  de  coordonnées,  le  dénominateur  conserve  le 
même  signe;  la  valeur  de  y"  ne  peut  donc  changer  de  signe 
que  lorsque  le  numérateur  passe  par  zéro.  Les  coordonnées 
des  points  qui  annulent  le  numérateur  doivent  satisfaire  à la 
fois  à l’équation  (1)  et  à la  suivante 

a‘  — c* 

(2)  y4— x' g-i—  =0. 

De  ces  deux  équations  on  déduit  

(3)  y + 

Dans  le  premier  cas,  lorsque  a est  plus  petit  que  c,  les 
valeurs  de  as  et  de  y données  par  les  équations  (t)  et  (3)  étant 
imaginaires,  le  numérateur  de  y"  a le  même  signe  pour  tous 
les  points  de  l’axe  BA;  on  vérifie  aisément  qu’il  est  négatif 
aux  points  B et  A , la  concavité  de  cet  arc  est  dirigée  vers 
les  y négatifs.  Dans  le  second  cas,  a=c  , le  numérateur 
devient  nul  au  point  O seulement  ; il  est  positif  de  O en  A,  et  la 
concavité  de  l’arc  OA  est  dirigée  vers  les  y négatifs.  L’arc 
A'D'OCA  présente  au  point  O un  point  d’inflexion.  Dans  le 
troisième  cas,  on  a o>c  ; pour  que  les  valeurs  de  x et  de  y 
soient  réelles,  on  doit  avoir  en  même  temps  a < c l/2 . Lors- 
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que  n est  plus  grand  que  cj  2,  le  numérateur  est  négatif  en 
tous  les  points  de  l’arc  BA,  et  la  concavité  tournée  vers  les  y 
négatifs; si  a est  plus  petit  que  c /2,  le  numérateur  s’annule 
pour  un  certain  point  G situé  entre  B et  C ; de  B en  G il  a le 
même  signe  qu’au  point  B;  il  est  positif,  et  la  concavité  est 
tournée  vers  les  y positifs;  de  G en  A le  numérateur  a le  même 
signe  qu’au  point  A ; il  est  négatif,  et  la  concavité  dirigée  du 
côté  des  y négatifs.  Le  point  G est  un  point  d’inflexion. 


CHAPITRE  III. 


Awymptoteft. 


315— Lorsqu’on  a une  branche  de  courbe  infinie  MN 
(fig.  175) , il  peut  arriver  que  la  distance  MH  d’un  point  M de 


une  même  abscisse  et  désignons 
avec  l’axe  des  y,  on  a 


celle  courbe  à une  droite  CD 
tende  vers  zéro,  lorsque  le 
point  M s’éloigne  indéfini- 
ment; dans  ce  cas,  la 
droite  CD  est  dite  asymp- 
tote de  la  branche  de 
courbe. 

Considérons  la  diffé- 
rence  MR  entre  les  ordon- 
nées de  la  courbe  et  de  la 
droite, qui  correspondent  à 
par  p l’angle  de  la  droite  CD 


MR: 


MH 

tin  p ; 


on  voit  que,  si  Tune  des  quantités  MH  et  MP  tend  vers  zéro,  il 
en  est  de  même  de  la  seconde.  On  peut  donc  définir  l’asymp- 
tote une  droite  telle  que  la  différence  des  ordonnées  de  la  courbe 
et  de  la  droite  ait  pour  limite  zéro  quand  x augmente  indéfi- 
niment. 


On  ne  peut  pus  transformer  ainsi  la  définition  lorsque 
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l’angle  p est  nul,  c’cst-à-dirc  quand  l’a- 
symptote esl  parallèle  à l'axe  des  y.  Dans 
ce  cas,  si  l’on  mène  lu  droite  MR  (fig.  176) 
parallèle  à l'axe  OX , la  droite  MR  tend  vers 
zéro,  quand  le  point  M s’éloigne  à l’infini, 
ï c’est-à-dire  quand  l’ordonnée  croit  indéfini- 
Fig.  17».  ment.  Si  l’on  appelle  a l'abscisse  qui  fixe  la 
position  de  la  droite  CD,  l’abscisse  d’un  point  M de  la  branche 
MN  tend  vers  a quand  y augmente  indéfiniment,  ou,  inverse- 
ment y croit  au  delà  de  toute  limite,  lorsque  x tend  vers  a. 


ASYMPTOTES  PARALLÈLES  A LAVE  DES  ty. 

310— D’après  ce  qui  précède,  on  obtiendra  les  asymptotes 
de  cette  espèce  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x qui  ren- 
dent y infinie.  Lorsque  l’équation  de  la  courbe  est  résolue  par 
rapport  à y,  on  obtient  en  général  immédiatement  ces  va- 
leurs à l’inspection  de’ la  valeur  de  y.  Nous  pouvons  citer 
comme  exemples  la  cissoïde  et  la  strophoïde , construites  aux 
nos28el31.  Quand  l’équation  de  la  courbe  est  algébrique, 
mais  non  résolue  par  rapport  à y,  on  obtient  les  asymptotes 
de  la  manière  suivante.  Soit  tn  le  degré  de  l’équation,  n le  plus 
haut  exposant  de  y,  on  peut  écrire  l’équation  sous  la  forme 

<p(*)r ++(*)»■**  +x(*)jr*-f-  mm=o, 

?>  h — • désignant  des  polynômes  en  x , de  degrés  au  plus 

égaux  à m — n,  m— n+l,  m— n+2,  ..,.,et,  après  avoir  divisé 


par  y", 

(I)  ?(*)  + !(*)  ÿ + x(») -^5+  .. ..+«(*) “T=°. 

Si,  lorsque  y augmente  indéfiniment,  x tend  vers  une  li- 
mite finie  a,  pour  un  couple  de  valeurs  dans  lequel  y est 
très-grand  et  x voisin  de  a , tous  les  termes,  à partir  du 
second,  étant  très-petits;  on  en  conclut  que  l’abscisse  a doit  an- 
nuler le  premier  terme.  Ainsi  les  asymptotes  parallèles  à l’axe 
des  y sont  déterminées  par  les  racines  réelles  de  l’équation 


(2)  <?(ar)=0.  . 

Lorsque  x tend  vers  a,  l’une  au  moins  des  » valeurs  de 


1 

r 


Digitized  by  Google 


280  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

données  par  l’équation  (1),  tend  vers  zéro,  puisque  le  produit 
des  racines  est  très-petit.  Si  a annule  <p(x)  sans  annuler  <j/(x), 

une  seule  des  valeurs  de  — tend  vers  zéro,  et  celte  valeur  est 

y 

nécessairement  réelle  ; car  les  racines  imaginaires  étant 
deux  à deux  conjuguées,  quand  l’une  d’elles  tend  vers  zéro,  il 

1 

en  est  de  même  de  la  seconde.  La  valeur  de  - considérée 

y 

changera  ou  ne  changera  par  de  signe,  quand  x passera  par  a, 
suivant  que  a sera  racine  d’ordre  impair  ou  d’ordre  pairdel’é- 
quation  (2);  la  droite  indéfinie  sera  toujours  asymptote  à deux 
branches  de  courbe  correspondant,  l'une  à des  valeurs  de 
x plus  petites  que  a,  l’autre  à des  valeurs  plus  grandes.  Mais 
lorsque  ^(x)  devient  nul  en  même  temps  que  ce  raison- 
nement n’est  plus  applicable  ; il  peut  y avoir  un  nombre  pair 

1 

de  valeurs  imaginaires  de  - qui  tendent  vers  zéro,  lorsque  x 

s’approche  de  a et  la  droite  peut  n’êlre  asymptote  d’aucune 
branche  réelle  ; ce  cas  demanderait  une  discussion  plus  ap- 
profondie. 

317—  Exemple  I. — Soit  la  courbe  définie  par  l’équation 

x'y'-{-(x* — 4)(y — .r)‘  = 0, 
qui,  ordonnée,  s’écrit 

(1  ) (x  ‘-f  x 4)  y * — 4 x ( x ’ — 4)  y ’-f  6x’  (x  ' — 4)  y'—ix*  (x*— 4)  y 
-f-x‘(x*— 4)  = 0. 

L’équation  bicarrée 

(2)  Ÿ(x)=x*  + x*  — 4 = 0, 

a deux  racines  réelles  simples  égales  et  de  signes  contraires 

x=±|/j^=±a. 

Comme  les  valeurs  de  x n’annulent  pas  <l>(x),  chacune  des 
droitesx=±a  est  asymptote  de  deuxbranchcs  situées,  l’une  du 
côté  des  y positifs,  l’autre  du  côté  des  y négatifs,  et  de  part 
et  d’autre  de  la  courbe. 

318—  Exemple  II. — Soit  la  courbe 
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(1)  (x  — l)\y*  + 4-Æ’  = 0. 

L'équation  <p  (x)  = 0 devient 

(x— 1)‘  = 0. 

Cette  équation  admet  la  racine  double  x = 1,  or  quand  x 
s’approche  de  l’unité  les  deux  valeurs  des  y sont  imaginaires, 
la  droite  x = t n'est  donc  pas  asymptote. 


ASYMPTOTES  ROX  PARALLÈLES  A L'AXE  DES  IJ. 

319— Considérons  une  branche  de  courbe  infinie  ayant 
une  asymptote  non  parallèle  à l’axe  des  y;  une  pareille  asymp- 
tote a pour  équation 

yl=zcx  + d, 

c et  d étant  deux  constantes  inconnues  qu’il  s’agit  de  détermi- 
ner. Représentons  par  y et  y,  les  ordonnées  de  la  courbe  et 
de  la  droite  qui  correspondent  à une  même  abscisse,  par  3 la 
différence  y — yt;  d’après  la  définition,  S est  une  fonction  de 
x qui  a pour  limite  zéro  quand  x augmente  indéfiniment.  La 
branche  de  courbe  infinie  que  nous  considérons  est  donc  re- 
présentée par  l’équation 

(*)  y=y,  + S=c*+d  + 8. 

Quelquefois  on  peut  mettre  facilement  l’équation  de  la 
branche  de  courbe  sous  la  forme  précédente  et  alors  on  a de 
suite  l'asymptote.  Considérons,  par  exemple,  l’équation 


y — 


F (*) 
A*) 


/■(jc)etF(x)représentantdeuxpolynômesentierseng,  le  premier 
du  degré  m,  le  second  au  plus  du  degré  m + 1 ; les  valeurs 
finies  de  x qui  annulent  le  dénominateur  donnent  des  branches 
infinies  ayant  leurs  asymptotes  parallèles  à l’axe  des  y.  11  y a,  en 
outre,  deux  autres  branches  infinies  (pie  l’on  obtient  en  donnant 
à x des  valeurs  très-grandes,  positives  ou  négatives.  Nous  cher- 
chons actuellement  l’asymptote  de  ces  deux  branches.  Si  l’on 
effectue  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  g,  on  obtient  un  quotient  entier  cg  + d, 
qui  est  au  plus  du  premier  degré,  et  l’on  a 

?(*) 


y=cg  + d- 


f(x) 
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Ÿ(x)  étant  un  polynôme  entier  d'un  degré  inférieur  à m-,  celle 
dernière  fraction  tendant  vers  zéro,  quand  x augmente  indé- 
finiment, on  voit  que  la  droite  ?/,= cx+d  est  asymptote  aux 
deux  branches  que  nous  considérons. 

Nous  citeronsencore,  comme  exemple,  la  courbe  transcendante 


qui  a une  branche  inlinie  dans  l’angle  YOX  asymptote  à la 
droite  y=x. 

En  général,  on  n’obtient  pas  aussi  facilement  les  asymptotes. 
Revenons  à l'équation  (1).  On  en  déduit 

x x 

Puisque  d a une  valeur  finie  et  que  8 tend  vers  zéro  quand 
,r  augmente  indéfiniment,  on  a 

(2)  c ^limite  de  -• 
x 

Le  coefficient  angulaire  de  l’asymptote  est  égal  à la  limite 

y 

vers  laquelle  converge  le  rapport  ^ * quand  x augmente  in- 
définiment. 

La  même  équation  (4)  donne 

c = y — d.r — 5, 

d’où 

(3)  d=1imite  de  (y — ex). 

L’ordonnée  à l’origine  de  l'asymptote  est  égale  à la  limite  de 
la  différence  y— ex,  quand  x augmente  indéfiniment. 

Ces  deux  propriétés  servent  à déterminer  les  asymptotes 
d’une  courbe. 

390— Supposons  d’abord  l’équation  résolue  par  rapport 
à y,  et  considérons  une  détermination  de  y qui  donne  une 
branche  réelle  infinie.  Quand  x augmente  indéfiniment , 

on  prend,  pour  cette  branche,  le  rapport  |.  Si  ce  rapport 

ne  tend  pas  vers  une  limite  finie,  la  branche  n'a  pas  d’asymp- 
tote. Si  le  rapport  tend  vers  une  limite  finie  c,  on  considère 


Digitized  by  Google 


LIV.  IV,  CHAI’.  III. — ASYMPTOTES.  283 

la  différence  y — ex ; lorsque  cetle  différence  ne  tend  pas  vers 
une  limite  finie,  la  branche  n'a  pas  d’asymptote;  si,  au  con- 
traire, elle  tend  vers  la  limite  d,  on  aura 
y — cx=d  + S, 

S tendant  vers  zéro  quand  x augmente  indéfiniment;  donc 
la  droite 

y,x=cx  + d 

sera  asymptote  de  la  branche  que  l’on  étudie. 


331 — Exemple  1.— Construire  la  courbe 

d) 

rapportée  à des  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  L’axe  OX 
est  axe  de  la  courbe.  Lorsque  x varie  de  0 à l’unité,  y reste 
fini;  il  est  d’abord  nul  et  redevient  égal  à zéro;  on  a ainsi  la 
boucle  OAO  (fig.  177).  Pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
1 et  2,  y est  imaginaire.  Quand  x dé- 
n,  passe  2 d’une  petite  quantité,  y est 
réel  et  très-grand  ; si  donc  on  prend 
OB  égal  à 2 et  que  l’on  mène  G'G 
parallèle  à O Y,  cette  droite  sera  asymp- 
tote de  deux  branches  de  la  courbe. 

Si  l’on  fait  croître  y à partir  de  2,  y 
commence  par  diminuer  et  redevient 
très-grand  quand  x est  grand  ; on  ob- 
tient ainsi  les  deux  branches  CN'D, 
C'N'D'.  Lorsque  x est  négatif,  y est  tou- 
jours réel  ; x variant  de  O à — oo , la 
valeur  numérique  de  y varie  égale- 
FlC  l"’  ment  de  0 à » , et  l’on  a les  deux  bran- 

ches OE,  OE'. 

Considérons  l’une  des  branches  infinies,  ND  par  exemple,  on 
l’obtient  en  prenant  le  signe  -f  dans  l’équation  (t)  et  en  sup- 
posante positif  et  très-grand.  On  a 

y i/*— ' . 

x~~~r  x— 2 ’ 

la  limite  de  --  est  l’unité.  On  a ensuite 
x 


Y 

r\ 
C i 

f 

£ 

1 

R 

r 

Y 

k 

-v 

/ X 

C' 

k * 
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r*  / x — 1 ,1  J x — I — J x— 2 

y — x—x  V/  — 1—  a:  — « 

lV  x 2 J 

et,  en  multipliant  les  deux  termes  par  la  somme  des  radi- 
caux 

x 


y — x — 


J x—  2(^x — I + Ux— 2) 


la  limite  est  — ; donc  la  droite 

Z 


est  asymptote  de  la  branche  considérée. 

La  même  droite  est  asymptote  de  la  branche  OE'  ; à cause 
de  la  symétrie  de  la  ligure,  les  deux  branches  N'iy  et  OE 
ont  pour  asymptote  la  droite 


y=—x— 


1 

2 


3**— Exemple  IL— Construire  la  courbe 
y’  + x’=i. 

La  bissectrice  de  l'angle  YOX  est  axe  de  la  courbe.  A chaque 
valeur  réelle  de  x correspond  une  valeur  réelle  de  y et  une 
seule;  la  courbe  est  formée  de  deux  branches  qui  s’étendent  à 
l’infini,  l’un  du  côté  des  x positifs,  l’autre  du  côté  des  x néga- 
tifs (flg.  178). 


Considérons  la  branche  AD,  on  a 


Quand  x est  positif  et  très-grand,  y est  négatif  et  très-grand 
numériquement  ; donc  y -f-  x a pour  limite  zéro,  et  la  droite 


y= — x 
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est  asymptote  de  la  branche  AD,  et  par  suite  de  la  fran- 
che BE. 

393 — Exemple  III. — Construire  la  courbe 

Les  branches  de  la  courbe  sont  disposées  comme  celles  de  la 
figure  177.  Les  branches  qui  correspondent  aux  valeurs  de  x 
très -grandes  numériquement  n’ont  pas  d’asymptote,  parce 

que  la  valeur  numérique  du  rapport  — croit  au  delà  de  toute 

OC 

limite,  en  même  temps  que  x. 

334 — Exemple  IV. — Considérons  la  courbe 
! y‘ — y’x  + x’ — 2x,y=0) 

construite  au  n”  303.  Nous  avons  exprimé  les  deux  coordon- 
nées x et  y à l’aide  de  la  variable  auxiliaire  t=-.  On  obtient 

x 

les  deux  branches  OA  et  OB  en  faisant  croître  indéfiniment 
la  valeur  numérique  de  t;  elles  n’ont  pas  d’asymptote.  On 
obtient  les  deux  branches  infinies  OBetOC,  quand  t tend  vers 

l’unité.  Pour  ces  branches,  on  a lim  = Cherchons  si  la  dif- 

x 

férence  y — x a une  limite.  Les  formules  (2)  et  (3),  par  les- 
quelles on  exprime  x et  y au  moyen  de  t donnent 

. 2<—  t 

y- x = (f—  l)x  = — — ; 

celte  différence  tend  vers  l’unité,  quand  t tend  vers  la  même 
limite.  11  en  résulte  que  les  deux  branches  considérées  ont 
pour  asymptote  la  droite 

y=x+  1. 

333— Exemple  V.— Soit  la  chaînette  construite  au  n°  310. 

x 

ea 

D’après  la  remarque  n°3l2,  le  rapport  — croît  indéfiniment 
avec  x;  la  chaînette  n’a  pas  d’asymptote. 

330 — Considérons  maintenant  le  cas  où  l’équation,  supposée 
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algébrique  el  entière,  n’est  pas  résolue  par  rapport  à la  va- 
riable y.  Réunissons  les  termes  du  même;  degré  ; repré- 
sentons par  <p  (x,y)  l’ensemble  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  m,  par  |(dr,i/)  l’ensemble  des  termes  du  degré  tu  — 1, 
par  y y)  les  termes  du  degré  m — 2....,  l’équation 
s’écrira 

(1)  f(^y)=?(x,y)++(*,y)  + X(*}y)  + ”-*— 0- 

Désignons  par  u le  rapport  - » et  dans  l’équation  (t)  rem- 

OC 

plaçons  y par  u*  ; le  polynôme  ?(x,y),  homogène  et  du  degré 
m en  x et  y,  renfermera  le  facteur  xm  commun  à tous  ses  ter- 
mes, et  l’on  aura  (p(*,ÿ)=^'"?(l> «)>  ou,  Pour  abréger, 
<f(x,y)=xm^(u).  De  même,  les  polynômes  >1 <(x,y),x(x,y) .... 
deviendront  x'rl'j<(a),  ar"‘_iy  (m)....  L’équation  entre  x el  w 
sera  donc 

2,mf(u)  + a:m_4ij/(u)-f-x",-3x(u)  + ....=0. 

et,  si  l’on  divise  par  xm, 

(2)  ?(u)+I*(«)  + lx(u)+....  = 0. 

it  JC 

Cette  équation  est  par  rapport  à u du  même  degré  que  l’é- 
quation (t)  par  rapport  à y;  elle  donne  pour  chaque  valeur 

de  x les  diverses  valeurs  du  rapport  — -Uuand  la  valeur  nu- 

OC 

mérique  de  x augmente  indéfiniment,  si  Tune  des  valeurs 
de  u tend  vers  une  limite  finie. c,  pour  un  couple  de  va- 
leurs, dans  lequel  x est  très-grand  et  u voisin  de  c,  tous  les 
termes  de  l’équation  (2),  à partir  du  second,  étant  très-petits, 
on  en  conclut  que  le  nombre  c doit  annuler  le  polynôme  (m). 
Ainsi  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  sont  racines 
réelles  de  l’équation 

(3)  ?(u)=0. 

Soit  c Tune  des  racines  réelles  de  cette  équation.  Posons 
y—cx=v, 

d’où 

y . » 
u=-  =e+  -• 
x x 

Si  dans  l’équation  (2)  on  remplace  « par  cette  valeur,  on 
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obtient  l’équation  qui  donne  les  valeurs  de  v pour  chaque 
valeurdex.  Après  avoir  fait  la  substitution,  développons 
chaque  terme,  l’équation  devient 

+ ♦(*) 5 + +'{*)  ••••)=«• 

+ -/J0  + 

Puisque  l’on  a 9(c)=0,  multiplions  par  x tous  le  termes, 
cette  équation  prendra  la  forme 


[»?'W+<Hc)|  +A  l+B-i....  = 0. 

L J JC  JO  i 

Quand  x augmente  indéfiniment,  si  Tune  des  valeurs  de  v 
tend  vers  une  limite  finie  <1,  comme  un  couple  de  valeurs  dans 
lequel  x est  très-grand  et  v voisin  de  d rend  tous  les  termes 
à partir  du  second  très-petits,  on  en  conclut  que  le  nombre  d 
doit  satisfaire  à l'équation 

d Ÿ'(c)+|(c)=0  ; 

d’où  Ton  tire  pour  d une  valeur  unique 


•• 

Lorsque  la  valeur  de  c annule  <p'(c)  sans  annuler  ^(c), aucune 
des  valeurs  de  v ne  tend  vers  une  limite  finie,  quand  x aug- 
mente indéfiniment.  Si  une  valeur  de  e annule  en  même 
temps  ÿ(c ) et  ■}(<:),  l’équation  (4),  multipliée  par  x’,  prend  la 
forme 


^)e*  + y(c)t>+;t(c)+  A+Ê+....=0; 


Dans  ce  cas,  en  général,  deux  valeurs  de  e tendent  vers  des 
limites  finies,  lorsque  x augmente  indéfiniment;  ces  limites 
sont  les  racines  de  l’équation 

(6)  -^•■+fM«+x(e)=o. 


327 — Devenons  à l'équation  (4),  et  supposons  que  c soit 
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une  racine  simple  de  l'équation  <p(c)=0.  Le  raisonnement  du 
n°  316  prouve  que  lorsque  v tend  vers  la  quantité  d,  définie 
par  la  formule  (5),  sans  annuler  le  polynôme  (6),  une  valeur 
réelle  de  x et  une  seule  augmente  indéfiniment  ; de  plus  cette 

valeur  change  de  signe  quand  «passe 
par  la  valeur  d.  Si  OC'  est  la  droite 
qui  a pour  équation  y=cx,  on  aura 
t )=y — cx=MQ,  et  en  construisant 
la  courbe  à l’aide  des  coordonnées 
x et  v,  on  voit  que  la  courbe  a deux 
branches  infinies,  asymptotes  à la 
droileque  l’on  obtient  en  portantsurOY  une  longueur  OB  égale 
à d,  et  en  menant  par  le  point  B une  ligne  CD  parallèle  à C'iy. 
Les  deux  brandies  sont  dirigées  vers  les  deux  extrémités  de  la 
droite,  et  elles  sont  situées  de  part  et  d’autre  de  la  droite.  Cette 
droite  a pour  équation 

ÿ,=ca:  + d. 

Ainsi  toute  racine  simple  de  l’équation  (3)  qui  n'annule  pas  le 
polynôme  (6),  donne  une  asymptote  et  une  seule. 

La  discussion  relative  aux  racines  multiples,  ou  aux  racines 
simples  qui  annulent  le  polynôme  (6),  demande  des  dévelop- 
pements plus  étendus;  on  reconnaît  qu’une  droite  qui  corres- 
pond à une  racine  pareille  n'est  pas  toujours  une  asymptote 
de  la  courbe. 

328 —  L’équation  (3)  est  au  plus  du  degré  n par  rapport  à 
u,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  y dans  l’équation  (1)  est 
n;  à une  racine  simple  de  celte  équation  correspond  une 
asymptote;  à une  racine  double  au  plus  deux,  etc.  ...  ; donc  la 
courbe  a au  plus  n asymptotes  non  parallèles  à l’axe  des  y. 
D’ailleurs,  d’après  ce  qui  a été  vu  au  n»  316,  la  courbe  a au 
plus  m— n asymptotes  parallèles  à la  même  droite.  Ainsi, 
une  courbe  de  l’ordre  m a au  plus  m asymptotes. 

329—  Remarque. — Si  Ion  cherche  les  points  de  rencontre 
de  l’asymptote 
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y=cx-\-d 

avec  la  courbe  , les  abscisses  des  points  sont  les  racines  de 
l’équation  du  degré  m — 2, 

x-i  + Blx»-’  + ....=0. 

Une  courbe  de  l’ordre  ni  n’est  jamais  coupée  par  une  de  ses 
asymptotes  en  plus  de  m — 2 points. 

330 — Exemple  I. — Soit  la  courbe 
y'+x>=l, 

déjà  étudiée  au  n°  322. 

On  a stujrzu’  + t,  l’équation  ? (u)=Ü  a une  seule 

racine  réelle — I.  Les  termes  du  degré  m — 1 manquant, 
on  a d= 0,  et  comme  cette  valeur  de  d n’annule  pas  le  poly- 
nôme (6),  il  en  résulte  que  la  droite  y= — x est  asymptote, 
ainsi  que  nous  l’avons  reconnu  d’une  autre  manière. 

33fl — Exemple  IL— Soit  la  courbe 

ÿ* — y*x  +xs — 2x’y=0, 

construite  au  n°  303.  On  a dans  ce  cas  ? (u)=u‘ — u’mH’fu — 1). 
L’équation  ?(«)= 0 a une  racine  triple  égale  à zéro  et  une  ra- 
cine simple  égale  à 1.  Considérons  la  racine  simple,  la  valeur 
correspondante  de  d est  t ; cette  valeur  n’annule  pas  le  poly- 
nôme (6)  ; donc  la  droite 

ij=x+  I 

est  asymptote  dé  la  courbe. 

La  racine  triple  ne  pourrait  donner  que  des  asymptotes  pa- 
rallèlesàOX;  mais  il  est  évident  d’après  l’équation  de  la  courbe 
qu’aucune  des  valeurs  de  y ne  tend  vers  une  limite  finie, 
quand  x augmente  indéfiniment;  cette  racine  doit  être  re- 
jetée. 

333 — Nousavonsrcmarquéqu’uneasymptoled’une  courbe 
algébrique  du  degrém  coupe  la  courbe  au  plusen  m — 2 points. 
Les  courbes  transcendantes  peuvent  couper  leurs  asymp- 
totes en  une  infinité  de  points. 

br.  19 
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Par  exemple,  la  courbe 

3$inx 


oscille  indéfiniment  de  part  et  d’autre  de  la  droite  OX  à laquelle 
elle  est  asmyptote,  puisque  la  valeur  de  y a pour  limite  zéro 
(fig.  180).  Les  oscillations  ont  d’ailleurs  une,  amplitude  con- 
stante et  égale  à w. 


La  courbe 

sinx' 


oscille  aussi  indéfiniment  de  part  et  d’autre  de  son  asymptote 
OX;  mais  ici  l'amplitude  des  oscillations  va  en  diminuant 
(fig.  181). 


Fig.  181. 


333 — Il  arrive  quelquefois  que  deux  branches  infinies 
n’ont  pas  d’asymptote  rectiligne  et  que  cependant  la  différence 
de  leurs  ordonnées  tend  vers  zéro;  dans  ce  cas  on  dit  que  les 
deux  courbes  sont  asymptotes  l’une  de  l’autre,  et  si  l’une 
d’elles  est  une  courbe  simple  bien  connue,  on  pourra  s’en  ser- 
vir pour  tracer  l’autre.  Reprenons  l’équation 


y 


F (g) 

f(*)  ’ 


et  supposons  que  le  degré  du  numérateur  surpasse  de  plus 
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F'B-  IM. 


y=ax"+bx,'~i  +....  + A-+- 


d’uneunilé  le  degré  du  dénominateur:  le  rapport  --croissant 

x 

indéfiniment  avec  x,  les  branches  qui  correspondent  aux  va- 
leurs très-grandes  de  x,  positives  ou  négatives , n’ont  pas 
d’asymptote  rectiligne.  Si  l’on  effec- 
tue la  division,  on  a 

t{x) 

7(*>* 

et  les  deux  branches  considérées  sont 
asymptotes  à la  courbe 

y=axn  + bxn-,  + + A. 

Quand  n=2,  cette  seconde  courbe 
est  une  parabole.  Par  exemple  la 
courbe 

s=  •=*+-- 

x x 

est  asymptote  à la  parabole  y=x ’ 


(fig.  182). 


CHAPITRE  IV. 

Conslractlon  de*  Courbe»  en  Coordonnée*  polaire*. 

334— Nous  avons  défini  les  coordonnées  polaires  au  n»  3; 
dans  ce  système  un  point  quelconque,  pris  isolément  dans  le 
plan,  peut  être  déterminé  par  une  valeur  de  « comprise  entre 
0 et  2w,  et  par  une  valeur  positive  de  p;  cependant  on  est  con- 
duit, ainsi  que  nous  allons  l’expliquer  par  divers  exemples,  à 
faire  varier  chacune  des  coordonnées  «a  et  p de  — oc  à + oo. 

1°  Hyperbole.  Nous  avons  vu  que,  l’un  des  foyers  de  l’hyper- 
bole étant  pris  pour  pôle,  les  deux  branches  sont  représentées 
par  deux  équations  distinctes,  quand  on  se  borne  aux  rayons 
vecteurs  positifs;  mais  que  l’une  des  équations  suffit , si  l’on 
admet  les  rayons  vecteurs  négatifs,  en  convenant  de  porter  la 
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valeur  absolue  de  chacun  d'eux  dans  la  direction  opposée  de 
celle  qu’indique  la  valeur  de  <o. 

2»  Limaçon  de  Pascal.  Nous  avons  démontré  (n°  35)  que  la 
courbe  est  représentée  par  les  deux  équations  p = acos  t»  ±b, 

quand  on  fait  varier  w de  — à + et  que  l’on  admet  les 

valeurs  négatives  de  p ; mais  il  est  facile  de  voir  que  la  pre- 
mière équation  suffit  pour  représenter  toule  la  courbe.  Consi- 
dérons, en  effet,  un  point  M'  de  la  seconde  branche  dont  les 
coordonnées  p'  et  uJ  vérifient  l’équation  p ' = acoW — b;  si 
dans  la  première  équation  on  remplace  w par  &>'  + w,  on  a 
p= — acost»'  + b= — p',  ce  qui  monlre  qu’en  portant  la  va- 
leur de  pdans  le  sens  convenable,  on  obtient  le  point  M'.  Ainsi 
la  première  équation,  dans  laquelle  on  fait  varier  w deO  à 2ir, 
représente  toule  la  courbe. 

3°  Spirale  d’Archimède.  Un  point  M se  meut  d’un  mouve- 
ment uniforme  et  dans  le  sens  G'G  sur  une  droite  indéfinie 
G'OG,  laquelle  tourne  elle-même  d’un  mouvement  uniforme 
autour  de  l’un  de  ses  points  O,  la  courbe  décrite  par  le  point  M 
est  la  spirale  d’Archimède. 

Prenons  pour  axe  polaire  la  position  OX,  occupée  par  la 
droite  OG  lorsque  le  mobile  M passe  en  O , et  comptons  les 
angles  polaires  positivement  dans  le  sens  du  mouvement  de 
G'OG  ; soit  a la  longueur  dont  le  mobile  s’avance  sur  la  droite, 
pendant  que  celle-ci  fait  une  révolution  entière.  Si  l’on  con- 
sidère le  mobile  dans  l’une  quelconque  de  ses  positions  après 
son  passage  en  O,  en  appelant  w l'angle  dont  a tourné  la  direc- 
tion OG  à partir  de  OX,  et  p la  distance  du  mobile  du  point  O, 
on  a 


0 O) 


ou  p=a  — — = 


en  posant  — =&• 

Considérons  le  mobile  avant  son  passage  en  O,  appelons  w, 
la  valeur  absolue  de  l’angle  dont  il  faut  faire  tourner  la 
direction  OG  plpur  que  le  mobile  vienne  en  O,  le  point  M 
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ôtant  placé  sur  la  direction  OG',  opposée  à celle  qui  correspond 
à l'angle  oi„  le  rayon  vecteur  de  ce  point  est  négatif  et  l’on  a 


— P__  Mi 
a 2* 

Si  l’on  convient  également  de  regarder  les  angles  polaires, 
comptés  dans  un  sens  opposé  au  premier,  comme  négatifs,  on 
aura  u>  = — <o„  et  la  relation  précédente  coïncide  avec  l’équa- 
tion (I)  qui  représente  la  courbe  indéfinie.  Les  valeurs  de  w 
comprises  entre  0 et  2n,  2n  et  4ir...,  0 et— 2*...,  donnent  les 
spires  successives.  Si  l’on  se  bornait  aux  valeurs  positives  de 
p et  aux  valeurs  de  w comprises  entre  0 et  2tc,  il  faudrait  une 
équation  particulière  pour  représenter  chacune  des  spires. 


p— p=a+6w,....  p=a — bu>,  p=2a — bo>,.... 

La  spirale  d’Archimède  se  compose  de  deux  parties 


OB.C.D.A.B,....  et  OB.E.D, 


r,  B, ....  (fig.  183)  symétriques 
l’une  de  l'autre  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  OY  à l’axe 
polaire.  Chaque  partie  com- 
prend une  infinité  de  spires,  et 
T les  portions  d’une  droite  quel- 
conque menée  par  le  pôle  et 
comprises  entre  deux  spires 
consécutives  ont  toutes  pour 
longueur  a. 


335 — Remarque I. — Un  même  point  M du  plan  peut  être 
défini  par  une  infinité  de  couples  de  valeurs  de  p et  de  «o,  Si  l’on 
appelle  a l’angle  positif  moindre  que  2ic  que 
fait  la  direction  OM  avec  l’axe  OX  et  a la 
, distance  OM  (fig.  184),  on  peut  prendre  pour 
rig.  1*4.  coordonnées  du  poiut  M,  les  couples  de 
valeurs, 


....[— 4 ir+a,a],  [— 2ir+a,a].  [a,  a],  [2ir  + a ,d\,  [4it-fa,  al,... 
dans  lesquels  le  rayon  vecteur  est  |>ositif,  ou  les  couples. 
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[ — 3ic-f-a, — a],[ — a1,[*+a, — a],[3it+a, — a],[5it+o, — a] 
dans  lesquels  le  rayon  vecteur  est  négatif. 

Lorsque  le  point  M appartient  à une  courbe  définie  par  une 
équation 

/■(“»  p)  = o, 

ses  coordonnées,  quoique  bien  déterminées,  ne  peuvent  être 
indiquées  à la  seule  inspection  du  point;  il  faut,  pour  les 
obtenir,  suivre  le  tracé  de  la  courbe. 


/ 


336— Remarque  IL — Dans  les  formules  de  transformation 
établies  au  livre  I,  chapitre  in,  nous  avons  supposé  le  point  M 
déterminé  par  un  rayon  vecteur  positif  et  par  un  angle  polaire 
compris  entre  0 et  2ic.  Conservant  d'abord  le  rayon  vecteur 
positif,  on  peut  prendre  pour  angle  po- 
laire l’un  quelconque  des  angles  que 
forme  la  direction  OM  avec  OX  (fig.  185), 
angle  compté  positivement  en  tournant 
de  OX  versOY,  et  négativement  dans  le 
sens  opposé  ; ceci  revient  à augmenter 
ou  à diminuer  l’angle  désigné  primitivement  paru  d’un  multiple 
de  2 ic  ; le  sinus  et  le  cosinus  ne  changeant  pas,  les  formules 
restent  les  mêmes.  Supposons  maintenant  le  point  M défini  par 
un  rayon  vecteur  négatif , l’angle  « sera  1 un  des  angles  for- 
més par  la  direction  OM’  avec  OX.  La  projection  de  OM  sur 
OX  est  ( — p)  x cos  ( it  + w ) ou  pcosw;  ainsi  on  a encore 
x=?co$oi,  etdemêmejr=pstnu.  Les  formules  sont  générales. 

Lorsque  l’axe  polaire  OX7  ne  coïncide  pas  avec  OX,  on  définit 

îtion  de  OX'  en  donnant  l’angle  de  OX'  avec  OX,  angle 

a ^ . ' tournant  de  OX  vers  OY,  soit  a cet  angle.  Si  l’on 

compte  en 


FiB.  185. 


considère  l’axe  , 


nolaire  auxiliaire  OX,  on  aura  les  formules 


t COS  01, 


x = . 
y — psin  co. 

On  a de  plus  urru7  + « ; d’où 

x = p cos  [o/  + a), 
y =p  sin  ( oJ  -j-  a). 

Supposons’les  axes  dés  coordonnées  obliques,  et  prenons  OX 
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pour  axe  polaire,  on  obtient  les  formules  de  transformation  en 
projetant  les  deux  chemins OM  etOPM  successivement  sur  une 
perpendiculaire  à OX  et  sur  une  perpendi- 
culaire à OY  ; on  trouve  ainsi 
psi«(9 — (o) 

3/ l r * 

sin  9 

r X 

Fig.  rn.  f situa  ' 

y~  sine 


0 étant  l’angle  YOX. 


3 37— Remarque  III.— Dans  le  cas  où  l'on  obtient  toute  la 
courbe  en  faisant  varier  w de  0 à 2ir,  on  reconnaît  la  symétrie 
par  rapport  à l’axe  polaire  OX,  quand  les  valeurs  a et  2it  — a 
attribuées  à u>  reproduisent  la  même  valeur  de  p,  ou  quand  les 
valeurs  a et  * — a donnent  des  valeurs  de  p égales  et  de  signes 
contraires.  On  reconnaît  de  meme  la  symétrie  par  rapport  à la 
perpendiculaire  OY,  quand  les  angles  a et  w — a donnent  la 
même  valeur  de  p,  ou  les  angles  a et  2 n — a des  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Enfin , on  reconnaît  la  symétrie  par 
rapport  au  pôle,  quand  les  angles  a et  * -f-  a donnent  la  même 
valeur  de  p. 

Mais  lorsque,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  est  nécessaire  de 
faire  varier  w au  delà  de  2ir,  la  symétrie  peut  se  présenter 
d’une  autre  manière.  Par  exemple,  s’il  est  nécessaire  de  faire 
varier  w de  0 à An,  la  symétrie  par  rapport  à laxe  polaire 
aura  lieu  si  les  angles  a et  2n  — a,  ou  a et  An—  a,  donnent 
des  valeurs  égales  pour  p,  ou  si  les  angles  a et  n — a,  ou 
a et  3n  — a,  donnent  des  valeurs  de  p égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  les  limites  de  « sont  plus  étendues,  le  nombre  des 
comparaisons  à faire  augmente. 

Considérons,  par  exemple,  la  courbe  définie  par  l’équation 

ü) 

p = cos  — • 

Quand  w augmente  de  deux  fois  2n,  la  direction  du  rayon 

redevient  la  même;  d’ailleurs,  augmentant  de  % n,  p reprend 

2 
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la  même  valeur;  ainsi  on  retrouve  un  point  déjà  obtenu  an- 
térieurement. Il  suffit  donc  de  faire  varier  u>  de  0 à 4*.  Si  l’on 
augmente  « de  2 ir,  le  rayon  revient  à la  même  direction  ; 

. C») 

mais  — augmentant  seulement  de  n,  p conserve  la  même  va- 
leur numérique  en  changeant  de  signe.  On  en  conclut  que  la 
portion  du  lieu  donnée  par  les  valeurs  de  tu  comprises  entre 
2 ir  et  Air  est  symétrique  par  rapport  au  pôle  de  la  partie  don- 
née par  les  valeurs  de  <«  comprises  entre  0 et  2 it  ; en  d’autre» 
termes,  le  pôle  est  centre  de  la  courbe.  Pour  u>—a  etti)=2ir — «, 
les  valeurs  de  p sont  égales  et  de  signes  contraires  ; on  a de  la 
sorte  deux  points  placés  symétriquement  par  rapport  à la  per- 
pendiculaire OY  à l’axe  polaire  (flg.  187)  ; cette  droite  OY  est 
un  axe  de  la  courbe.  La  variable  tu  allant  de  0 à ir,  p diminue 

de  1 à 0,  on  a l’arc  ABO  tangent 
au  point  O à la  droite  OX'.  Les  va- 
leurs de  <u  comprises  entre  ir  et  2* 
donnent  l’arc  OBA'  symétrique  du 
premier  par  rapport  à OY,  et  les 
valeurs  de  « comprises  entre  2* 
et  An,  la  courbe  A'B'OB'A  sy- 
métrique de  ABOBA'  par  rapport 
au  pôle.  La  courbe  est  formée  de 
quatre  arcs  égaux.  L’axe  polaire  est  aussi  un  axe  de  la  courbe, 
ce  qu’on  voit  directement  en  remarquant  que  l’on  a des  valeurs 
égales  de  p pour  les  valeurs  a et  A n — a attribuées  à u. 


TANGENTE. 

33& — On  détermine  la  direction  MT  de  la  tangente  au 
point  M par  l’angle  a qu’elle  fait  avec  la  prolongement  MA  du 
rayon  vecteur. 

Soient  p et  <o  les  cordonnées  du  point  M,  p + Ap  et  <u  + Au 
celles  d’un  point  voisin  M'  (flg.  188)  ; menons  la  sécante  MM'  , et 
du  pôle  comme  centre  avecOM  pour  rayon  décrivons  l’arc  de  cer- 
cle MN  ; l’angle  MOM'  est  l’accroissement  Au  de  l'angle  polaire, 
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M'N  est  l'accroissement  Ap  du  rayon  vecteur.  Dans  le  triangle 
N .MM',  on  a 

sin  OM'M corde  MN corde M N «rcMN cordcMN  pA  m 

ïùfNMM'  — ” M'N  — orcMN'  X M'N  “ arc  MN  X ~£p" 
Si  l'on  fait  tourner  la  sécante  autour  du  point  M,  de  manière 
que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M , la 
sécante  MM'  a pour  limite  la  tangente  MT,  la  corde  MN  a pour 
limite  la  tangente  à Tare  de  cercle , et  par  suite  la  perpendi- 
culaire au  rayon  OA  ; on  a donc 

ùmOM'M  = OMT'  = a,  lim  NMM'=  - - « ; 

2 

on  sait  d’ailleurs  que  la  limite 

du  rapport  d’un  arc  de  cercle  à 

sa  corde  est  l’unité  ; l'équation 

précédente  devient  ainsi 

sin  a Ab> 

=p/im  — . 

cos  a A p 


ou 


lang* 


_ P P_ 


lim  — 

Ata 


p/  désignant  la  dérivée  de  p considéré  comme  fonction  de  m. 

On  a supposé  dans  la  figure  précédente  que  le  rayon  vecteur 
croît  avec  l’angle  «o ; s’il  décroît,  le  triangle  NMM'  (11g.  1 89)  donne 
sin  OM'M 


— sinNMM'" 


corde  MN  arc  MN 
X 


corde  MN  ? Am 

: üT5Tx  — ; 

arc  MN  Ap 


arc  MN  —M'N 

les  angles  OM'M,  NMM'  ayant  pour  li- 
mites a et  a — ^ ; on  retrouve  encore 
2 

la  même  formule. 

Quand  w croît , on  s’avance  sur 
la  courbe  dans  un  certain  sens; 
a désigne  l’angle  que  fait  la  lan- 
Fi«.  is».  gente  menée  dans  le  sens  du  mou- 

vement avec  la  direction  déterminée  par  l’angle  m.  On  voit 
aussi  que  la  même  formule  convient  au  cas  où  le  rayon  vec- 
teur est  négatif. 
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339—  Remarque. — Lorsque  le  rayon  vecteur  s’annule  pour 

une  valeur  particulière  b>0  de  «,  on  a 
une  brandie  de  courbe  OC  passant  au 
pôle,  et  la  tangente  à cette  branche  au 
pôle  est  précisément  la  droite  OA  don- 
née par  l’angle  u,.  En  effet,  si  l’on 
■ prend  un  point  voisin  M , et  si  l’on  fait 
tourner  la  sécante  OM  de  manière  que 
Fig.  i9o.  le  j)0int  yt  sc  rapproche  du  point  O,  p 

s’annule  et  la  sécante  tend  vers  la  direction  OA. 

340—  Exemple  I. — Spirale  d’Archimède.  — L’équation  de 
cette  courbe  étant  p = b w,  on  en  déduit  p'=ô,  d’où 

p 6b) 

tang*=--=—  = u. 

Si  le  point  M part  du  pôle  et  s’avance  sur  la  courbe,  l’angle 
w d’abord  nul,  augmente  constamment  et  tend  vers  un  angle 
droit. 

341 —  Exemple  IL — Spirale  logarithmique.  — On  appelle 
spirale  logarithmique  la  courbe  dont  l’équation  polaire  est 

p — o e , 

a désignant  une  ligne  donnée  et  m un  nombre.  Supposons  la 

constante  m positive;  si  l’on  fait 
croître  i»  de  0 à l’infini . p va  con- 
stamment en  croissant  de  a à l’in- 
fini , ce  qui  donne  une  branche 
indéfinie  ABC....,  faisant  une  in- 
finité de  circonvolutions  autour  du 
pôle.  Si  l'on  fait  ensuite  varier  « 
de  0 à — »,  p diminue  constam- 
ment et  tend  vers  zéro , on  obtient  une  seconde  branche 
indéfinie  AB’C'...  qui  fait  une  infinité  de  circonvolutions  autour 
du  pôle,  en  se  rapprochant  constamment  de  ce  point.  Lorsque 
la  constante  m est  négative , les  valeurs  positives  de  w donnent 
la  branche  qui  se  rapproche  du  pôle,  et  les  valeurs  négatives 
celle  qui  s’en  éloigne. 


Digitized  by  Google 


LIV.  IV,  CHAP.  IV.— COURBES  EN  COORDON.  POLAIRES.  299 

Onaj/=mae",“=tBp;  il  en  résulte  <an</a=-j-~ 

La  tangente  à la  courbe  fait  avec  le  rayon  vecteur  un  angle 
constant. 

342 — Exemple  III. — Épicycloide. — Lorsqu’un  cercle  mo- 
bile roule,  sans  glisser,  sur  un  cercle  fixe,  un  point  du 

cercle  mobile  décrit 
dans  le  plan  une 
courbe  à laquelle  on 
a donné  le  nom  d’é- 
picycloïde. 

Bornons  - nous  au 
V cas  où  les  deux  cer- 
cles sont  égaux.  Soit 
C le  cercle  fixe,  C'  la 
position  initiale  du 
cercle  mobile , a le 
rayon  ; supposons  que 
ce  soit  le  point  de  contact  A qui,  dans  le  mouvement  du  cercle 
C',  engendre  l’épicycloïde.  Lorsque  le  cercle  mobile  a roulé 
de  l’arc  AE,  le  point  A est  venu  en  M;  les  deux  arcs  EA,  EM 
sont  égaux.  Prenons  le  point  A pour  pôle,  le  prolongement 
de  CA  pour  axe  polaire;  la  droite  AM,  perpendiculaire  sur  la 
tangente  commune  aux  deux  cercles , est  parallèle  à CE  ; 
l’angle  AEN  est  la  moitié  de  ACE,  et  par  conséquent  la  moitié 
de  <o  ; le  triangle  rectangle  ANE  donne 


mais 


donc 


AN=  AEsin— ; 


_ . <*> 
AE=2as«n 

2 


p=4a  tin'1  - =2a(i— cosw). 
« 
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Telle  est  l’équation  de  l'épicycloïde. 

Il  suffit  de  donner  à <•>  les  valeurs  comprises  entre  0 et  2ir. 
Quand  <■>  varie  de  0 à n,  p croît  de  0 à 4 a,  ce  qui  donne  l’arc 
ADB.  Pour  io  = w,  et  t»  — 2 it  — <o„  les  valeurs  de  p sont  égales; 
donc,  en  faisant  varier  u de  * à 2*,  on  obtient  un  arc  symé- 
trique du  premier  par  rapport  à l'axe  polaire,  et  par  con- 
séquent l’axe  polaire  est  axe  de  la  courbe. 

Puisque  la  dérivée  de  cos  w est  égale  à — sin  w,  la  dérivée  de 
p,  considérée  comme  une  fonction  de«,  est  égale  à 

2 a sin  <o. 

On  a donc 


ou 


langi  — - — — — z=tang 
* 2asm« 


(*> 

■ — % 
2 


CO 


a = 


2* 


TT 

Du  point  A au  point  B,  a croît  de  0 à en  B la  tangente 

est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur.  Il  est  aisé  de  voir  que 
la  normale  à l’épicycloïde  en  un  point  quelconque  M passe  au 
point  de  contact  du  cercle  mobile  avec  le  cercle  fixe;  en  effet 


l’angle  MEN  est  égal  à et  par  suite  à « ; donc  EM  est  per- 

Jè 

pendiculairesurMT. 


343— Exemple  IV. — Construction  de  la  courbe 


P=4-f  cos  5cu. 

Il  suffit  de  faire  varier  <o 
de  0 à 2 tt.  Le  rayon  vecteur 
P reste  toujours  compris  en- 
tre 3 et  5 ; décrivons  donc 
__  du  pôle  comme  centre  deux 
cercles  avec  les  rayons  3 et 
5,  la  courbe  sera  tout  en- 
tière située  entre  ces  deux 
cercles.  Quand  <o  varie  de 

Oàp.  p diminue  de  5 à 3, 
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7T  2 7C 

ce  qui  donne  l’arc  AB.  Quand  <o  varie  de  - à — » p augmente 

ü O 

de  3 à 5,  ce  qui  donne  l’arc  BA'  symétrique  du  premier  par 
rapport  à la  ligne  OB.  L’angle  5u  a varié  de  la  sorte  de  0 à 2 *. 

^2  7C  \ 7T 

Si  l’on  fait  varier  w de  — à — - * l’angle  5w  variera  de  2*  à 

v O 


Atc,  et  les  mêmes  valeurs  de  p se  reproduiront  dans  le  même 
ordre;  on  obtiendra  donc  un  second  arc  A'B' A"  égal  au  pre- 
mier, puis  un  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Après  le  cinquième 
arc,  on  reviendra  au  point  de  départ. 

En  prenant  la  dérivée,  on  trouve 


lang  a 


_ P 

3 si  il  5 o> 


Aux  points  A et  B,  tin  5<o  = 0,  a 


TZ 


344 — Exemple  V. — Les  extrémités  d’une  droite  de  lon- 
gueur constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires 
OX,  OY  ; d'un  point  fixe  I,  situé  sur  la  bissectrice,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  la  droite  mobile  ; trouver  le  lieu  du 
pied  de  celte  perpendiculaire  (fig.  19t}. 

Construction  géométriqle. — 11  est  évident  que  le  lieu  sera 
symétrique  par  rapport  à la  bissectrice  01.  Plaçons  d’abord  la 
droite  mobile  dans  la  position  PQ  |terpendiculaire  sur  la  bis- 
sectrice, on  a le  point  A du  lieu.  Faisons  glisser  la  droite  de 
manière  à ce  que  l’extrémité  Q descende  sur  t’axe  des  y;  dans 
une  certaine  position  P'Q',  la  droite  passera  par  le  point  I qui, 
de  la  sorte,  appartient  au  lieu  ; on  a ainsi  l’arc  AE1,  dont  la 
tangente  en  1 est  perpendiculaire  sur  P Q'.  L’extrémité  Q/  con- 
tinuant à descendre,  la  droite  vient  s’appliquer  sur  OX,  et  l’on 
a l’arc  IFC  qui  passe  au  point  C,  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I sur  OX.  L’extrémité  Q glisse  sur  0Y/,  la 
courbe  passe  au-dessous  de  OX;  mais  la  droite  arrive  dans  une 
position  P'Q"  telle  que  l’angle  IP'Q"  est  droit,  ce  qui  donne  le 
point  P'  du  lieu  ; ou  a ainsi  l’arc  CGP".  Si  l’extrémité  Q"  con- 
tinue à descendre,  la  courbe  revient  au-dessus  de  OX  ; bien- 
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tôt,  dans  la  position  F^Q'",  la  droite  prolongée  passe  en  I ; on 
a ainsi  l’arc  P"I  dont  la  tangente  en  I est  perpendiculaire  sur 

p///QOT. 

L’extrémité  P'"  continuant  à se  rapprocher  de  0,  la  droite 
s’applique  sur  OY'  et  l'on  obtient  l’arc  IHD,  qui  passe  parle 
point  D,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I sur  OY. 
L’extrémité  P"'  glisse  sur  OX',  et  la  droite  arrive  dans  une  po- 
sition P1VQ1V  telle  que  l’angle  IP,VQ,V  est  droit  ; le  point  P,v  ap- 


Fig-  194. 

partient  au  lieu,  et  l’on  a l’arc  DP,V.  Ensuite  la  droite,  dans  la 
position  QVPV,  devient  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  OB,  ce 
qui  donne  l’arc  P‘VB. 

Si,  revenant  à la  position  primitive  PQ,  on  fait  mouvoir  la 
droite  en  sens  inverse  jusqu’à  la  posilion  Anale  PVQV,  il  est 
clair  qu’on  obtiendra  une  portion  de  courbe  symétrique  par 
rapport  à AB  de  colle  obtenue  précédemment. 

Prenons  OX,  OY,  pour  axes  des  coordonnées,  appelons  2a 
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la  longueur  constante  de  la  droite  mobile,  b les  coordonnées 
égales  du  point  I,  p et  q les  distances  variables  de  l’origine  aux 
extrémités  de  la  droite  mobile,  x et  y les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  du  lieu.  Puisqu’un  point  du  lieu  est  l’inter- 
section de  la  droite  mobile  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  I,  ce  point  est  donné  par  les  équations  de  ces  deux 
droites 


p(x-b)=q(y—b); 
on  a d’ailleurs  la  relation 

p'  + q'=zia'. 

Si  entre  ces  trois  équations  on  élimine  les  quantités  variables 
p,  q,  on  obtient  l’équation  du  lieu 

H)[x(x—b)+y(y—b)]'[{æ—by+{y—b),]—ia'(x—b)'(y—b)'=.0. 
La  courbe  est  du  sixième  degré. 

Quand  on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au 
point  I,  cette  équation  se  simplifie  et  devient 

(2)  [Æ’  + y’  + è + + — Aa’x’y’zrO. 

La  courbe  ayant  pour  axe  de  symétrie  la  bissectrice  de 
l’angle  YOX,  si  l’on  fait  tourner  les  axes  de  A5°,  l’équation  (2) 
se  réduit  à 


(3)  (a*  + ÿ*+ ex)'  (x'+y‘)-a'{a?-ÿ')'=0; 
c désignant  la  distance  01. 

Enfin  si  l’on  prend  pour  axe  polaire  la  droite  IA  prolonge- 
ment de  01,  celle-ci  devient 

( o + c cos  w)  * — a' cos'  2o>  =0, 

d’où 

(A)  p = — C COS  o>  CL  COS  2 O). 

On  peut  rejeter  le  signe  — , et  la  courbe  se  construit  facile- 


ment au  moyen  de  cette  équation. 


ASYMPTOTES. 

3 €5— Considérons  une  bran  che  infinie,  asymptote  à la  droite 
CD j si  l’on  joint  le  pôle  à un  point  M de  la  courbe,  et  si  l’on 
suppose  que  le  point  M s’éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe, 
la  direction  OM  aura  pour  limite  la  direction  OLde  l’asymptote. 
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Ainsi,  lorsque  le  rayon  vecteur  p de- 
vient infini  pour  une  valeur  parti- 
culière * de  o),  si  la  branche  infinie 
ainsi  obtenue  a une  asymptote,  cette 
asymptote  est  parallèle  à la  direction 
déterminée  par  l’anyle  a qui  rend  p 
infini. 

Pour  avoir  la  distance  OC  de  l’a- 
symptote à la  droite  OL,  du  point  M 
Flg  ,95,  de  la  courbe  abaissons  une  perpendi- 

culaire MK  à celle  droite  ; le  triangle  rectangle  MOK  donne 
MK = MO  sin  K0M=  p sin  (a  — <o). 

Si  le  produit  psi»  (a — t»)  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  branche 
infinie  n’a  pas  d’asymptote.  Si,  au  contraire,  ce  produit  tend 
vers  une  limite  finie  d,  la  branche  de  courbe  admet  pour 
asymptote  la  droite  CD,  située  à la  distance  d du  rayon  OL  ; 
car  la  distance  MK  ayant  pour  limite  d,  la  distance  MH  aura 
pour  limite  zéro. 

Lorsqu’on  obtient  la  branche  infinie  en  faisant  croître  <» 
vers  o,  il  est  évident  que  , si  cette  branche  a une  asymptote, 
l’asymptote  sera  placée  par  rapport  à OL,  comme  l’indique  la 
figure.  Si  l’on  obtenait  la  branche  infinie  en  faisant  diminuer 
o»  vers  a,  l’asymptote  serait  placée  de  l’autre  côté  de  OL  et  sa 
distance  àOL  serait  la  limite  du  produit  p sin  (<•>  — a). 

Nous  avons  supposé  la  branche  de  courbe  donnée  par  un 
rayon  vecteur  positif;  si  elle  était  donnée  par  un  rayon  vecteur 
négatif,  on  aurait,  dans  le  premier  cas  MK= — pstn(a — w), 
dans  le  second  MK  = — p sin  (u>  — a). 


346 — Exemple  VI. — Construire  la  courbe 

cos  2 oj 

P=-— 
sin  «o  — 

11  est  d’abord  évident  qu’il  suffit  de  faire  varier  u>  de  üà  2*. 
Lorsque  w augmente  de  *,  on  obtient  une  direction  opposée  à la 
première,  le  numérateur  de  p ne  change  pas,  le  dénominateur 


« 
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change  de  signe  en  conservant  la  même  valeur,  donc  p change 
de  signe  et  conserve  la  même  valeur  numérique  ; il  en  résulte 
que  la  valeur  »+«  de  u»  donne  le  même  point  que  la  valeur  a • il 
suffit  donc  de  faire  variera»  de  0 à Cherchons  les  valeurs  de'o», 
comprises  entre  ces  limites  pour  lesquelles  p change  de  signe 
Le  numérateur  s’annule  et  change  de  signe  pour  les  valeurs 


r.  7i 

<U — <0 — *e  divi- 

seur  s’annule  et  change 

de  signe  pour  w=-.  Dis- 
6 

posons  ces  angles  par  or- 
dre de  grandeur,  on  a la 

..  TC  TT  TT 

6'  T 3T 


Soient  OQ,  OR,  OR,  les  directions  qui  correspondent  aux 


1Î  lî  7T  . 1t 

angles  -»  - . 3 - ; quand  u varie  de  0 a — , p reste  négatif; 

il  est  d’abord  égalé— 2 et  augmente  indéfiniment,  ce  qui 
donne  la  branche  infinie  CD,  comprise  dans  l’angle  X'OQ'. 

La  variable  u>  allant  de  £ à -,  p devient  positif:  il  est  d’abord 
o 4 

très-grand  eltend  vers  zéro,  on  obtient  une  nouvelle  branche 
infinie  AO,  comprise  dans  l’angle  QOR.  Faisons  varier  u»  de 

IC  . TC 

- a 3—.  p reste  négatif,  il  est  d abord  nul  et  redevient  égal 


à zéro;  on  obtient  de  la  sorte  la  boucle  OBO.  Enfin,  « variant 

it  , 

de  3-  a n,  p est  positif  et  varie  de  u à 2,  ce  qui  donne 
l’arc  OC. 

Cherchons  si  les  branches  infinies  ont  des  asymptotes.  On  a, 
pour  un  point  de  l’une  des  branches  CD  ou  AO, 

« — ^=COS2i»>; 

lorsque  o>  tend  vers  - » MR  tend  vers  cou  — ou  vers  - : ainsi  il 
•>  3 2 

hh.  2u 


MK 


=psm  ( 
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I 

y a une  asymptote  placée  à la  distance  5 de  QQ.  De  plus, 

lorsque  u»  croit  de  0 à coi  i w décroît  constamment; 

donc  l’arc  CD  est  situé  en  dehors  de  la  partie  du  plan  com- 
prise entre  l’asymptole  et  la  parallèle  QQ'.  De  même,  lorsque 

w décroît  de  — à — , cos  2 « augmente  et  l’on  voit  que  l’arc 

OA  est  compris  entre  les  deux  droites. 


Exemple  VII. — Trouver  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d’un  point  donné  P aux  diverses 
courbes  du  second  degré  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés  F et  F'. 

Prenons  pour  axes  la  droite  F'F  et  la  pependiculaire  élevée 
à cette  droite  en  son  point  milieu  ; l’équation  générale  des  co- 
niques ayant  pour  foyers  les  points  F et  F'  est 
x * v* 

{,) 

c désignant  la  distance  OF  et  a un  paramètre  variable;  lorsque 

a est  plus  grand  que  c,  la  courbe 
est  une  ellipse,  et  lorsque  a est  plus 
petit  que  c (fig.  197)  , c’est  une  hy- 
perbole. Soient  a,  pies  coordonnées 
du  point  donné  P ; l’équation  de  la 
corde  des  contacts  des  tangentes 
menées  du  point  P à la  conique 
(1)  est 

8)  + 

a*  a'—c 

On  obtient  l’équation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  a entre 
les  équations  (1)  et  (2).  Si  l’on  retranche  ces  équations  membre 
à membre,  il  vient 

x'—*x  ïy'  — py 


a'—c 


:0; 
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d’où 


c*  (a;* — a,r)  — c'(y'— P y) 


'x'+y'-tx- p»/'  " ” x*  + y'—ax—py’ 

en  subslituant  dans  l'équation  (1) , on  obtient  l’équation  du 
lieu 

<3)  (aP  + y1  — ax— py)  (px  — ay|  -f  c*(x— «)  (y—  p)=0- 
Le  lieu  est  du  troisième  degré,  il  passe  par  le  point  donné  P, 
par  les  foyers  F,  F',  et  par  les  projections  du  point  P sur  les 
deux  droites  OX,  OY. 

En  transportant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes  au 

point  P,  l’équation  du  lieu  devient 

(4)  (x’  + y’+ax  + py)  (px-aÿ)+e*xy  = 0. 

Si  l’on  transforme  celle-ci  en  coordonnées  polaires,  en  prenant 

pour  pôle  le  point  P,  et  la  droite  PX'  pour  axe  polaire,  on  a 

(P*  — a * 4-  c*)  sin  ot cos  w — a 6 (sin*  <•»  — cos  ’ o>) 

<’>)  o—  ~ : • 

r asinto  — p COS  w 

On  obtient  tous  les  points  du  lieu  en  faisant  varier  wdi  0 à ir. 

Le  dénominateur  s’annule  pour  la  valeur  g de  «a  déterminée  par 

û 

la  formule  langY-~-',  celte  valeur  donne  la  droite  qui  va  du 


point  P à l’ancienne  origine  O.  Si  l’on  égale  le  numérateur  à 
zéro,  en  divisant  par  cos’w,  on  a une  équation  du  second 
degré  par  rapport  à tang  «j  ; les  deux  racines  sont  réelles  et 
déterminent  deux  droites  rectangulaires.  Comme  le  résultat 

Q 

de  la  substitution  de  - à la  place  de  tang  w daus  le  premier 

Ot 

membre  de  l’équation 

«plany’oi — (p* — a*  + c’)  tang <•> — ap=o 
est  négatif  (on  suppose  a et  p positifs),  la  racine  jio- 

û 

silive  est  plus  grande  que  — ; par  conséquent  les  droites 

Pü>  Pty , qui  corres|*oudent  aux  valeurs  X,  X'  de  w qui  annulent 
le  numérateur,  et  la  droite  PO  sont  disposées,  comme  l’indique 
la  ligure. 

Lorsque  w varie  de  0 à g , p est  négatif , on  a la  branche  in- 
finie BF'  ; de  jr  à X,  p est  positif , on  a la  branche  infinie  CP  ; de 
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X à X',  p est  négatif  et  l’on  obtient  la  boucle  PAFP  ; enfin,  de 
X'  à it,  p redevient  positif  et  l’on  trouve  l’arc  PB.  Les  branches 
infinies  ont  une  asymptote  dont  la  distance  à OP  est 

c’  ap 

(«*  + P*)3 

En  changeant  la  direction  de  l’axe  polaire,  on  ramène  facile- 
ment l’équation  (5)  à la  forme 

cosii» 

p Q * 

r sm(w—  U,) 

discutée  dans  l’exemple  précédent. 


348 — Exemple  VIII. — Construire  la  courbe  donnée  par  f é- 
quation 


p=a 


<2o>—  t 


= a 


i 


I — 


I 

2u> 


La  v .leur  de  p s’annule  pour  w =0,  et  devient  infinie  pour 
wT-i  ; menons  par  le  pôle  la  droite  L'L , qui  fait  avec 

l’axe  polaire  l’angle  dont  la  mesure  est  — . Lorsque  « varie  de 

JL 

i 

0 à p est  négatif  et  varie  de  0 à — ao , on  a une  branche  in- 
finie OA'B',  tangente  à l’axe  polaire  et  comprise  dans  l’angle 
X'OL'.  Quand  w dépasse  ^ et  croît  do  4-  à ao , p devient  posi- 

tif  et  décroît  de  ao  à a,  on 
i'  obtient  ainsi  une  première 
'i.  branche  infinie  AB,  puis 
une  seconde  AE  qui  fait  une 
infinité  de  circonvolutions 
autour  du  cercle  décrit  du 
pôle  comme  centre,  avec  a 
pour  rayon,  en  se  rappro- 
chantconstammentducercle. 
Quand  u>  varie  de  0 à — ac , a reste  oositif  et  va  en  croissant  de 


Fig.  198, 
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0 à a,  ce  qui  donne  la  branche  OE'  intérieure  au  cercle  qui 
fait  une  infinité  de  circonvolutions  en  se  rapprochant  constam- 
ment du  cercle. 

Considérons  l’une  des  branches  infinies  A'B',  AB,  la  distance 
d’un  point  de  l’une  de  ces  branches  à la  droite  L'L  est  donnée 
par  la  formule 


la  limite  de  cette  expression,  lorsque  « tend  vers— > est  . 

Les  deux  branches  A'B',  AB  ont  pour  asymptote  la  droite  CD, 
distante  de  L'L  de 

£ 


349 — Exemple  IX.— Hyperbole.  L'équation  polaire  de  cette 
courbe  est  (n°  260) 

P 

? t -fecoiü»’ 

dans  laquelle  e est  plus  grand  que  t.  Soit  a l’angle  dont  le  co- 
sinus est  — quand  « croît  de  0 à a,  p croît  de— à « ,on 
6 

a la  branche  A'E'  ; u allant  de  a 
d / à tc,  p devient  négatif  et  varie 

P 

de  — oo  a — - — , on  a la  branche 

i ■ c 

E'A'.  Les  valeurs  de  «,  com- 
prises entre  tc  et  2tc,  donnent 
deux  branches  symétriques  des 
précédentes  par  rapport  à l’axe 
polaire.  La  distance  MK  d’un 
point  de  l'une  des  branches  AE, 
A’E'  à la  droite  OL  est 
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p sin  (a — m)  p sin  (*— w) 

MK  = = 

1 -{-€  COS  lu  e ( COS  o>  — COS  a) 

Cette  distance  a pour  limite 


esta  a l/«’ — 1 ’ 

On  obtient  ainsi  l’asymptote  CI).  Les  deux  autres  branches  ont 
pour  asymptote  la  droite  symétrique  do  CD  par  rapport  à l’axe 
polaire. 

On  voit  immédiatement  la  position  de  la  branche  AE  par 
rapport  à sou  asymptote , car  lorsque  w tend  vers  « en  crois- 
sant , le  numérateur  dans  l’expression  de  MK  va  en  croissant, 
tandis  que  le  dénominateur  va  en  décroissant;  la  distance  MK 
va  donc  en  augmentant,  et  par  conséquent  la  branche  AE  est 
située  entre  l’asymptote  et  la  parallèle  OL.  On  ne  voit  pas 
aussi  facilement  la  position  de  la  branche  A'E';  car  lorsque  « 
tend  vers  * en  décroissant,  les  deux  termes  de  la  fraction  aug- 
mentent et  on  ne  sait  pas  immédiatement  dans  quel  sens 
celle-ci  varie.  Appelons  8 la  différence  entre  la  perpendicu- 
laire MK  et  sa  limite,  on  a 


P — 

**4 1 

^u> — 

esina 

e'sina  sin 

*2(“+a) 

Quand  « est  plus  grand  que  «,  la  différence  8 est  positive,  et 
par  conséquent  la  branche  A'E7  est  située  en  dehors  de  la  par- 
tie du  plan  comprise  entre  l’asymptoto  et  la  parallèle. 


350  — Exemple  X. — Construire  la  courbe 


P=1 


V' 


2 sin  i 


sin  b> 


Le  rayon  vecteur  reprenant  la  même  valeur  quand  on 
augmente  w de  de  2n,  il  suffit  défaire  varier  o>de0à2w.  Pour 
que  le  rayon  vecteur  soit  réel,  il  faut  que  la  fraction  placée 
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sous  le  radical  soit  positive.  Le  numérateur  change  dé  signe 

pour  les  valeurs—»  attribuées  à »,  le  dénominateur 

DO 

pour  les  valeurs  0 et  * ; en  rangeant  les  angles  par  ordre  dé 
grandeur 


0, 


6’ 


5ïï 

T’ 


7T  * 


27T* 


on  voit  que  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  négative  de 
0 à —,  positive  de  — à —,  négative  de^-à  u , positive  de 


jt 

i» 


I? 

Fig.  ÎOO. 


* à 2*;  on  obtiendra  donc 
toute  la  courbe,  en  faisant 
, te  , Bit  . , 

varier  o»  de—  a—»  et  de  * a 
6 b 

2ir.  On  remarque  d’ailleurs 
que  les  valeurs  supplémen- 
taires de  <a  reproduisant  les 
mêmes  valeurs  de  p,la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  OY  à l’axe 


polaire  OX  (fig.  200). 

Du  pôle  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à l’unité,  décri- 
vons un  cercle  ; ce  cercle  divisera  en  deux  parties  égales  cha- 
cune des  cordes  qui  passent  par  le  centre  ; quand  to  varie  de 


g-  à -^-,'la  valeur  du  radical,  que  nous  désignerons  parp,, 

en  posant  p = i ± p, , croît  de  ü à i , ce  qui  donue  les  deux 
arcs  AB  et  AO,  qui  se  raccordent  au  point  A,  tangentiellement 
à la  droite  OA  ; l’arc  AO  est  tangent  au  point  O à la  droite  ÔŸ. 

En  faisant  varier  « de  à , on  obtiendra  la  partie  BA'O, 


symétrique  de  BAO  par  rapport  à la  droite  OY. 


3^ 

Quand  m varie  de  w à , p,  décroît  de  «o  à y/T;  ce  qui 
donne  les  deux  branches  infinies  EF  cl  CD  ; en  faisaut  varier 
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u de  ~ à 2*,  on  obtiendra  les  deux  branches  FE',  DC',  symé- 

Z 

triques  des  précédentes;  ces  branches  infinies  sont  asymptotes 
à l'axe  polaire. 


r 351— Remarque — La  distance  variable  MK  d'un  point  M 
d’une  branche  infinie  (fig.tOS’i  à la  direction  OL,  pour  laquelle 
p devient  infini,  a pour  expression 

±psin  — a); 

quand  u>  s’approche  de  a,  le  premier  facteur  croît  indéfini- 
ment et  le  second  tend  vers  zéro.  Dans  les  exemples  précé- 
dents, on  a pu  découvrir  sans  peine  ce  que  devenait  ce  pro- 
duit pour  des  valeurs  de  w voisines  de  « ; lorsqu'il  n’en  est  pas 
ainsi,  on  a recours  à la  règle  suivante. 

Le  produit  peut  s’écrire 

\_ 

sin  (a — a)  ' p 

o> — a w — a 

Le  premier  facteur  a pour  limite  l’unité  ; si  l’on  considère  — 

P 

comme  une  fonction  de  w,  le  numérateur  du  second  est  l’ac- 
croissement de  — quand  l’angle  polaire  passe  de  la  valeur  a à 
P 

la  valeur  a,;  le  diviseur  étant  l’accroissement  de  l’angle,  le  rap- 

4 

port  a pour  limite  la  valeur  de  la  dérivée  de  - , considérée 

P 

comme  une  fonction  de  w,  quand  on  y remplace  o>  par  o.  Lors- 
que celte  dérivée  est  nulle , la  branche  considérée  n’a  pas 
d’asymptote  ; si  la  dérivée  a une  valeur  d différente  de  zéro,  la 

{ 

branche  a une  asymptote,  située  à la  distance^  de  la  droite  OL. 

EXERCICES. 

1°  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’une  parabole  variable  qui 
a un  foyer  fixe  et  qui  touche  une  conique  de  même  foyer 
(conchoïde). 

2"  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’un  triangle  variable,  dont 
la  base  a est  fixe,  et  dont  les  deux  autres  côtés  b et  c et  la  mé- 
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diane  correspondante  m vérifient  la  relation  6 — c=m/  3 
(lemniscate). 

3°  On  donne  un  point  fixe  O et  une  droite  fixe  OP  ; on 
demande  le  lieu  du  sommet  M d'un  triangle  variable  MON  qui 
remplit  les  conditions  suivantes  : le  côté  ON  a une  longueur 

constante  a,  le  côléNM  = a v'i,  enfin  les  angles  vérifient 
la  relation  cos  ( MON  — 2 OMN  ) =cos  MOP  (lemniscate  ) ; dé- 
montrer que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M du  lieu 
passe  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a donné 
ce  point. 

\°  Le  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle  donné,  le  som- 
met A reste  fixe  et  l’angle  A constant;  on  demande  le  lieu  ou 
centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC  (limaçon). 

5“  Trouver  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  constant  dont  les 
deux  côtés  sont  tangents  à deux  circonférences  données 
(limaçon). 

6°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  corde 
commune  et  une  tangente  commune,  parallèle  à cette  corde. 

7°  On  donne  un  cercle  fixe , un  cercle  variable  touche  le 
premier  en  un  point  fixe;  on  demande  le  lieu  du  point  de  con- 
tact sur  ce  dernier  cercle  de  la  tangente  commune  aux  deux 
cercles. 

8®  Trouver  le  lieu  du  sommet  ou  du  foyer  d’une  hyperbole 
équilatère,  dont  le  centre  est  fixe  et  qui  passe  en  un  point  fixe. 

9°  Trouver  le  lieu  du  centre  d’une  hyperbole  équilatère 
donnée,  assujettie  à passer  par  deux  points  fixes. 

10°  On  donne  un  angle  droit  YOX,  et  un  point  fixe  P sur  la 
bissectrice  de  cet  angle  ; on  demande  le  lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  P sur  une  sécante  variable  qui 
intercepte  dans  l’angle  un  triangle  dont  l’aire  est  constante. 

Il»  En  un  point  quelconque  M d’une  parabole  on  mène  la 
normale  que  l’on  prolonge  jusqu’au  point  N où  elle  rencontre 
l’axe  ; on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  M à la  courbe  avec  la  perpendiculaire  à l’axe  au 
point  N. 
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12"  Ou  remplace  la  parabole  du  problème  précédent  par 
une  hyperbole;  on  prend  le  point  N sur  l'un  des  deux  axes  de 
la  courbe  ; trouver  le  lieu. 

13°  Une  parabole  tourne  autour  de  son  foyer  ; on  demande 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  meuées  parallèle- 
ment à une  droite  donnée. 

14°  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  d’une  corde  normale  à 
une  hyperbole  donnée. 

15"  Étant  donnée  une  ellipse,  le  centre  d’un  cercle  de  rayon 
constant  parcourt  un  diamètre  de  l’ellipse  ; trouver  le  lieu  des 
poi  n ts  de  concours  des  sécantes  communes  au  cercle  età  l’ellipse. 

IG"  Étant  donnée  une  hyperbole  équilalère,  le  centre  d’un 
cercle,  qui  passe  constamment  par  le  centre  de  l’hyperbole, 
décrit  une  asymptote  ; trouver  le  lieu  des  points  de  concours 
des  sécantes  communes. 

17"  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d’un 
point  donné  aux  cercles  qui  touchent  une  droite  donnée  en  un 
point  donné. 

18°  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  donné  aux  cercles  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui 
touchent  une  droite  donnée. 

19°  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  inscrites  dans 
une  hyperbole  donnée  et  tangentes  à un  cercle  concentrique  à 
l’hyperbole. 

20"  Construire  les  lieux  représentés  par  les  équations 
y* — x*+2ax’y=0, 
x‘+y‘— 2 ay* — 26x’y  = 0, 

(x’+  ÿ*)’ — G axy3 — 2ax’-f  2asx!=0, 

y=a  + b(x— c)n, 

x‘+y‘  — 3x‘— 4x’=0, 

x'y*+y  — x=  0, 

y‘ — x‘  — 2 bxy’  + 2ax3  = ü, 

y*  — x‘ — 2x’y*  + 2x=0, 

y‘— x‘—  96a’y*+  100as  x!  = 0, 

2x5 — y’+  (y — x)*  = 0. 

21°  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 
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isiny — $inx=zQ , 
i 

smxsiny=  — . 


e1 

,J=x’ 

sinx' 
y = — ’ 

y=x*, 

$2°  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 

fin  m 

• P icOSia — 1’ 


P 


= i± 


tin  Ile» 
COJ  <■> 


y 


ç> ’ cosot  — 2p  iinw+  cos’w—O, 
p’cos» — Apsinw  -f-  tang(.)=0, 


p —COSb>±  1/ î “ 

y in 


— 2 COSIÜ 


■SOI  O) 


CHAPITRE  V. 

0e  la  Similitude. 

359—  On  appelle  polygones  semblables,  en  Géométrie  élé- 
mentaire, deux  polygones  qui  ont  leurs  angles 
c égaux  deux  à deux  cl  disposés  dans  le  même 
ordre,  et  les  côtés  compris  entre  les  angles 
égaux  proportionnels.  Cette  détinilion  ne  peut 
«pas,  d’une  manière  simple,  s’étendre  aux 
ligures  courbes.  Considérons  deux  polygones 
semblables  ABCD,  A'B'C'D'  (ûg.201),  et  sup- 
posons que  l’on  fasse  tourner  le  second  de 
manière  que  le  côté  A B soit  parallèle  à son 
homologue  AB  ; les  côtés  B C' , C'IV...  seront 
Fîg.  soi.  aussi  parallèles  à leurs  homologues  BC,  CU...J 
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il  en  sera  de  même  des  diagonales  homologues  A'C',  AC.  Si 
l'on  joint  les  points  A et  A'  et  que  l’on  prenne  sur  cette  droite 

un  point  O tel  que  l’on  ait|^  = deux  sommets  homo- 
logues quelconques  seront  placés  sur  une  droite  passant  par 
le  point  O,  et  l’on  aura  les  rapports  égaux 

OA  _ O B _ OC  A R 

OA'  OB'  OC'  ÂTF 

Cette  propriété  va  nous  servir  pour  la  définition  générale 
de  la  similitude. 


DÉFINITION  DE  LA  SIMILITUDE. 


353— Soit  un  système  quelconque  de  points  A,  B,  C..., 


B' 


Fig.  20 Ü. 


situés  dans  un  plan;  ces 
points  pouvant  être  isolés 
les  uns  des  autres,  ou  for- 
mer des  lignes  continues; 
d’un  point  O,  pris  arbitrai- 
rement dans  le  plan,  me- 
nons aux  différents  points 
du  système  des  rayons 
OA,  OB,  OC ...,  et  prenons 
sur  ces  rayons  des  points 
A',  B',  C',...  tels  que  l’on 
ait 

OA__OB_OC 

OA'  “ OB'-  OC'  ’ 
le  système  des  points  ainsi 
obtenus  est  dit  semblable 
au  système  proposé  et  sem- 


blablement placé. 

Si  les  points  A',  B7,  C',...  étaient  pris  sur  les  prolongements 
des  rayons  vecteurs  en  sens  inverse,  les  deux  systèmes  seraient 
semblables  et  inversement  placés.  Par  une  rotation  de  180° 
autour  du  point  0,  le  second  système  coïncide  avec  un  des 
systèmes  semblables  et  semblablement  placés. 
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Pour  abréger  le  langage,  M.  Chasles  a désigné  cette  simili- 
tude de  forme  et  de  position  par  le  nom  d’homothétie,  directe 
dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second.  Le  point  O est  dit 
centre  de  similitude  ou  d'homolhèlie  des  deux  systèmes,  le 
nombre  k est  le  rapport  de  similitude , et  on  appelle  points 
homologues  les  points  A et  A'  placés  sur  un  même  rayon.  Si 
l’on  fait  varier  le  rapport  A;  de  O à » et  aussi  la  position  du 
centre  O de  similitude,  on  obtient  tous  les  systèmes  homo- 
thétiques au  système  proposé. 

Un  système  est  semblable  à un  système  donné,  lorsqu’il  est 
égal  à l'un  des  systèmes  homothétiques  au  système  donné. 


PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES. 

354 — Puisque  les  droites  OA',  OB'  sont  divisées  en  A et  B 
dans  le  même  rapport,  la  droite  A B'  est  parallèle  à AB,  et  l’on  a 

AB  _ OA  _ 

A'B' — O' A'  ~ *• 

Ainsi  la  droite  qui  joint  deux  points  A.  et  B du  premier  système 
et  celle  qui  joint  les  deux  points  homologues  A'  et  B'  du  second 
système  sont  parallèles,  et  dans  le  rapport  constant  k. 

Soient  A, B,C  trois  points  en  ligne  droite,  les  droites  A'B',  A'C' 
respectivement  parallèles  à AB  et  à AC  coïncident;  donc  quand 
trois  points  sont  en  ligne  droite,  .leurs  homologues  sont  aussi 
en  ligne  droite.  11  en  résulte  que  la  figure  homothétique  d’une 
droite  est  une  droite  parallèle  à la  première.  Si  la  première 
droite  passe  par  le  centre  de  similitude,  les  deux  droites  coïn- 
cident. Les  droites  homothétiques  étant  parallèles,  on  voit  que 
l’angle  de  deux  droites  est  égal  à l’angle  des  droites  homo- 
thétiques. 

Les  cordes  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques,  étant  parallèles,  tendent,  lorsque  les 
deux  points  d’une  même  courbe  se  rapprochent  indéfiniment, 
vers  des  directions  parallèles;  on  en  conclut  que  les  tangentes 
à deux  courbes  homothétiques  en  des  points  homologues  sont 
parallèles. 
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3 &i— Si  deux  systèmes  sont  tels  que  les  droites  menées  d’un 
point  I aux  différents  points  du  premier  système  et  celles  menées 
d’un  point  l'  aux  différents  points  du  second  soient  respective- 
ment parallèles  et  dans  un  rapport  constant  ls,  ces  deux  systèmes 
sont  homothétiques.  En  effet,  prenons  sur  LI  un  point  O le]  que 

l’on  ait  ==A,  les  deux  rayons  OA,  OA'  auront  même  direc- 
tion et  auront  pour  rapport  k ; donc  les  deux  systèmes  sont 
homothétiques  et  le  point  O est  le  centre  d'homothétie. 


35Ü— Deux  systèmes  homothétiques  à un  troisième  sont 
homothétiques  entre  eux. 

Avec  le  centre  de  similitude  O et  le  rapport  k construisons 

un  premier  sy^èfhe  A'B'...I/ 
homothétique  au  système 
AB....I;  avec  le  centre  0/  et 
le  rapport  k ' construisons  un 
second  système  A"B"  ....  \". 
Les  droites  l'A',  L'A",  respec- 
tivement parallèles  à IA,  sont 
parallèles  entre  elles.  On  a 
d’ailleurs 

lJL-k> 

L'A"  ' 


Fig.  Î03. 


IA 

LA' 


7=*> 


d’où 

LA'  _k 
L'A"  _ k ' 

Ainsi  les  droites  LA',  L'A"  sont  parallèles  et  dans  un  rapport 
constant;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  les  deux 
systèmes  A'  et  A"  sont  homothétiques. 

Deux  systèmes  A'  et  A"  homothétiques  à un  troisième  A et 
construits  avec  le  même  rapport  sont  égaux  entre  eux  ; car  si 
k=k',  les  rayons  parallèles  LA'  et  L'A"  sont  égaux  et  les  deux 
systèmes  peuvent  être  superposés.  On  conclut  de  là  qu’au 
moyen  d’un  seul  centre  O,  en  faisant  varier  le  rapport  k de 
0 à »,  on  peut  construire  tous  les  systèmes  homothétiques  au 
système  donné. 
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Lorsque  les  deux  systèmes  A'  et  A'7  sont  tous  deux  homothé- 
tiques directs  ou  homothétiques  inverses,  par  rapport  au 
système  A,  ils  sont  homothétiques  directs  entre  eux;  mais  si 
l’un  est  homothétique  direct,  l'autre  homothétique  inverse,  ils 
sont  entre  eux  homothétiques  inverses. 

Les  centres  de  similitude  de  trois  systèmes  homothétiques 
deux  (i  deux  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  la  droite  OO  consi- 
dérée comme  appartenant  au  premier  système  a pour  homo- 
logues,dans  le  second  et  dans  le  troisième  système,  cette  droite 
elle-même,  puisqu’elle  passe  par  les  centres  0 et  <y.  Cette 
droite  est  donc  à elle-même  son  homologue  dans  les  deux 
derniers  systèmes,  et  par  conséquent  passe  par  leur  centre  de 
similitude  O". 


357 — Lorsque  deux  figures  à centre  sont  homothétiques  di- 
rectes, elles  sont  aussi  homothétiques  inverses,  et  réciproquement. 

Soient  C et  Cl  les  centres  des  figures,  A et  A'  deux  points  ho- 
mologues ; je  prends  sur  le  prolongement  de  C'A7  un  point  A', 
tel  que  C'A',  =C'A',  le  point  A',  appartient  aussi  à la  seconde 


figure  ; or  ^,=A-  ; donc  = k ; puisque  les  rayons  ho- 

A C A j 

mologuesCA  et  C'A',  sont  dirigés  en  sens  contraire,  les  deux 
courbes  sont  homothétiques  inverses.  ■ 


11  en  résulte  que  les  deux  figures  ont  deux  centres  de  simili- 
tude, l’un  direct  ou  externe  O placé  sur  le  prolongement  de  la 
ligne  des  centres,  l’autre  inverse  ou  interne  O7  placé  dans  l’in- 
tervalle CC'. 

Lorsque  trois  figures  à centre  sont  homothétiques  deux  à 
deux,  elles  ont  trois  centres  de  similitude  externes  et  trois  in- 
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ternes.  Les  trois  centres  de  similitude  externes  sont  en  ligne 
droite;  de  même  deux  centres  de  similitude  internes  et  le 
centre  externe  qui  correspond  au  troisième  interne  sont  aussi 
en  ligne  droite. 

358— Les  côtés  homologues  de  deux  polygones  homothé- 
tiques ayant  constamment  pour  rapport  le  nombre  k,  leurs 
périmètres  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  le  rapport  des 
périmètres  de  deux  polygones  homothétiques  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 

Si  l'on  abaisse  de  deux  sommets  homologues  de  deux 
triangles  homothétiques  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  op- 
posés, ces  perpendiculaires  seront  des  droites  homologues  dans 
les  deux  systèmes,  leur  rapport  sera  égal  à k,  et  par  suite  le 
rapport  des  aires  des  triangles  sera  égal  à k'. 

Eu  décomposant  deux  polygones  homothétiques  en  triangles 
homothétiques  deux  à deux,  on  voit  que  le  rapport  des  aires  des 
figures  est  encore  égal  à k*;  ainsi  le  rapport  des  aires  de  deux 
polygones  homothétiques  est  égal  au  carré  du  rapport  de  si- 
militude. 

Les  deux  théorèmes  précédents  s’étendent  à des  figures 
planes,  terminées  par  des  contours  homothétiques  quel- 
conques. 


CONDITIONS  DE  SIMILITUDE  DE  DIVERSES  COURBES. 

350  —Ou  a vu  que  l’on  obtient  toutes  les  courbes  honio- 
hétiques  à une  courbe  donnée  S,  avec  un  seul  centre  de 
T 5'"'  similitude  0,  pris  à volonté  dans  son  plan. 
y Considérons  divers  exemples  : 

1"  La  courbe  S est  un  cercle.  Si  l’on  prend 
~sr le  centre  du  cercle  pour  centre  de  similitude, 

Via  seconde  courbe  sera  un  cercle,  dont  le 
rayon  pourra  avoir  telle  grandeur  que  l’on 
voudra. 

ri*,  «os.  2°  La  courbe  S est  une  parabole  (fig.  203). 
La  courbe  étant  rapportée  à son  axe  et  à la  tangente  au  sommet . 
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les  coordonnées  x et  y d’un  point  quelconque  M de  cette  courbe 
vérifient  l’équation 

yl=.ipx. 

Si  l’on  prend  le  sommet  pour  centre  de  similitude  et  que  l’on 
représente  par  xf  et  y1  les  coordonnées  du  point  homothétique 
M',  on  aura 

x_ y_ OM  , 

ÔM,“*  ’ 


x 


d’où 

x = kxl,  y=kÿ, 

la  courbe  homothétique  est  représentée  par  l'équation 

c’est  une  parabole , dont  le  paramètre  peut  avoir  telle  gran- 
deur que  Ton  voudra,  à cause  du  rapport  arbitraire  k ; on  en 
conclut  que  deux  paraboles  quelconques  sont  semblables. 

3°  La  courbe  S est  l’ellipse 

y' 


x ’ 


= 4. 


Si  Ton  prend  le  centre  de  la  courbe  pour  centre  de  similitude, 
la  courbe  homothétique,  représentée  par  l’équation 

x'  . y* 

7IT*  = 1> 


(f)  (r) 


est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à celles  des  axes  de  la  première 
ellipse.  On  en  conclut  que  deux  ellipses  sont  semblables  lors- 
que leurs  axes  sont  proportionnels. 

Le  même  théorème  a lieu  pour  l’hyperbole. 

4“  La  courbe  S est  la  spirale  logarithmique 
p=aem“, 

a étant  une  ligne  et  m un  nombre.  Quand  on  prend  le  pôle 
pour  le  centre  de  similitude,  les  courbes  homothétiques  ont 
pour  équation 


ae’" 

T 


BR. 


21 
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si  l’on  pose  k=e“a',  cette  équalion  devient 

P=ae't^“); 

elle  représente  la  spirale  proposée , que  l’on  a fait  tourner  de 
l’angle  a autour  du  pôle.  Il  en  résulte  que  la  seule  courbe- 
semblable  à une  spirale  logarithmique  est  cette  spirale  elle- 
même;  à un  premier  point  M de  la  courbe  correspond  un 
autre  point  M'  de  la  même  courbe,  que  l’on  peut  prendre  à 
volonté,  à cause  du  nombre  arbitraire  k. 


ÉQUATION  DES  COURBES  HOMOTHÉTIQUES. 


3®4>— Soit 

VI  (1)  f(x,y)  = 0 

l’équation  d’une  courbe  S.  Prenons 
l’origine  pour  centre  de  similitude 
et  construisons  avec  le  rapport  k 
une  courbe  S'  homothétique  à la 
première.  Si  l’on  désigne  par  x et  y 
les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque M de  la  première  courbe, 
par  x1  et  y’  celles  du  point  homologue  M de  la  seconde,  les 
triangles  semblables  OPM,  OFM'  donnent 
x _y  __  OM  _ 
x — y OAI'  K ’ 

et,  si  l’on  substitue  dans  l’équation  (i),  on  a l’équation 


(2)  ((kx1,  *y')  = 0, 

qui  représente  toutes  les  courbes  homothétiques  4 la  proposée 
et  ayant  l’origine  pour  centre  d’homolhélie.  Dans  cette  équa- 
tion, on  donnera  à k une  valeur  positive  lorsque  l’homothétie 
sera  directe,  une  valeur  négative  lorsque  l’homothétie  sera 
inverse. 

Laissant  fixe  la  courbe  S,  transportons  la  courbe  S'  dans  le 
plan,  de  manière  que  l’origine  O vienne  en  O'  (p,  </) , et  que 
les  axes  restent  parallèles  à leur  position  primitive  ; la  courbe 
S'  a pour  équation,  par  rapport  aux  axes  CKX'  et  C'Y', 
f [kx1,  ky‘)=z 0,  et,  par  rapport  aux  axeé  fixes  OX  et  OY, 

(3)  f[k(x—p),k(y—q)]= 0. 
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Dans  cette  nouvelle  position,  la  courbe  S'  est  homothétique 
à S ; car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0 et  CK  sont  pa- 
rallèles et  dans  le  rapport  constant  k.  L'équation  (3)  repré- 
sente donc  toutes  les  courbes  homothétiques  à la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  similitude. 

361— En  même  temps  que  nous  transportons  l’origine  en 
(K,  faisons  tourner  les  axes  de  l’angle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à la  proposée.  La  courbe  S',  rapportée  aux  axes 
mobiles  OX'  et  (FY',  a pour  équation 
f(kx',  kyl)xsO; 

au  moyen  des  formules  de  transformation , les  axes  étant  sup- 
posés rectangulaires, 

x'=(x — p)  cos  a + {y — q)sin*, 
y1  =—  (x—p)  tin  a + (y—q)  cos  a, 
on  obtient  l’équation  de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes 
Axes  OX  et  OY.  Cette  équation  représente  toutes  les  courbes 
semblables  à la  proposée. 

36Ü— Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

A x’-(-  Bxy  + Cy’  -f  Dx  + Ey  + F=  ü, 

A'x’  + B’.ry  -fC'ÿ  +Ü'y+  EV+F  — 0, 
soient  homothétiques.  L’équation  générale  des  courbes  homo- 
thétiques à la  première  courbe  est 

AtV+Bk’-rÿ+CAV—  (Bk*î-f-2AA*p-Dfc)i—  Kk)y 

-HAiy-fltt’Pî-H'Jsy—  Dkp— Kfc?-f-F)=0. 

En  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 

D t . 0 E , F 

ABC  — B« — 2Ap+k  — BP-2C«+k 
À~  B>— c=  ïr  F * F 

L’élimination  des  trois  paramètres  p,q,  k,  entre  ces  cinq  équa- 
tions, donne  deux  équations  de  condition;  or,  les  deux 
ABC 

premières  équations  — , = |ÿ  — ^7»  ne  renfermant  pas  les 
paramètres  à éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations 
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de  condition.  Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré 
soient  homothétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  soient  proportionnels. 


303—11  reste  à examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 
p,  q,  k sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels,  on  peut  les  rendre  égaux  en 
multipliant  tous  les  termes  de  l’une  des  équations  par  un 
facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 
forme 

(1)  Ax’+  Bxy  + Cÿ’+Dar+Ey + F = 0, 

(2)  Ax*  + B.ry  + Cy,  + D'x-j-E'{H-F'=9. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 


tité B*— 4 AC. 


|o  b«_  4AC=0.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole  ; si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ayant  le  même  coefficient 


B 


angulaire sont  parallèles,  et  par  suite  les  courbes  sont 


homothétiques. 

2°  B1  — 4AC<0.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe , on  transporte  les  axes  parallèlement  à eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (i)  et  (2)  devien- 
nent 

(3)  Ax,-fBa;p-(-Cÿ,+F1=0, 

(4)  Ax’+Bxp  + Cy’+F^O. 

Les  axes  des  courbes,  dont  les  directions  sont  déterminées 
par  l’équation 

to»»2a=r=c’ 

sont  parallèles.  Si  l’on  fait  tourner  les  axes  des  coordonnées  de 
l’angle  a,  les  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  à la  forme 

(5)  Maî*  + Ny,  + F1=0, 

(6)  Ma;»  + Ny,+F1,=0. 
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Les  coefficients  M et  N,  dont  les  valeurs  sont  données  par  les 
relations 

M + N = A + C , 

M— N=  / B*  + (A — C)’, 

ont  le  même  signe  ; pour  que  les  équations  (5)  et  (6)  repré- 
sentent deux  ellipses,  il  faut  que  les  quantités  F,,  F/  soient 
également  de  même  signe  et  que,  de  plus,  ce  signe  soit  con- 
traire au  précédent.  Lorsque  cette  condition  est  remplie , les 

axes  des  deux  ellipses  ayant  le  même  rapport  1/  les 
ellipses  sont  homothétiques. 

3»  B*  — 4 A C > 0.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  hyperbole. 
En  faisant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précé- 
dent, on  arrive  aux  équations  (5)  et  (6)  dans  lesquelles  M et  N 
ont  des  signes  contraires.  Lorsque  F,  et  F',  sont  différents  de 
zéro,  chacune  des  équations  représente  une  hyperbole.  Si  F, 
et  F',  ont  le  même  signe,  les  axes  réels  des  deux  courbes  sont 
parallèles,  et  comme  le  rapport  des  axes  est  le  même,  les 
courbes  sont  homothétiques.  Lorsque  F,  et  F',  ont^les  signes 
contraires,  l’une  des  hyperboles  est  semblable  à la  conjuguée 
de  l’autre.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  courbes  ont  leurs  asymp- 
totes parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  deux  équations 
du  second  degré  ont  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
proportionnels,  et  représentent  deux  courbes,  ces  courbes  sont 
homothétiques  ; cependant,  quand  les  courbes  sont  des  hyper- 
boles, il  peut  arriver  que  l’une  soit  homothétique  à la  conjuguée 
de  l’autre. 

ÉQUATION  GÉNÉRA LK  I>’lNE  ESPÈCE  DE  COURBES. 

304 — On  appelle  courbes  de  même  espèce  les  courbes  com- 
prises dans  une  même  définition  géométrique,  et  qui  ne  dif- 
fèrent les  unes  des  autres  que  par  les  valeurs  attribuées  aux 
paramètres  qui  entrent  dans  la  définition  générale.  L’équation 
générale  des  courbes  de  l’espèce  considérée  est  une  équation  qui, 
dans  un  système  de  coordonnées,  donne  toutes  ces-courbes, 
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quelle  que  soit  leur  posillion  dans  le  plan,  quand  on  attribue 
diverses  valeurs  aux  paramètres  variables  qu'elle  renferme. 
Ainsi,  lorsque  les  axes  fixes  sont  rectangulaires,  l’équation 
générale  de  l’espèce  cercle  est 

(*— «)  ’ + (y—?)’ —r'= 0- 

Cette  équation  renferme  trois  paramètres  variables,  savoir  : 
le  rayon  r et  les  deux  coordonnées  du  centre  a et  £. 

365  — Souvent  on  cherche  d’abord  l’équation  de  la  courbe 
par  rapport  à des  axes  particuliers  que  l’on  choisit  de  manière 
à simplifier  le  calcul;  alors,  pour  obtenir  lequalion  générale, 
on  la  rapporte  à des  axes  fixes  par  une  transformation  de 
coordonnées. 

On  a défini  la  lemniscate  le  lieu  des  points  tels  que  le  pro- 
duit des  distances  de  chacun  deux  à deux  points  F et  F'  soit 
égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  droite  F'F.  Si  l’on  prend  pour 
origine  le  milieu  0/  de  la  droit  F'F,  pour  axes  des  coordonnées 
O'F  et  une  perpendiculaire  à O'F,  et  si  l’on  désigne  par  2c  la 
distance  F'F,  la  courbe,  rapportée  à ces  axes  particuliers  va- 
riables, est  représentée  par  l’équation  (n°  300) 
(af'+yl')'+<lc'(y''  — *')=0. 

On  rapporte  ensuite  la 
courbe  aux  axes  fixes  rectan- 
gulaires OX,  OY,  au  moyen 
des  formules  de  transfor- 
mation 

x!={x— a)cos  «-(-(y— è)s»na, 
!/=— (x— 6)cosa, 
dans  lesquelles  a et  b dési- 
gnent les  coordonnées  du  poinlO'  par  rapport  aux  axes  fixes  et  <* 
l’angle  de  la  droite  O'F  avec  OX.  On  arriveraainsi  aune  équation 
F(x,  y,c,a,b,  a)  = 0 

renfermant  quatre  paramètres  arbitraires,  et  qui  représente 
toutes  les  lemniscates;  c’est  l’équation  générale  de  l’espèce. 

366— L’équation  générale  d’une  espèce  de  courbes,  par 
rapport  à des  axes  fixes,  contient  trois  paramètres  de  plus  que 
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l’équation  des  mêmes  courbes  rapportées  à des  axes  liés  aux 
courbes  d’une  manière  déterminée.  Soit  n le  nombre  total 
des  paramètres,  ou  pourra  toujours  remplacer  ce  système  de 
paramètres  par  un  autre  système,  tel  que  les  variations  de 
trois  d’entre  eux,  ne  fassent  que  déplacer  la  courbe  dans  son 
plan,  tandis  que  les  variations  des  n — 3 autres  changent  sa 
forme  ou  ses  dimensions. 


S9r — Le  nombre  des  points,  et,  en  général,  le  nombre  des 
conditions  nécessaires  pour  déterminer  complètement  une 
courbe  d’espèco  donnée  est  égal  au  nombre  des  paramètres 
arbitraires  que  renferme  l’équation  générale  de  l’espèce. 
Les  remarques  faites,  à propos  des  courbes  du  second  degré 
(n°  274)  sur  les  conditions  multiples  sont  ici  applicables.  Toute- 
fois, il  importe  de  s’assurer  préalablement  que  les  paramètres 
qui  entrent  dans  l’équation  ne  peuvent  être  réduits  à un 
nombre  moindre.  Considérons,  par  exemple,  le  lieu  des  points 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à deux  points  fixes,  dont 
nous  désignerons  les  coordonnées  par  (a,  b),  (a',  b),  soit  con- 
stant et  égal  à k.  Ce  lieu,  qui  a pour  équation 

(l)  (a-ar-Hy-è)’- A* [(*-<*')*  + (y — 6’)*]  = 0, 
est  une  circonférence  de  cercle.  L’équation  (1)  renferme  cinq 
paramètres  ; mais  si  l’on  développe  et  que  l’on  ordonne,  elle 
devient 


a—k'a'  ^b—k'b1  , a*+b'—k'(a,t+b1') 

1 =*r*-2T=Fj'+ \-k' 


=0. 


Trois  des  coefficients  seulement  renferment  les  paramètres; 
si  on  les  représente  par  A,  B,  C l’équation  (2)  prend  la  forme 
(3)  ac*  + y*+ A*+By  + C=0. 

Trois  poinlssuffisent  pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C, 
et,  par  conséquent  la  circonférence.  Si  l’on  veut  ensuite  ob- 
tenir a,  b,  a1,  b1,  k,  on  aura  un  système  de  trois  équations  à 
cinq  inconnues;  il  y aura  indétermination,  et  deux  des  incon- 
nues pourront  être  prises  à volonté;  ceci  signifie  que,  pour 
une  même  circonférence,  on  peut  trouver  une  infinité  décou- 
plés de  deux  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun 
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des  points  de  la  circonférence  à ces  deux  points  fixes  soit  con- 
stant. Si  l’on  donnait  quatre  points,  il  serait,  en  général,  im- 
possible de  déterminer  les  cinq  quantités  a,  b,  a1,  V,  k,  de 
manière  que  le  lieu  représenté  par  l’équation  (1)  passât  par 
ces  quatre  points;  caron  aurait  quatre  équations  auxquelles 
devraient  satisfaire  les  trois  constantes  A,  B,  C.  Dans  Je  cas 
particulier  où  ces  équations  seraient  compatibles,  on  pourrait 
supprimer  le  quatrième  point. 

Supposons  que  la  courbe  soit  algébrique  et  de  l’ordre  m;  l’é- 
quation générale  du  degré  mentre  deux  variables  x et  y,  renfer- 
mant termes,  toute  courbe  de  l’ordre  m est 

déterminée  par^m~^~ * KOT~t~-) — ^ p0|ntg.  si  l’équation  renferme 

Z 

un  plus  grand  nombre  de  paramètres,  un  certain  nombre 
d’entre  eux  pourront  être  pris  à volonté. 

36§ — La  définition  géométrique  d’une  espèce  de  courbes 
indique  elle-même  le  nombre  des  paramètres  arbitraires  que 
renferme  son  équation  générale.  La  définition  du  cercle  exige 
la  connaissance  du  centre,  dont  la  position  est  déterminée  par 
ses  deux  coordonnées,  et  celle  du  rayon, en  tout  trois  constantes 
ou  paramètres  arbitraires.  La  définition  de  la  lemniscate  exige 
la  connaissance  de  deux  points  fixes , ce  qui  fait  quatre  con- 
stantes; pour  l’ellipse,  comme  il  faut  connaître  en  outre  la 
somme  des  rayons  vecteurs , la  courbe  dépend  de  cinq  para- 
mètres. Dans  la  définition  de  la  spirale  d’Archimède  entrent, 
un  pôle,  ce  qui  fait  deux  constantes,  la  position  de  la  droite  à 
l’instant  où  le  mobile  passe  au  pôle,  et  un  rapport,  en  tout 
quatre  constantes.  La  conchoïde  dépend  de  cinq  constantes, 
un  point  fixe  et  une  droite  fixe^  déterminés  chacun  par  deux 
constantes,  et  une  longueur. 

CONDITIONS  DE  SIMILITUDE  DE  DEUX  FIGURES. 

360— Considérons  une  série  de  courbes  de  même  espèce, 
dans  la  définition  desquelles  il  n’entre  qu’un  paramètre  li- 
néaire A,  dont  nous  désignerons  la  mesure  par  a,  et  soit 
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W ffr,y,a)  = 0, 

l’équation  qui  représente  toutes  es  courbes , abstraction  faite 
de  leur  position  dans  le  plan.  Si  l’équation  (1)  a été  obtenue 
sans  spécifier  l'unité  linéaire , elle  est  nécessairement  homo- 
gène par  rapport  à x,  y,  a.  Quand  on  change  le  paramètre 
linéaire  A,  ce  qui  revient,  l’unité  restant  la  même,  à faire 
varier  le  nombre  a , l’équation  (1)  définit  une  série  de 
courbes  homothétiques.  En  effet,  soit  A„  un  paramètre  ayant 
pour  mesure  a0;  à ce  paramètre  correspond  la  courbe  parti- 
culière 

(2)  f(x)y,a0)  = O. 

Les  courbes  homothétiques  à la  courbe  (2),  l’origine  étant  le 
centre  d’homothétie  et  k un  rapport  arbitraire , sont  repré- 
sentées par  l’équation  (n°  360) 

(3)  f (kx,  ky,at)=0. 

Désiguons  par  A,  un  second  paramètre  ayant  pour  mesure 
un  nombre  a, , tel  que  k , l’équation  (3)  pourra  s’écrire 

f(kx,ky,kaù=kmf[x>y>  <*,)  =0, 

ou 

W fi*, y, a,)=o; 

ce  qui  signifie  que  les  courbes  homothétiques  à la  courbe  (2) 
sont  les  diverses  courbes  que  l’on  obtient  en  faisant  varier  le 
paramètre  A. 

370— En  général,  supposons  qu'il  faille  n paramètres 
linéaires  A,  B....  pour  définir  toutes  les  courbes  d’une  même 
espèce,  abstraction  faite  de  leur  position  dans  le  plan;  dési- 
gnons par  a,  b,  c....  les  mesures  de  ces  paramètres  au  moyen 
d’une  unité  arbitraire  ; l’équation  des  courbes  de  l’espèce 
(3)  f(x,y,a,b,....)=0 

sera  homogène  par  rapport  à x,  y,  a,  b, ....  Les  courbes  dé- 
finies par  l’équation  (S)  et  qui  correspondent  à deux  séries  de 
paramètres  proportionnels  A0 , B0, ....  et  A,,  B, , ....,  sont  homo- 
thétiques ; car,  si  l’on  désigne  par  k le  rapport  des  paramètres 
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les  courbes  homothétiques  à la  courbe 

f{x,  y, a0,  fe0, ....)  = O, 
sont  représentées  par  l’équation 

f(kx,ky,  kal,kb„....)=k"‘f(x,y,al,bi )=0, 

ou 

f(x,  y,  a,,  bt,  ....)  = 0. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  la  courbe,  abstrac- 
tion faite  de  sa  position  dans  le  plan  est  définie  par  une  seule 
longueur,  toutes  les  courbes  de  l'espèce  sont  semblables.  Ainsi, 
le  cercle  étant  défini  par  son  rayon,  la  parabole  par  la  distance 
du  foyer  à la  directrice , la  lemniscate  par  la  distance  des 
foyers,  la  spirale  d’Archimède  par  la  longueur  que  parcourt  le 
mobile  sur  la  droite  pendant  une  révolution  de  cette  droite, 
toutes  les  circonférences  sont  semblables , et  de  même  toutes 
les  paraboles,  toutes  les  lemniscates,  etc. 

L’ellipse  étant  définie  par  les  deux  axes,  la  condition  de  si- 
militude de  deux  ellipses  est  que  ces  axes  soient  proportionnels, 
comme  nous  l’avons  déjà  reconnu  au  n°  363.  Il  en  est  de 
même  de  deux  hyperboles. 


CHAPITRE  VI 

De»  Problème»  déterminé». 

371— Pour  mesurer  les  grandeurs  d’une  certaine  espèce, 
on  les  compare  à une  grandeur  de  même  espèce,  prise  pour 
unité,  et  on  les  représente  ainsi  par  des  nombres.  On  conçoit 
par  là  comment  les  questions  d’un  ordre  quelconque,  et  en 
particulier  les  questions  géométriques,  peuvent  se  ramener  à 
des  questions  de  nombres,  et  comment  une  relation  entre  les 
grandeurs  d'une  figure  n’est  autre  chose  qu’une  équation  en- 
tre les  nombres  qui  les  mesurent. 

Avant  l’invention  de  Descartes,  chaque  problème  de  géo- 
métrie se  résolvait  par  un  procédé  spécial  ; la  représentation 
des  figures  par  des  équations  donne  une  méthode  uniforme, 
applicable  à toutes  les  questions  géométriques.  En  effet,  si 
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l’on  suit  pas  à pas  l’énoncé,  on  voit  qu'il  s’agit  de  mener  des 
lignes  d’après  certaines  conditions;  ces  lignes,  par  exemple,  de- 
vront passer  par  des  points  déterminés,  être  perpendiculaires  ou 
tangentes  à d’autres  lignes.  Or  si,  au  fur  et  à mesure,  on  cher- 
che les  équations  de  toutes  ces  lignes,  la  vérification  du  théo- 
rème ou  la  détermination  des  inconnues  du  problème,  sera 
évidemment  ramenée  à une  simple  question  algébrique.  C'est 
ainsi  que  l’on  a opéré  dans  l’élude  de  la  ligne  droite  et  des 
courbes  du  second  degré.  Mais  cette  méthode  n’est  pas  tou- 
jours la  plus  simple,  et,  dans  beaucoup  de  cas,  il  vaut  mieux 
recourir  à des  procédés  particuliers. 

Quelquefois  les  théorèmes  de  la  Géométrie  élémentaire  don- 
nent immédiatement  les  équations  nécessaires  pour  résoudre 
la  question. 

Exemple.—  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  la  surface  et  le  périmètre. 

En  représentant  par  a le  périmètre,  par  S la  surface,  par 
x et  y les  deux  côtés  de  l’angle  droit,  et  par  z l’hypoténuse, 
on  a de  suite,  au  moyen  de  deux  théorèmes  simples,  les  trois 
équations 

1x  + y+z=a, 
x'+y'=z\ 

*y=i  S, 

suffisantes  pour  la  détermination  numérique  des  inconnues. 
Par  une  combinaison  convenable,  on  trouve  que  z = — S 
et  que  a:  et  y sont  les  racines  de  l’équation  du  second  degré 

(2)  «*”-— rr— - «+2S  = 0- 
2 a 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  t°  que  l’on  ait 
a’>tS;  2°  que  les  racines  de  l'équation  (2)  soient  réelles  et 
positives.  Or,  ces  racines  ne  peuvent  être  réelles  sans  être 
positives,  puisqu’elles  sont  de  même  signe  et  que  leur  somme 
est  positive.  Si  donc  on  a en  même  temps 

a‘>4 S,  (a*  + 4S)’>32a’S, 
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la  question  admet  une  solution  et  une  seule.  La  dernière  iné- 
galité peut  se  mettre  sous  la  forme 

16  [s — ^(3+2  |/îj]  [s-^’(3-VT)]>0, 

et  pour  qu’elle  soit  compatible  avec  la  première  on  doit 
avoir 

S<T(3- 

Ainsi  parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre 
a,  le  plus  grand,  a une  surface  égale  à 

S = -£(3-*,/i). 


3 Z* — Souvent  on  ne  connaît  pas  de  relation  immédiate 
entre  les  éléments  de  la  figure  qui  entrent  dans  l’énoncé  ; on 
emploie  alors  une  ou  plusieurs  inconnues  auxiliaires  que  l’on 
choisit  dans  la  figure,  de  manière  qu’il  existe  des  relations 
connues  entre  elles  et  les  quantités  proposées.  Après  avoir 
établi  un  nombre  suffisant  d’équations,  on  pourra,  si  l’on 
veut,  éliminer  les  inconnues  auxiliaires,  et  obtenir  de  la  sorte 
des  équations  qui  ne  renferment  plus  que  les  données  et  les 
inconnues  cherchées. 


Exemple.— On  demande  la  diagonale  BD  d’un  quadrilatère 


inscrit  ABCD  dont  on  connaît  les  quatre 
côtés. 

Représentons  par  a,  b,  c,  d les  quatre 
côtés,  par  x la  diagonale  cherchée,  et 
prenons  pour  inconnues  auxiliaires  les 
deux  angles  opposés  A et  G,  qui  sont  sup- 
plémentaires, on  a les  trois  équations 
* = a’-f  d'—  ‘iadcosA, 


x'^b'+c* — ibccos  C, 


A + C=  iT  ou  cos  A = — cosC, 


qui,  par  l’élimination  de  A et  C,  donnent 
x*  (ad+bc) = ad  (b'+c^+bc  (a  «+d  ’)  = (ac+bd)  ( cd+ab ) ; 
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ou  trouverait  pareillement  pour  l’autre  diagonale 
y*  (ab+  cd)  = ( ac+bd ) ( ad+bc ) , 

d’où 


x*//,=(ae+bd),,  xy=.ac-\-ab 
et 

x’ (cd+ab)*  x cd+ab 

y'  (ad+bc)'  ’ y ad+bc 

Il  en  résulte  que,  dans  un  quadrilatère  inscrit,  le  produit 
des  diagonales  est  égal  à la  somme  des  produits  des  côtés  op- 
posés ; que  le  rapport  des  diagonales  est  égal  au  rapport  des 
sommes  des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux  extrémités 
de  chacune  d’elles. 


DES  DIFFÉRENTS  CAS  D’UNE  MÊME  QUESTION. 

373 — Lorsqu’une  question  géométrique  présente  plusieurs 
cas  différents  on  considère  chacun  d’eux  comme  une  ques- 
tion particulière,  et,  faisant  la  figure  qui  s’y  rapporte,  on  met 
le  problème  en  équation.  Ordinairement  les  divers  systèmes 
d'équations  obtenus  de  la  sorte  se  ramènent  à un  seul  par 
l’emploi  des  quantités  négatives. 

Exemple  I. — Par  un  point  M mener  une  droite  telle  que  la 

partie  interceptée 
entre  les  deux 
droites  données 
AA’,  BB'  ait  une 
longueur  donnée. 

Appelions  6 l’an- 
gle des  deux  droi- 
tes dans  lequel  est 
situé  le  point  M, 
a et  b les  coordon- 
nées de  ce  point 
par  rapport  aux 
deux  droites,  x et 
y les  coordonnées 
des  points  où  la  droite  cherchée,  qui  peut  avoir  les  diverses 
positions  P.MQ,  MP"Q",  MQ’"P'",  rencontre  les  axes  des  coor- 
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données;  l’équation  de  cette  droite  sera,  en  désignant  parX 

et  Y les  coordonnées  courantes, 

* + !=., 

x y 

et  puisqu’elle  doit  passer  au  point  M on  a la  relation 
a h 

— | =1,  ou  yx  — ay  — bx  = 0. 

x y 

D’autre  part  la  longueur  l s’exprime  par  la  formule 
!*=x*+y’— ■ îxycos  0. 

Ainsi  les  deux  équations 

lxy—ay—bx=0, 
ix*+y’ — 2xyco$0  — l', 

au  moyen  des  conventions  faites  sur  les  signes  des  coordon- 
nées, résolvent  tous  les  cas  du  problème.  L’élimination  de 
l’une  des  inconnues  conduit  à une  équation  du  quatrième 
degré. 

Si  le  point  M est  situé  sur  la  bissectrice  de  l’angle  AOB,  c’est- 
à-dire  si  ses  coordonnées  a cl  6 sont  égales,  l’équation  du  qua- 
trième degré  se  ramène  à des  équations  du  second  degré  ; mais 
dans  ce  cas  il  vaut  mieux  opérer  de  la  manière  suivante  : Les 
équations  (t)  deviennent 

xy  — a[x  + y)  = 0, 


0 

(*+y)’  — ixycos'—=i  1’; 

on  en  lire 

/ 9 / Q 

x + y—^acos'  — ±-  y 4a,cos‘— -f 

(2)  , 

0 y 9 

xy—ia'cos'—  ±a  y 4 a,cosl‘—  + lt. 

Les  inconnues  x et  y sont  donc  les  racines  de  deux  équa- 
tions du  second  degré.  Celle  que  l’on  obtient  en  prenant  le 
radical  avec  le  signe  — clans  les  formules  (2)  a toujours  scs 
racines  réelles,  puisque  le  produit  xy  est  négatif,  elle  donne 
les  deux  solutions  MIV/Q/',  MQ/"P///,  qui  existent  toujours.  Si 
l’on  prend  le  même  radical  avec  le  signe  +,  on  trouve  pour 
condition  de  réalité  des  deux  racines  qui  sont  alors  posi- 
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tives,  . Comme  la  diagonale  CD  a une  longueur 

. . 9 

égalé  à 2 a sin  -,  celle  condition  est  />2CD.  11  en  résulte 

que  la  plus  petite  corde  que  l’on  puisse  tracer  par  le  point  M 
dans  l’angle  AOB  est  la  corde  P„Q,  parallèle  à CD  et  égale  à 
2CD.  Si  la  longueur  l est  plus  grande  que  ce  minimum,  on 
aura  deux  solutions,  PQ,  P'Q7,  symétriquement  placées  par 
rapport  à P„0„. 

Exemple  IL— Par  un  point  M mener  une  droite  telle  que  le 
triangle  formé  par  cette  droite  et  deux  droites  fixes  AA',  BB' 
ait  une  surface  donnée. 

Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  problème  pré- 
cédent et  appelons  S la  surface  donnée;  on  a dans  tous  les  cas 
xy — ay  — bx  = 0. 

Si  la  droite  occupe  la  position  PMQ,  la  surface  S a pour  valeur 

_ xysin  9 
2 ' 

tandis  que  dans  les  deux  autres  cas  on  a 

o_  xytinü 
i — • 

Les  solutions  du  premier  cas  sont  donc  données  par  le 
système  t 

Ixy — ay—bx= 0, 

c xysin  9 

2 > 

celles  des  deux  autres  cas  par  le  système 
xy — ay — bx—0: 

(2)  c xysin  d 

s—  2 » 

Les  solutions  du  second  système  sont  toujours  réelles.  Quant 
à celles  du  premier,  la  condition  de  réalité  est  S^Vabsin  9,  il 
en  résulte  que  le  triangle  minimum  formé  dans  l’angle  AOB 
est  déterminé  par  la  corde  partagée  en  deux  parties  égales  au 
point  M.  Si  la  surface  S est  plus  grande  que  le  minimum,  on 
a deux  solutions  PQ,  P'Q'. 
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374 — Souvent  les  équations  du  problème  admettent  plus 
de  systèmes  de  solutions  réelles  que  n’en  comporte  l’énoncé; 
on  cherche  alors  à modifier  ce  dernier , de  telle  sorte  que 
chaque  solution  des  équations  corresponde  à un  cas  du  pro- 
blème ; c’est  ce  qu'on  appelle  généraliser  l’énoncé. 

Exemple  I. — Partager  une  droite  donnée  AB  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

Soit  a la  longueur  donnée  AB,  x le  plus  grand  segment  AM, 
on  a 

(1)  x*=a(a— x)  , 


ou  , „ 

x'  + ax— a =0. 

Cette  équation  a deux  racines  réelles  de  signes  contraires  ; 

cependant  le  problème, 

. . • tel  qu'il  est  proposé,  n’ad- 

M'  A 

met  qu  une  solution,  qui 
Fi  110>  correspond  à la  racine 

positive  de  l’équation.  Si  l’on  désigne  par  x la  racine 
négative,  cette  valeur  vérifie  la  relation 

(a+a^)  ; 

on  voit  que  si  l’on  prend  la  distance  M A est  moyenne 

proportionnelle  entre  M B et  AB.  Si  donc  on  convient  de  por- 
ter la  racine  positive  à partir  de  A dans  la  direction  AB  et  la 
racine  dans  la  direction,  opposée  l’équation  (1)  résout  la  ques- 
tion suivante  : Trouver  sur  la  droite  indéfinie  AB  un  point 
tel  que  sa  distance  au  point  A soit  moyenne  proportionnelle 
entre  sa  distance  au  point  B et  la  longueur  AB. 

Exemple  II. — Circon- 
scrire à un  cylindre  un 
cônedonllc  volume  soit 
égal  à un  volume  don- 
né V. 

Désignons  par  r le 
rayon  de  la  base,  par 
h la  hauteur  du  cylindre 
n 4(1  donné,  par  x la  hauteur 

OM,  par  y le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a 
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(») 


y _ r 
x x — h’ 

v =y 


ou  y 


d’où,  par  l’élimination  de  y, 


r x 

x—h’ 


(2)  .r’  — 


3 V 

itr* 


(x—h)'=  0. 


Celle  équation  ne  peut  pas  avoir  de  racines  négatives;  elle  a 
toujours  une  racine  positive  comprise  entre  0 et  h,  qui  ne 
convient  pas  à la  question  proposée;  ainsi  lorsque  la  question 
proposée  a une  solution  les  trois  racines  de  l’équation  (2)  sont 
réelles.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  est 


* f*h. 

4 

Lorsque  le  volume  donné  est  plus  grand  que  le  volume 

9 

— itr’A,  l’équation  admet  une  racine  comprise  entre  h et  3h, 
4 

une  autre  plus  grande  que  3 h)  ces  deux  racines  donnent  deux 
solutions  de  la  question.  Lorsque  le  volume  donné  est  égal 

9 

à | irr’A  , les  deux  racines  deviennent  égales  à 3A  et  les  deux 
cônes  se  confondent.  Le  cône  circonscrit  minimum  a pour 
volume  —vr'  h. 

Soit  x'  la  racine  comprise  entre  0 et  h,  — y1  la  valeur  néga- 
tive de  y correspondante,  les  équations  deviennent 

t/  = ^,  V=iAÿ'V; 

or,  si  l’on  prend  0M'=o/  et  que  l’on  mène  la  droite  BM,  on 
trouve  y/=01w,  par  suite  est  le  volume  engendré  par 

t) 


la  rotation  du  triangle  rectangle  M'OP'  autour  de  OU'.  Ainsi 
l’équation  (2),  par  ses  trois  racines,  résout  laquestion  suivante: 
Étant  donnés  un  cercle  BB',  un  plan  AA',  parallèle  au  plan  du 
cercle,  et  la  liyne  droite  OM  perpendiculaire  aux  deux  plans  et 
passant  par  le  centre  du  cercle,  trouver  sur  cette  liyne  droite 
iik.  22 
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un  point  tel  qu'en  le  prenant  pour  sommet  dun  cône  dont  la 
directrice  serait  la  circonférence,  le  volume  compris  entre  le 
sommet  et  le  plan  AA'  soit  égal  à un  volume  donné. 

375 — En  général  les  conditions  d’un  problème  sont  tra- 
duites algébriquement  par  un  certain  nombre  d’équations  et 
d’inégalités  simultanées  ; tout  système  de  valeurs  réelles  qui 
satisfont  à la  fois  aux  équationsct  aux  inégalités  donne  une  so- 
lution de  la  question.  Dans  les  exemples  qui  précèdent,  on  a 
vu  que  l’on  pouvait  transformer  l’énoncé  de  manière  à lui  don- 
ner toute  l’étendue  des  équations,  de  manière,  par  conséquent, 
à supprimer  les  inégalités.  Les  équations  sont  de  la  sorte  la 
traduction  fidèle  du  nouvel  énoncé,  et  tout  système  de  valeurs 
réelles  qui  satisfont  à ces  équations  donne  une  solution  de  la 
question  ainsi  transformée.  Mais  cette  généralisation  n’est  pas 
toujours  facile,  et  pour  l’opérer,  il  faudrait  souvent  faire  subir 
à l’énoncé  des  modifications  très-considérables  qui  chan- 
geraient en  quelque  sorte  la  nature  de  la  question. 

Exemple  I. — Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  manière 
que  le  volume  du  segment  soit  égal  au  volume  du  cône  qui 
aurait  pour  base  la  base  du  segment  et  pour  sommet  le  centre 
de  la  sphère. 

Soit  x la  distance  du  centre  au  plan  sécant:  le  volume  du 
. t 

cône  sera  — nx[r'  — x ’),  celui  du  seg- 

u 

ment,  qui  doit  être  la  moitié  du  secteur, 
— itr’(r — x );  d’où  l’équation 

u 

ar(r* — x*)=rt(r — x), 
ou 

(I)  (x — r)(x’-(-rx — r’)=0. 

Fig.  £i3.  La  longueur  x doit  être  comprise  entre 
0 et  r,  c’est-à-dire  qu’à  l’équation  précédente  il  faut  joindre 
les  inégalités 

0<x<Zr. 

L’équation  (t)  a d’abord  une  racine  égale  à r;  elle  donne  un 
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segment  et  un  cône  nuis  ; si  on  en  fait  abstraction,  l’équation 
se  réduit  au  second  degré 

(2)  #’  + rx—  r’=0. 

Cette  équation  est  celle  que  l’on  obtient  quand  on  veut  par- 
tager le  rayon,  en  moyenne  et  extrême  raison,  de  façon  que  le 
plus  grand  segment  parle  du  centre.  Elle  a une  racine  posi- 
tive plus  petite  que  r et  une  racine  négative  numériquement 
plus  grande  que  r;  à-la  première  correspond  une  solution  de 
la  question  ; quant  à la  seconde,  elle  donne  un  plan  sécant 
qui  ne  rencontre  pas  la  sphère  ; donc,  en  se  bornant  à ce  corps, 
il  n’y  a pas  lieu  de  chercher  une  généralisation  de  l'énoncé 
primitif. 

Exemple  II. — Couper  une  sphère  de  rayon  r par  un  plan, 
de  manière  que  le  volume  du  segment  obtenu  soit  égal  à celui 
d’une  sphère  de  rayon  a. 

Supposons  le  plan  sécant  perpendiculaire  au  diamètre  AA'; 
appelons  x la  distance  OM  du  centre  à ce  plan,  prise  avec  le 
signe  + ou  le  signe  — , suivant  quelle  est  portée  sur  OA  ou 
sur  OA'.  En  évaluant  le  volume  du  segment,  on  a,  dans  tous 
les  cas,  l’équation 

4 2 ir 

-ira»  = - itr’fr- x)  — ~x(r*— «*), 
ou 

(1)  *»— 3r*aH-2(r5— 2aa)=0, 

à laquelle  il  faut  joindre  les  inégalités  — r<Xr. 

L’équation  a une  racine  positive  plus  grande  que  r qui 
ne  convient  pas  à la  question.  Comme  o est  plus  petit  que  r, 
elle  a une  racine  négative  numériquement  plus  grande  que 
r,  qui  ne  convient  pas  non  plus  à la  question.  La  troisième 
racine  comprise  entre  — r et+r,  donne  la  solution  de  la  ques- 
tion. 

Pour  avoir  un  énoncé  tel  qu’à  toute  racine  réelle  de  l’équa- 
tion corresponde  une  solution,  il  faudrait  employer,  concur- 
remment avec  la  sphère,  un  autre  corps,  l’hyperboloide  de 
révolution  à deux  nappes. 
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Exemple  III. — Trouver  une  circonférence  telle  qu’en  portant, 
à partir  de  l’un  de  ses  points,  trois  cordes  données  à la  suite 
l'une  de  l’autre,  mais  dans  un  sens  quelconque,  on  arrive  au 
point  diamétralement  opposé. 

Appelions  x le  rayon  cherché,  2 a,  26,  2c  les  trois  cordes 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  a>6>c;  2»,  2p,  2y  les  an- 
gles au  centre  correspondants,  angles  positifs  ou  négatifs, 
suivant  que  les  cordes  sont  portées  dans  un  sens  ou  dans  l’au- 
tre, on  a 

(1)  a = — xsin<i,  b=—xsin p.  c=±x  sinq , 

(2)  «+p  + T=^; 

a <.x<  a + 6 + c. 

L’équation  (2)  donne 

sin'a  +si»’p  + stn  y’  + isjn  asinpsinq — 1=0; 

d’où 

x ' — (a*  + 6’+  c*)  arT2a6c=0. 

Cette  dernière  se  décompose  en  deux  équations  qui  ont  leurs 
racines  égales  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires;  il 
suffit  de  considérer  l’une  d’elles 

(4)  x 5 — («‘-(-ô'+c’) x — 2a6c=0. 

L’équation  (4)  a:  t°une  racine  positive  comprise  entre 


a et  a-f-6-f-c;  2»  une  racine  négative  comprise  entre— a et 
— (a-f-6+c);3°uneracine  négative  comprise  entre  0 et — c.  Cette 
dernière  doit  être  rejetée;  les  valeurs  absolues  des  deux  pre- 
mières racines  donnent  deux  cercles  satisfaisant  à la  question. 
Dans  le  cercle  qui  correspond  à la  première,  les  trois  cordes 
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sont  portées  dans  le  môme  sens,  et  dans  celui  qui  conrspond 
«à  la  seconde,  les  deux  plus  grandes  cordes  sont  portées  dans 
le  même  sens,  et  la  plus  petite  en  sens  contraire;  l’ordre  dans 
lequel  on  porte  les  cordes  est  d’ailleurs  indifférent,  et  il  n’y  a 
que  ces  deux  combinaisons  possibles. 

37® — Quelquefois  la  multiplicité  des  racines  de  l'équation 
finale  provient,  non  pas  de  ce  que  la  question  admet  plusieurs 
solutions,  ou  qu’il  entre  dans  l’équation  des  racines  étran- 
gères à la  question,  mais  de  ce  que  les  équations  du  problème 
renferment  les  inconnues  symétriquement,  c’est-à-dire  ne 
changent  pas  lorsqu’on  permute  ces  inconnues  ; alors  l’équa- 
tion finale,  étant  la  môme  pour  ces  diverses  inconnues,  les 
renferme  toutes,  et  doit  être  par  conséquent  d’un  degré  au 
moins  égal  à leur  nombre.  Le  problème  du  n°  371  présente 
cette  circonstance,  les  équations  sont  symétriques  par  rapport 
à x cl  ij,  aussi  on  a trouvé  que  ces  deux  inconnues  étaient  ra- 
cines d’une  même  équation  du  second  degré. 

Exemple. — Déterminer  les  côtés  x,  y,  z,  d'un  triangle,  con- 
naissant sa  surface  S,  le  rayon  r du  cercle  inscrit,  et  le  rayon 
K du  cercle  circonscrit. 

Les  équations 

x + y + z = 2p , 
p (p — T)  ( p— y ) (p— s) = s *, 
pr= S, 
xyz  =4RS, 

X<P,  y<p,  z<p, 

obtenues  au  moyen  de  l’inconnue  auxiliaire  p qui  désigne  le 
demi-périmètre,  étant  symétriques  par  rapport  à x,  y,  z,  con- 
duisent à une  équation  finale  qui  sera  au  moins  du  troisième 
degré,  et  qui,  par  ses  diverses  racines,  donnera  les  valeurs  des 
trois  inconnues. 

En  effet,  de  la  première  et  de  la  troisième,  on  déduit 

L , — 2S 

x +y+s — — ; 
de  la  seconde,  développée, 


Digitized  by  Google 


342 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

a^H-y5+3*=r,+4Rr+ 

On  connaît  ainsi  la  somme  des  produits  des  côtés  combinés, 

un  à un,  deux  à deux,  trois  à trois;  ces  côtés  sont  donc  les 

racines  de  l’équation  du  troisième  degré 

2S  f S’\ 

(1)  u* —u»  + ( r*  + 4Rr  + — J u— 4RS  = 0. 

Cette  équation  n’a  pas  de  racines  négatives;  en  l’écrivant 
sous  la  forme 

(2)  u (u— ^ +4Rr  (u— -^)+r,u=0, 

S s 

on  voit  que  - est  une  limite  supérieure  des  racines  ; or 

est  la  demi-somme  des  racines  ; donc  si  la  condition  de  réa- 
lité est  satisfaite,  chacune  d’elles  étant  plus  petite  que  la 
demi-somme  des  trois  ou  plus  petite  que  la  somme  des  deux 

2S 

autres,  le  triangle  sera  possible.  Si  l’on  pose  u=u'-(-—  , le 

• üf 

second  terme  disparaît,  et  l’équation  devient 

(3)  — g;_r’  — 4Rr)  vf  + r- *r)=0. 

La  condition  de  réalité  est 

(4)  S 1 — r *(4 R 1 + 20  R r—  2 r*) S*+  r‘(r+4R)*<0. 

Le  premier  membre  étant  un  trinôme  du  second  degré  en  S’, 
les  deux  racines  de  l’équation  obtenue,  en  égalant  ce  trinôme 
à zéro,  doivent  être  réelles,  sans  quoi  le  trinôme  serait 
constamment  positif;  désignons  ces  deux  racines  par  S'1  et 
S"»,  on  a 

S',=r*[2R’+  tORr— r’+  2(R— 2r)  v¥i,R— 2r)], 
S"'=r*[2  R •+ 1 0 R r—  r »— 2 (R— 2 r)  / R (R — 2r)]. 
Quand  ces  quantités  sont  réelles,  elles  sont  nécessairement 
positives.  La  condition  (4)  se  transforme  dans  les  suivantes 
R>2r,  S'>S>S". 

Ainsi,  dans  tout  triangle,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est 
supérieur  ou  égal  au  double  du  rayon  du  cercle  inscrit. 
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Lorsque  R=2r,  la  condition  de  réalité  devient 
(S‘  — 27r‘)*^;0, 
ce  qui  exige  que  l’on  ait 

S<t3r*  /3; 

si  elle  est  satisfaite,  l’équation  (t)  se  réduit  à 

us  — 6 /3ru’+  3Cr’u  — 2i/3r3=0, 
ses  trois  racines  son  égales  à 2 /3F,  et  le  triangle  est  équila- 
téral. 


CONSTRUCTION  DES  FORMULES. 

377 — En  résolvant,  si  cela  est  possible,  les  équations 
d’un  problème,  on  obtient  des  formules  qui  indiquent  les 
opérations  arithmétiques  qu'il  faut  effectuer  sur  les  nombres 
qui  mesurent  les  grandeurs  connues  pour  avoir  les  valeurs 
numériques  des  inconnues.  Mais  ne  pourrait-on  pas  déduire 
de  chaque  formule,  ou  même  de  chaque  équation,  une  con- 
struction graphique  propre  à donner,  non  plus  la  valeur  nu- 
mérique de  l’inconnue,  mais  l’inconnue  elle-même  ? En  un 
mot,  est-il  possible  de  remplacer  les  opérations  numériques 
par  des  opérations  graphiques?  Dans  la  Gébmétrie  élémentaire, 
on  ne  considère  que  les  constructions  qui  peuvent  être  effec- 
tuées au  moyen  d’un  nombre  limité  de  lignes  droites  et  de  cer- 
cles, et  qui,  par  conséquent,  n’exigent  que  l’emploi  de  la  règle 
et  du  compas.  Comme  le  cercle  est  la  plus  simple  des  courbes 
et  la  plus  facile  à décrire,  les  anciens  géomètres  attachaient 
beaucoup  de  prix  à ces  sortes  de  constructions;  d’un  autre 
côté,  ignorant  l’analyse  algébrique,  ils  manquaient  de  moyens 
pour  décider  si  la  question  qu’ils  avaient  en  vue  est  suscep- 
tible d’une  solution  de  ce  genre,  et  ce  n’est  qu’après  avoir  fait 
bien  des  efforts  inutiles  qu’ils  se  décidaient  enfin  à recourir  à 
d’autres  courbes.  Leurs  recherches  ont  rendu  célèbres  cer- 
tains problèmes  que  l’on  démontre  aujourd’hui  ne  pouvoir 
être  résolus  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Tels  sont  les 
problèmes  de  la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  de  l’an- 
gle, etc. 

Nous  supposerons  que  l’inconnue  est  une  ligne  droite  ; 
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quand  l’inconnue  est  une  surface  ou  un  volume,  on  la  repré- 
sente par  a tou  a'x,  a étant  une  ligne  prise  arbitrairement, 
la  construction  de  la  ligne  x donne  un  rectangle  ou  un  paral- 
lélipipède  équivalents  à la  surface  ou  au  volume  cherché.  La 
détermination  d’un  angle  donné  par  une  de  ses  lignes  trigo- 
nométriques  se  ramène  aussi  à celle  d’une  droite.  Nous  sup- 
poserons encore  que  toutes  les  lettres  désignent,  ainsi  que  x, 
des  lignes  droites. 

La  formule  doit  êlre  homogène  et  du  premier  degré,  elle 
peut  d’ailleurs  être  entière,  rationnelle  ou  irrationnelle. Quand 
elle  est  entière,  elle  a la  forme 

x —a — b 4-  c 

et  la  longueur  x s’obtient  en  portant  à la  suite  l'une  de  l'autre, 
dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  les  longueurs  a,  b,  c. 


378 — Monôme  rationnel.— Considérons  d’abord  la  formule 

a b 

c 

L’inconnue  est  une  quatrième  proportionnelle  que  l’on  con- 
struira par  deux  parallèles  ou  par  un  cercle. 

Soit  maintenant 


abcd  a 

x—  — r— , ou  x — 


b cd 

X 77  X - 
b & 


a,bl&  a‘ 

L'inconnue  x s’obtiendra  par  une  série  de  quatrièmes  propor- 
tionnelles, 

bf  ap 


cd 

Y’ 


1/ 


Par  la  construction  précédente  un  monôme  du  degré  m 

— f se  ramènera  a la  forme  ai ..../,  ou  encore  a 

ave 

celle-ci  X"1-1  l,X  étant  une  ligne  quelconque  et  t une  ligne 
déterminée  par  la  formule 

ai I 

1 X"1-' 


379— Fonction  rationnelle.— Considérons  la  formule 
_A  — 11  + C 
X A'+B'— C” 
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dans  laquelle  A,  B,  C désignent  des  monômes  du  degré 
A',  B',  C'  des  monômes  du  degré  m.  Ou  ramène  d’abord  cha- 
cun de  ces  monômes  aux  formes  simples 

X“a,  \mb,  \mc, Xm_,<j',  V"-1  b! , X*-1  d , 

et  l’on  a 

__  X (a — 6 + c) X a 

x ~ o!-\-bl—d  ~ y 

L’jnconnuex  s’obtient  par  une  quatrième  proportionnelle  à 
P>  “> 

Si  la  fraction  était  du  degré  m,  les  opérations  qui  précèdent 
la  ramèneraient  à la  forme 

Xm-I  J^L  = Xm~'  (' 

P 

380 — Formule  irrationnelle  du  second  degré.  — Soit 
d’abord  l’équation 

, - a x 

r x b 

L’inconnue  x est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les 
lignes  a et  6;  on  l’obtient  par  un  triangle  rectangle  ou  par 
une  tangente  au  cercle. 

Lorsque  le  radical  porte  sur  une  fonction  rationnelle  du 
degré  m,  on  le  ramène  à la  forme 

M-9 

/ X™-1  t = y X"'-JXl  — X * X. 

Considérons  maintenant  une  formule  irrationnelle  du  second 
degré  dans  laquelle  nous  supposons  que  les  quantités  réunies 
par  le  signe  + ou  le  signe  — sont  homogènes  et  du  même 
degré.  Pour  plus  de  clarté  nous  imaginerons  la  valeur  de  x 
ramenée  à la  forme 


N 


N et  D désignant  des  fonctions  dans  lesquelles  n’entre  pas  le 
signe  de  la  division  ni  d’exposant  fractionnaire  on  négatif;  on 
peut  supposer  aussi  qu’il  n’v  a pas  de  produit  de  deux  radi- 
caux ni  de  produit  d'un  radical  par  une  quantité  entière.  Pour 
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obtenir  la  valeur  du  numérateur  N,  il  faut  effectuer  certaines 
opérations  dans  un  ordre  déterminé;  le  premier  signe  radical 
porte  sur  une  expression  entière,  on  le  ramènera  à la  forme 

m 

X*  u ; si  cette  quantité  doit  être  ajoutée  à d’autres,  on  rame* 
nera  celles-ci  à la  même  forme  et  par  suite  aussi  leur  somme. 
Un  nouveau  signe  radical  peut  porter  maintenant,  soit  sur  une 

quantité  entière,  soit  sur  une  quantité  affectée  de  l’exposant^, 
m étant  impair.  Dans  tous  les  cas,  on  ramènera  le  radical  à 

tt» 

la  forme  X * e ; on  ajoutera  ce  terme  à d’autres  de  même  forme, 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que  le  numérateur  N prendra  la 
v 

forme  X t.  lien  sera  de  même  du  dénominateur  D;  l’in- 
connue x étant  du  premier  degré,  on  l’obtiendra  par  une  qua- 
trième proportionnelle. 

On  démontre  que  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  sur  la 
composition  de  la  formule  sont  nécessaires  pour  qu’elle  soit 
homogène. 

Ainsi,  toute  expression  homogène  du  premier  degré,  com- 
posée d’une  manière  quelconque,  au  moyen  des  signes  d'opéra- 
tions simples,  addition,  soustraction,  multiplication,  division, 
élévation  à une  puissance  entière,  racine  carrée;  en  un  mot, 
toute  expression  irrationnelle  du  deuxième  degré  peut  être 
construite  au  moyen  d’un  nombre  limité  de  lignes  droites  et 
de  cercles. 

On  démontre  aussi  que  les  expressions  de  celte  nature  sont 
seules  susceptibles  d’être  construites  de  la  façon  indiquée;  mais 
cette  démonstration  ne  peut  trouver  place  ici.  Ainsi,  par  exem- 
ple, le  côté  x du  cube  double  d’un  autre  dont  le  côté  est 
a,  côté  donné  par  la  formule 

x=  /ta", 

ne  peut  pas  s’obtenir  par  la  règle  et  le  compas;  il  en  est  de 
même,  en  général,  des  racines  des  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré,  puisqu’il  entre  des  radicaux  cubiques 
dans  l’expression  de  ces  racines. 
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381— Remarqies. — Les  seules  opérations  élémentaires  ab- 
solument indispensables  pour  la  construction  d’une  formule 
irrationnelle  du  second  degré  sont  celles  qui  déterminent  les 
quatrièmes  proportionnelles  et  les  moyennes  proportionnelles. 
Dans  certains  cas,  on  peut  arriver  plus  rapidement  au  résultat. 
Ainsi  les  formules 

x = r/a1 — (j«, 

se  construisent  directement  au  moyen  du  théorème  du  carré 
de  l’hypoténuse;  la  première  représente  l’hypoténuse  d’un 
triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l’angle  droit  sont  a et  b; 
la  seconde  un  côté  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle  dont 
l’autre  côté  est  b et  l’hypoténuse  a. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière,  par  une  suite  de  trian- 
gles rectangles,  la  valeur  de  l’expression 

x=/at — ô»+  c'+d* 

Soit  encore  la  formule 

_ 2 a ’ 6’+2  6 5 c’-f  2 ’ c * a *— a'—b'—c * 

T a8-(-a’6 — ab' — 68 

L’application  du  procédé  général  serait  fort  longue,  mais 
si  l’on  observe  que  la  valeur  de  x peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(a-f  ft+r)  (n-f-6— r)  (a-f  c — 6)  (b+r — a) 

X—  ( a+b )'  (a— b) 

on  arrivera  très-promptement  au  résultat. 

383 — lorsqu’on  veut  obtenir  les  inconnues  d’un  pro- 
blème, il  importe  de  combiner  de  la  manière  la  plus  simple 
les  opérations  graphiques  élémentaires  propres  à conduire 
au  résultat. 

Exemple  I . — Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison  (n°  37-i). 

Il  faut  construire  les  racines  x'  et — xf‘  de  l’équation 
x'-\-ax  — a’  = 0, 

d’où 
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Au  point  B élevons  la  perpendiculaire  BC=-;  il  en  résulte 

AC=^/oM-^,J  x'  = AC  — BC,  .t"z=AC  + BC. 

Si  du  pointe  comme  centre,  avec  CB  pour  rayon,  on  décrit 

unedemi-circonfé- 

rence  DBD7,  on  a 
•r=AD,  a^rrAD'; 
si  l’on  prend 
AM=  AD, 
AM'=Aiy, 

M et  M'  sont  les 
deux  points  cher- 
chés. On  retrouve 


,D' 


Ad" 


N'  AMR 

Fig.  tl*. 

ainsi  la  construction  indiquée  en  Géométrie  élémentaire. 

Exemple  II. — Prenons  encore  le  problème  du  n°  373  : lors- 
que le  point  M est  placé  sur  la  bissectrice  et  que,  de  plus, 
l’angle  6 est  droit. 

Les  équations  du  problème,  dans  ce  cas  particulier,  se  ré- 
duisent à 

x+y=a±  / a'  + /*,  xy — a (x -f y). 


Prolongeons  l’or- 
donnée du  point 
M d’une  longueur 
ME=Z,  joignons  DE, 
puis  du  point  D com- 
me centre,  avec  DE 
pour  rayon,  décri- 
vons une  demi-cir- 
conférence FEF';  les 
deux  valeursdex+y 
sont  MF'  et  —MF. 
Considérons  la  pre- 
mière valeur 
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ar+y=MF'=‘2a+MF=2DI  (I  étant  le  milieu  de  MF). 

Soit  J-  = D I + s , y =DI — s, 

on  aura  jry=DI* — z*=2aDI. 

d’où  z'=DI* — 2aDI=(a+MI)’ — 2 a (a+  MI)=MI* — a*; 
Sur  MF  comme  diamètre,  décrivons  une  demi-circonférence 
MP'PF,  elle  coupe  la  droite  A'A  en  deux  points  P et  P7,  et  si 
l’on  mène  P II  perpendiculaire  sur  IH,  on  a III=z,  ce  qui 
donue  les  deux  solutions  PQ  et  P'Q'.  La  condition  d’existence 
de  ces  solutions  est 

MI>a,  DE>3a,  />  2a/¥>-2CD. 

On  obtiendrait  de  même  les  deux  autres  solutions  par  la 
demi-circonférence  décrite  sur  le  diamètre  MF'. 


383— Quelquefois  une  simple  remarque  sur  les  équations 
d’une  problème  indique  une  construction  synthétique. 

Exemple. — Construire  un  triangle,  connaissant  les  longueurs 
(les  trois  médianes. 

Désignons  par  a,  b,  c les  trois  côtés  inconnus,  par  a',  b ',  c 
les  médianes  correspondantes;  ou  a entre  ces  six  grandeurs 
les  relations  suivantes 

3a*+4a'*=36'+46',=3c,+4c',=2(a,-|-6’-|-c,)=?(o/,+ft/‘+cy«). 

xi 


ou 


\ \ 4 S «J 


Soient  a,,  b,,  c,  les  médianes  du 
triangle  dont  a!,  b1,  c1  seraient  les 
côtés;  on  aura  pareillement 


Fig.  SIS. 

3a',+4oî=3fr',+46î=3c/'+4c*=2(a/*+6,,+c',)=3(aî+6î+cï) 


OU 
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a/'+^aî=6'*+^î=«/,+|f  ï=§  («ï + K+c \)~  |(a'.+6'-+e"). 

La  comparaison  de  ces  relations  donne 

4 \ 4 

® — b—  ^ 1 > 


Et  comme  les  médianes  d’un  triangle  se  coupent  en  un  point 
situé  aux  deux  tiers  de  chacune  d'elles  à partir  des  sommets, 
il  en  résulte  cette  construction  graphique  très-simple: 

Formez  le  triangle  qui  a pour  côtés  les  doubles  des  médianes 
données  ; les  lignes  qui  joignent  les  trois  sommets  de  ce  triangle 
au  point  de  concours  de  ses  trois  médianes  sont  précisément 
les  côtés  du  triangle  cherché. 


CONSTRUCTION  DES  RACINES  DE  L’ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ 
et  de  l'équation  bicarrée. 

384— L’équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue 
se  ramène  à la  forme  ar’-fpjr+(p=0;  pour  qu’elle  soit  homo- 
gène, il  faut  que  p soit  une  quantité  de  première  dimension, 
et  q une  quantité  de  seconde  dimension;  si  ces  quantités  sont 
rationnelles  ou  irrationnelles  du  second  degré,  on  pourra 
construire  une  ligne  a équivalente  à la  première  et  un  carré 
b ' équivalent  à la  seconde  ; et  l’équation  du  second  degré,  en 
mettant  en  évidence  les.signes  de  ses  divers  termes,  aura  l’une 
des  quatre  formes  suivantes 

x’+iLr-f&Yzzt), 

Æ’-f-aa-— bt=0) 
x* — ax+b'= 0, 
x' — ax — b*=  0. 

Les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde  sont  celles  de 
la  troisième  et  de  la  quatrième,  prises  en  signes  contraires  ; 
il  sufûl  donc  de  considérer  celles-ci;  or,  si  on  les  écrit 
x(a — x)=b‘,  x(x—a)=b*, 

on  voit  qu’il  s'agit  de  construire  un  rectangle  équivalent  à un 
carré  6%  et  dont  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  soit  égale 
à une  ligne  donnée  a,  problèmes  que  l’on  résout  en  Géométrie 
élémentaire.  La  résolution  des  équations  et  la  construction 
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des  formules  feraient  au  besoin  retrouver  les  solutions  de  la 
Géométrie. 


L'équation  bicarrée  se  ramène  pareillement  à l'un  des 
types 

ar‘-j -abx* — c'dhzz  0, 
xi-abxt-\-c'd,=0, 
xk—ab  x'—c'd*—  0 ; 

car  il  est  inutile  de  considérer  l’équation  x‘+a6jc’-f  c*d’=0, 
qui  n’a  que  des  racines  imaginaires.  Si  l'on  pose  xt=cz,  ces 
équations  deviennent 


;+d*=0, 


z« — 


— z — d*=0. 
e 


On  détermine,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  racines  z de  cel- 
les-ci, puis  on  trouve  x par  une  moyenne  proportionnelle 
entre  c et  z. 


CONSTRUCTION  DES  SOLUTIONS  DE  DEUX  ÉQUATIONS  A DEUX  INCONNUES 
l’une  DU  SECOND  DEGRÉ  ET  L’AUTRE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

385 — Ces  deux  équations  sont  de  la  forme 

(t)  Ajr,+Bji/-f-C,v,-|-Dj,4-Ey+F=:0, 

(2)  Pj+Qy+R=0. 

L’élimination  de  l’une  des  inconnues,  y par  exemple,  con- 
duit à une  équation  homogène  en  x du  second  degré,  dont  les 
racines  s'obtiennent  d’après  les  constructions  précédentes. 
Quand  les  deux  valeurs  de  x sont  connues,  on  détermine  les 
deux  valeurs  correspondantes  de  y par  la  formule 

P R 

y==-Qx“Ü: 

l'équation  (I)  représente  une  courbe  du  second  degré,  l’équa- 
tion (2)  une  ligne  droite;  donc  les  points  de  rencontre  d'une 
courbe  du  second  degré  et  d’une  ligne  droite  s’obtiennent  par 
la  règle  et  le  compas,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  construire 
la  courbe. 

Nous  avons  donné  (livre  III.  chapitre  vin)  la  construction  à 
l'aide  de  laquelle  on  obtient  ces  points. 
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CONSTRUCTION  DES  RACINES  DE  L’ÉQUATION  DU  TROISIÈME 
OU  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 

386—  Considérons  deux  équations  à deux  inconnues 
a-  et  y 

H)  t(x,y)=o, 

(2)  + (*,»)=<>; 

chacune  d’elles  définit  une  courbe. 

Au  système  de  ces  deux  équations,  on  peut  substituer  une 
infinité  de  systèmes  équivalents;  prenons  en  particulier  le 
système 

O)  <?(*,  ÿ)=0, 

(3)  f(x)=0, 

formé  de  l’une  des  équations  proposées  et  de  celle  que  l’on 
obtient  en  éliminant  entre  elles  la  variable  y.  Les  racines 
réelles  de  l’équation  (3)  sont,  en  général,  les  abscisses  des  points 
communs  aux  courbes  (t)  et  (2).  Cependant  si  le  système  des 
équations  (t)  et  (3)  était  vérifié  par  un  couple  de  valeurs  de 
la  forme  x—a,  y=$+yi,  dans  lequel  les  quantités  a,  ft,  y sont 
réelles,  ces  valeurs  vérifieraient  le  système  des  équations  (t)  et 
(2);  mais  la  quantité  a ne  serait  pas  l’abscisse  d’un  point  coin-  i 
mun  aux  deux  courbes.  L’exception  que  nous  venons  de  signaler 
ne  se  présente  jamais  lorsque  l’équation  ® (x,y)=0  est  une 
équation  algébrique  ne  renfermant  la  variable  y qu’au  pre- 
mier degré. 

387 —  L’équation  à une  seule  inconnue 

f(x)=0, 

qu'il  s’agit  de  résoudre,  étant  donnée,  on  peut  choisir  d'une 
infinité  de  manières  différentes  les  courbes  déterminées  parles 
équations  (1)  et  (2).  La  seule  condition  à remplir,  c’est  que 
l’élimination  de  y entre  les  équations  (l)et(2)  donne  l’équation 
proposée.  Une  première  combinaison  est 

y=fi*)  > 

elle  revient  à considérer  les  valeurs  de  l’inconnue  comme 
étant  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  courbe 
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y=f(*) 

avec  l’axe  des  x.  Celte  combinaison  est  rarement  la  plus  sim- 
ple. On  démontre  en  algèbre  que  si  on  élimine  une  inconnue 
y entre  deux  équations  algébriques  à deux  inconnues  dont 
les  degrés  sont  ni  et  n,  l’équation  en  x est  généralement  du 
degré  mn.  Par  conséquent,  si  l’équation  proposée  est  algé- 
brique et  que  l’on  veuille  obtenir  ses  racines  par  des  intersec- 
tions de  courbes  algébriques,  le  produit  des  degrés  des  équa- 
tion» des  deux  courbes  devra  être  égal  au  degré  de  l’équation 
à résoudre.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  à la  résolution 
de  l’équation  du  quatrième  degré. 

3 88— L’équation  du  quatrième  degré  se  ramène  aisément  à 
la  forme 

(1)  x‘4-px’-{-g.r-|-r=0; 

on  peut  la  considérer  comme  provenant  de  l’élimination  de  y 
entre  les  deux  équations  du  second  degré 

(2)  x'—my  = 0, 

(3)  m,y,-|-pmi/-pqar-l-r=0, 

qui  définissent  chacune  une  parabole.  L’équation  (2)  ne  ren- 
fermant y qu’au  premier  degré,  toutes  les  racines  réelles  de 
l’équation  (t)  sont  des  abscisses  de  points  communs  aux  deux 
courbes. 

On  peut  remplacer  la  parabole  (3)  par  une  autre  courbe  du 
second  degré  passant  par  les  points  communs  aux  courbes  (2] 
et  (3).  L’équation  générale  des  courbes  du  second  degré  satis- 
faisant à cette  condition  est 

(A)  Xx’-fmV+ç.r+mfp— X)y+r=0, 

X étant  un  paramètre  arbitraire.  Si  l’on  pose  X=m*,  la  courbe 
(■i)  ne  pourra  être  qu’une  circonférence  de  cercle.  On  obtient 
les  coordonnées  a et  p du  centre  et  le  rayon  R de  cette  circon- 
férence par  les  formules 

(5)  «as—  i B—  R‘=  **  + »*— r> 

•2rn  2 m 1 1 

que  l’on  construira,  si  les  coefficients  des  équations  ne  renfer- 
ment que  des  irrationnelles  du  second  degré. 

Lorsque  la  valeur  de  R*  est  positive,  l’équation  {A)  représenle 
br.  23 
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effectivement  un  cercle,  et  les  racines  réelles  de  l’équation  (1) 
sont  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la 
parabole  (2).  Lorsque  R*  est  négatif,  l’équation  (4)  n’ayant  pas 
de  solutions  réelles  (n°  85),  il  en  est  de  même  du  système  des 
équations  (3)  et  (2)  ou  du  système  équivalent  des  équations 
(l)et(2);  les  quatre  racines  de  l’équation  proposée  sont  ima- 
ginaires. 

38®— Considérons  maintenant  l'équation  du  troisième  de- 
gré ramenée  à la  forme 

a:,+px-|-q=0. 

Si  l’on  multiplie  par  x,  ce  qui  introduit  la  racine  x=0, 
dont  on  ne  tiendra  pas  compte,  on  obtient  l’équation  du  qua- 
trième degré 

xl+px*+qx  =0  ; 

à laquelle  on  appliquera  la  méthode  précédente.  La  valeur 
de  R’  étant  égale  à a’-f  p‘  est  toujours  positive.  Le  cercle  et  la 
parabole  passent  à l’origine  des  coordonées;  l’abscisse  de  ce 
point  est  la  racine  0,  que  l’on  doit  écarter. 

La  même  parabole  x’ — my= 0 peut  servir  pour  la  résolution 
de  toutes  les  équations  du  troisième  ou  du  quatrième  degré; 
le  cercle  seul  change  suivant  les  valeurs  des  coefficients  de 
l’équation  proposée.  Cette  méthode  ne  peut  être  employée, 
avec  avantage,  que  lorsque  l’on  doit  résoudre  successivement 
un  grand  nombre  d'équations;  alors  on  trace  avec  beaucoup 
de  soin  une  parabole  ayant  un  paramètre  arbitraire  ; et,  dans 
chaque  exemple  particulier,  il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  le 
cercle. 

CONSTRUCTION  DES  SOLUTIONS  DE  DEUX  ÉQUATIONS  DU  SECOND 
DEURÈ  A DEUX  INCONNUES. 

390 — L élimination  de  y entre  deux  équations  du  second 
degré  à deux  inconnues  x et  y conduit  en  général  à une  équa- 
tion du  quatrième  degré  en  x,  dont  il  est  impossible  de  con- 
struire les  racines  par  la  règle  et  le  compas.  Cette  construction 
pourra  se  faire  comme  nous  l’avons  vu,  au  moyen  d’une  para- 
bole et  d’un  cercle;  cependant,  si  la  courbe  représentée  par 
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l’une  des  équations  proposées  est  déjà  tracée,  on  préfère  s’en 
servir  pour  la  résolution. 

Exemple  I. — Mener  une  normale  à une  parabole  par  un 
point  donné  P.  Soit 

(1)  y ^pé- 
réquation de  la  parabole,  xt  et  y, 
les  coordonnées  du  point  P;  si  l’on 
désigne  par  x et  y les  coordonnées 
du  pied  M de  la  normale,  par  X et 
Y les  coordonnées  courantes,  cette 
normale  a pour  équation 

Y-y=—  ^<X— x). 

Fie- tn ■ Comme  elle  doit  passer  par  le  point  p, 

on  a la  relation 

y—y=—  y~(x—  *)> 

ou 

(2)  xy  = (x,—p)y+pyl, 

qui,  jointe  à l’équation  (1),  détermine  les  inconnues  x et  y.  On 
aurait  donc  à considérer  l’intersection  de  la  parabole  par  une 
hyperbole. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  (2)  par  y, 
et  si  l’on  remplace  y*  par  ipx,  on  obtient  une  autre  parabole 

(3)  x'= (x—p)x+^  y. 

, { . 

Enfin,'  en  ajoutant  membre  à membre  les  équations  (!)  et 
(3),  on  obtient  un  cercle 

(4)  x'+y'=(xt+p)x+  ^y. 

Ce  cercle,  par  son  intersection  avec  la  parabole  donnée,  dé- 
terminera le  point  M. 

Exemple  11.— Mener  une  normale  à une  ellipse  par  un  point 
donné  P.  Soit 

(1)  a'y'+b'x* — atb*  = 0, 

l’équation  de  l’ellipse;  en  conservant  les  mêmes  notations  que 
dans  l’exemple  précédent,  on  voit  que  le  pied  M de  la  nor- 
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male  est  déterminé  par  l’intersection  de  l’ellipse  et  de  l’hÿ- 
pcrbole 

(i)  c'xy^a'Xrf^b'y^. 

L’élimination  de  y conduit  à l’équation 


(3)  x‘— : 2Ïa'1x,+®4(a,xî+&,y*— c*)x*+2^ar,x— ^eî=0- 

Si  l’on  élimine  y entre  l’équation  (1}  et  celle  du  cercle 
(4)  (je-- a) •+(>/  — p)*—  r"=0, 


ou  trouve 

(3)x*—taic'x1-t-^-(ia’o!,4-tt'?,+-c’pîi.r'— 4a.p’w4--Jpi— 
c c c c 

en  posant  pour  abréger 

(6)  p’zia’  + p’-r'  + ft*. 

On  ne  peut  pas  en  général  identifier  les  équations  (3)  et  (3); 
car  on  aurait  quatre  équations  entre  les  trois  paramètres  ar- 
bitraires a,  p,  r;  mais  si  l’on  remplace  dans  l’équation  (3)  x 
par  mx,  rn  étant  un  nombre  arbitraire,  l’identification  devient 
possible.  On  l’opère  en  posant 

[11  3*=^  i#«a*+4tcp*+2e*p«=l((l1^+«f«ÿî-ic‘), 


-*P-Ï  = ^ p‘-4  6.p*  = -^; 
c m*  m' 


d’où  l’on  tire 

. a’xî+c'  x.  „ 1 

m = — r'  “=r— » tt — l/c*+a* jî , 

b y?+c‘  2m  ibm* 


r*=«*-fp*+^+— 4- 

Désignons  eu  outre  par  f et  y les  deux  quantités  -—L-  — 


la  valeur  de  m*  devient 


, f'+c  * 

m,  = '— 

9 +c 


et  les  lorhiules  précédentes  se  construisent  facilement. 

Les  abscisses  des  pieds  des  normales  ne  sont  [tas  les  mêmes 
que  celles  des  points  de  rencontre  de  l’ellipse  et  du  cercle, 
mais  on  les  obtient  en  multipliant  les  dernières  par  m. 

Si  le  point  1*  vériliait  l’équation 
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atx*=b,y\  ou  y,  = ±£xt, 

on  aurait  m=l  ; donc  leé  points  dos  deux  drolteè  y,=±  ^ J, 

jouissent  de  cette  propriété  que  les  pieds  des  normales  menées 
par  chacun  d’eux  sont  situés  sur  une  circonférence  de  cercle. 

Il  est  des  cas  où  la  construction  des  solutions  de  deux  équa- 
tions du  second  degré  à deux  inconnues  peut  être  effectuée 
avec  la  règle  et  le  compas;  nous  avons  déjà  signalé  ces  cas  par- 
ticuliers quand  nous  nous  sommes  occupés  de  l’intersection  de 
deux  courbes  du  second  degré. 

RÉSOLUTION  GRAPHIQUE  DES  EQUATIONS. 

391—  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  les 
inconnues  sont  des  lignes  et  que  les  équations  sont  homogènes 
par  rapport  à ces  ligfies  et  aiix  paramétrés  Hhéaires  dont  dé- 
pendent les  coefficients.  On  peut  se  servir  des  niÊmeü  prhcSdês 
pour  déterminer  approximativement  les  racines  d’une  équa- 
tion numérique,  e’est-à-dire  d’une  équation  qui  ne  renferme 
qu’une  seule  lettre  x,  laquelle  désigne  un  nombre  inconnu. 
Si  l’on  prend  une  longueur  arbitraire  pour  unité,  on  imaginera 
que  le  nombre  inconnu  x est  la  mesure  d’une  certaine  ligne; 
on  construira  celte  ligne  ; eu  la  mesurant  ensuite  à l’aide  de 
l’échelle  choisie,  ou  aura  le  nombre  cherché. 

Exemple  I. — Résoudre  l’équation 

x* — ix — 5=0. 

Au  moyen  d’une  échelle 
bien  faite,  construisons  une 
fois  pour  toutes  la  parabole 
x*=:y}  dont  nous  nous  servi- 
rons constamment.  Décrivons 
le  cercle  dont  le  centre  C a 

pour  coordonnées  a =—, 

u\  p x 1 ■-> 

\ / 3 

,S=— • et  ijui  pusse  à l’ori- 
. gine  ; cc  cercle  coupe  la  pu- 
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raboleenun  seul  point  M;  donc  l’équation  proposée  n’a  qu’une 
racine  réelle,  l’abscisse  OP  du  point  M.  En  mesurant  cette 
longueur  au  moyen  de  l’échelle  employée,  on  trouve  x=  2,09. 
Une  bonne  échelle  permet  d’évaluer  les  centièmes.  On  a de 
la  sorte  la  racine  de  l’équation  proposée,  à un  centième  près. 
Exemple  II. — Résoudre  l’équation 

x * — 5:r-H  = 0. 

Décrivons  le  cercle  dont  le  centre  C a pour  coordonnées 

a— — ^ « p=3,  et  qui  passe  par  l’origine  ; ce  cercle  coupe  la 

parabole  en  trois  points;  on  en  conclut  que  l’équation  a ses 
trois  racines  réelles;  en  mesurant  les  abscisses,  on  trouve  que 
les  deux  racines  positives  sont  0,20  et  2,13  à un  centième 
près. 

ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 

309 — Soit  l’équation 

xlangx: =1. 

Cette  équation  résulte  de  l’élimination  de  y entre  les  deux 
suivantes. 

y—langx,  xy= 1. 

La  première  représente  une  courbe  composée  d'une  infi- 
nité de  branches 
égales  qui  ont  des 
asymptotes  perpen- 
diculaires à l’axe  des 
x;  la  seconde  une 
hyperbole  équila- 
— tère.  Les  racines  de 
l’équation  (1)  sont 
les  abscisses  des 
points  d’intersec- 
tion. 

11  est  évident  que 
la  branche  de  droite 
une  fois  chacune  des 


Fig.  lit. 

de  l’hyperbole  rencontre  au  me 
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branche»  OA , B' A' , B" A"  ....  de  la  courbe  transcendante; 
d’ailleurs,  il  n’y  a sur  chaque  branche  qu’un  seul  point  de 
rencontre,  car  lorsque  x varie,  les  ordonnées  des  deux  courbes 
varient  en  sens  contraire;  si  ces  ordonnées  sont  égales  pour 
une  certaine  valeur  de  x , elles  sont  nécessairement  inégales 
pour  toute  valeur  différente.  Les  racines  de  l’équation  sont 
deux  à deux  égales  et  de  signes  contraires;  il  ya  une  première 


racine  positive  comprise  entre  0 et 


une  seconde  entre  « 


Tt  , 7C 

et  3 — » une  troisième  entre  2*  et  5— > etc ; le  nombre 

des  racines  est  inGni,  en  appelant  xn  le  n**”6  racine,  la  dif- 
férence entre  (2 «+ 4)  ^ et  x»  est  très-petite  lorsque  n est 

très-grand.  La  courbe  donne,  pour  valeur  de  la  première,  0,86 
à un  centième  près. 

On  pourrait  aussi  se  servir  des  deux  équations 
y=lang  ^ y=x ; 

et,  en  posant-^ — x=x/, 


y—tangx1,  y=^—x>. 

L’hyperbole  serait  remplacée  par  une  ligne  droite. 

Le  tracé  de  la  courbe  transcendante 
y = tangx, 

pour  obtenir  les  racines  réelles  de  l’équation 
xtangx=\ 

n’offre  quelque  avantage  que  lorsque  l’on  doit  résoudre  un 
grand  nombre  d’équations  de  la  même  forme,  ou  du  moins 
pour  lesquelles  cette  courbe  peut  être  employée  avec  une 
autre  ligne  facile  à construire. 


393 — Remarques. — Les  procédés  graphiques  que  nous  ve- 
nons d’indiquer  ne  donnent  jamais  les  valeurs  des  inconnues 
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avec  une  bien  grande  précision  ; on  ne  doit  pas  espérer  une 

approximation  plus  grande  que  un  centième  de  la  racine. 

On  se  sert  quelquefois  de  deux  courbes  tracées  grossière- 
ment pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  d’une 
équation.  Or  tant  que  l’on  n'a  pas  étudié  avec  soin  la  forme 
des  deux  courbes,  on  ne  peut  déduire  aucune  conclusion  ri- 
goureuse de  celte  construction.  En  général  la  discussion  des 
courbes  et  la  détermination  de  leurs  points  de  rencontre  pré- 
sente les  mêmes  difficultés  que  la  question  proposée. 


FIX  DE  LA  GÉOMÉTRIE  FLAXE. 
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DEUXIÈME  PARTIE 


GÉOMÉTRIE 

DANS  L’ESPACE 

— ■ ■<— ■ 101»  


LIVRE  V 


CHAPITRE  I 

De*  Coordonnée» 

Oa  détermine  la  position  d’un  point  dans  l’espace  au 
moyen  de  trois  quantités  que  l’on  nomme  les  coordonnées  du 
point. 

COORDONNÉES  RECTILIGNES. 

S®'® — Soient  XOY,  YOZ,  ZOX  trois  plans  fixes,  qui  se  cou- 
pent deux  à deux  suivant  les  droites  X'X,  Y'Y,  Z'Z  ; trois  plans 

mobiles  MD,  ME,  MF,  parallèles 
à ces  plans  fixes,  déterminent  par 
leur  intersection  un  point  M de 
l’espace;  la  position  de  chaque 
plan  mobile  est  déterminée  par 
sa  distance  au  plan  fixe  auquel  il 
est  parallèle,  distance  comptée 
parallèlement  à l’intersection  des 
deux  autres  plans  fixes.  Les  trois 
distances  UD,  OE,  OF,  qui  dé- 
terminent la  position  des  plans  mobiles,  distances  affectées 
du  signe  + ou  du  signe  —,  suivant  qu’elles  sont  portées  dans 
UK.  v2t 
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les  directions  0\,OY,  OZ,  ou  dans  les  directions  opposées  OX', 
OY”,  OZ',  sont  les  trois  coordonnées  rectilignes  du  point  M; 
on  les  désigne  ordinairement  par  les  lettres  x,  y,  z.  Par  leurs 
rencontres  mutuelles,  les  trois  plans  fixes  forment  huit  angles 
trièdres,  et  on  obtient  tous  les  points  de  l’espace  en  faisant 
varier  x,  y,  2 de — « à + 00. 

Les  plans  mobiles  forment  avec  les  plans  fixes  un  parallépi- 
pède  ayant  pour  arêtes  des  longueurs  égales  aux  valeurs  abso- 
lues des  coordonnées  du  point  M;  les  points  A,  B,  C sont  les 
projections  du  point  M sur  chacun  des  plans  fixes,  parallèle- 
ment à l’intersection  des  deux  autres  ; l’un  d’eux,  A par 
exemple,  a pour  coordonnées,  relativement  aux  axes  OY,  OZ, 
deux  des  coordonnées  y et  r du  point  M.  Les  points  D,  E,  F 
sont  les  projections  du  point  M sur  chacun  des  trois  axes  OX, 
OY',  OZ,  parallèlement  au  plan  des  deux  autres  ; de  sorte  que 
les  lettres  x,  y,  z désignent  les  projections  du  rayon  OM  sur 
les  axes  des  coordonnées,  pourvu  que  Ton  regarde  les  projec- 
tions comme  positives  lorsqu’elles  sont  comptées  sur  les  direc- 
tions OX,  OY,  OZ,  comme  négatives  dans  le  cas  contraire. 

Ordinairement  les  (rois  plans  fixes,  et  par  suite  les  trois 
axes,  sont  rectangulaires  deux  à deux  ; alors  le  parallépipède 
est  rectangle,  et  les  projections  sont  orthogonales. 

COORDONNÉES  POLAIRES. 

395— Soient  encore  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ; 

la  position  du  point  M pourra  être 
déterminée  par  la  longueur  p du 
rayon  vecteur  OM,  l’angle  0 que  fait 
ce  rayon  vecteur  avec  Taxe  OZ,  et 
enfin  l’angle  | du  plan  ZOM  avec 
le  plan  fixe  ZOX.  Si  ON  est  la  pro- 
jection de  OM  sur  le  plan  XOY', 
l’angle  XON  mesure  l’angle  dièdre 
<\i;  on  le  compte  dans  un  sens  con- 
Fi«.  mi.  venu  , par  exemple  en  tournant 

de  OX  vers  OY. 
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REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

39®— Considérons  une  surface  quelconque  dans  l’espace. 
*1  Par  un  point  O,  menons  trois  axes 

fixes  OX,  OY,  OZ  ; dans  le  plan 
XOY  prenons  un  point  P arbitraire, 
et  par  ce  point  menons  une  paral- 
lèle PM  à l’axe  OZ  jusqu’à  sa  ren- 

/*  contre  avec  la  surface  au  point  M ; 

_ V la  longueur  de  l’ordonnée  PM  est 

parfaitement  déterminée.  Quand 
fie-  «*  le  point  P se  déplace  dans  le 

plan  XOY,  l’ordonnée  PM  varie  simultanément.  Mais  puisque 
le  point  P se  déplace  d’une  manière  arbitraire  dans  le  plan,  ses 
coordonées  x et  y sont  deux  variables  indépendantes;  il  en 
résulte  que  l'ordonnée  z d’un  point  M de  la  surface  est  une 
fonction  des  deux  autres  coordonnées  x et  y considérées 
comme  deux  variables  indépendantes.  On  conçoit  que  l’on 
puisse,  de  la  définition  géométrique  de  la  surface,  déduire  une 
équation  entre  x,  y,  z,  servant  à définir  la  fonction  z de  x et 
de  y.  Cette  équation  s’appelle  l’équation  de  la  surface. 

397— Supposons  réciproquement  que  l’on  donne  une 
équation 

f(x,y,z)=0 

entre  les  trois  coordonnées;  chaque  système  de  valeurs  réelles 
qui  satisfont  à cette  équation  détermine  Un  point  de  l’espace; 

l’ensemble  de  toutes  les  solutions 
réelles  constitue  un  système  de 
points  qui  forme,  en  général,  une 
surface. 

En  effet,  considérons  d’abord  le  cas 
où  l’équation,  ne  renfermant  qu’une 
seule  des  coordonnées,  z par  exem- 
ple, est  de  la  forme  z=c.  Puisque 
Fig.  «a.  les  coordonnées  x et  y sont  arbi- 
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traires,  par  un  point  P quelconque  du  plan  XOY  on  mènera 
une  ordonnée  constante  PM  ; le  lieu  des  points  M est  évidem- 
ment un  plan  parallèle  au  plan  XOY.  Supposons  maintenant 
que  l’équation  renferme  deux  coordonnées,  x et  y par  exemple. 

L’équation  f{x,  y)=t>,  dans  le  plan 
XOY , représente  une  ligne  AB. 
Par  un  point  quelconque  de  cette 
ligne,  menons  une  parallèle  PM  a 
l’axe  OZ;  puisque  l’ordonnée  s, qui 
n’entre  pas  dans  l’équation,  est 
arbitraire,  les  coordonnées  de  tous 
les  points  de  la  droite  PM  satis- 
Fig.  îit.  font  à l’équation-  Donc  l’équation 

f(x,y)  = 0 représente  dans  l’espace  un  cylindre  parallèle  à 
l’axe  OZ. 


Considérons  enfin  un  équation  f(x,  y,  z)=U  entre  les  trois 
coordonnées.  A une  distance  arbitraire  OC=c,  menons  un  plan 

ACB  parallèle  au  plan  XOY  ; les 
| 1 coordonnées  a:  et  y de  tous  les 

points  du  lieu  situés  dans  ce  plan 

C*  A • * 

/ — doivent  satisfaire  à l’équation 

B / /f  J-  '“71  ([x,  y,  c)=0;  or,  cette  équation 

— I — représente  dans  le  plan  ACB 
- une  ligne  AB.  Si  l’on  donne  àz 

* une  valeur  & voisine  de  c,  on 
aura  dans  le  plan  A'C'B'  une 
r seconde  courbe  A B'  qui  difle- 

rig-  *«.  rera  très-peu  de  la  précédente. 

En  général,  quand  z varie  d’une  manière  continue  entre  cer- 
taines limites,  on  a une  série  continue  de  courbes,  lesquelles 
forment  une  surface. 

Par  cette  méthode,  non-seulement  on  démontre  l’existence 
de  la  surface,  mais  encore  on  se  fait  une  idée  assez  exacte 
de  sa  forme,  à l’aide  d’une  série  de  coupes  parallèles  que  l’on 
représente  par  leurs  projections  sur  l’un  des  plans  des  coor- 
données. 
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REPRÉSENTATION  DES  l.lf.NES, 

30^ — Une  ligne  clans  l’espace  peut  être  regardée  comme 
l'intersection  de  deux  surfaces;  on  représentera  donc  cette 
ligne  par  un  système  de  deux  équations  simultanées 
W f(x,y,z)=0,  ft(x,y,z)  = 0. 

Le  système  (I)  peut  cire  remplacé  par  une  infinité  d’autres 
équivalents,  par  exemple  par  le  suivant, 

f=  0,  f+*f,= 0, 

dans  lequel  X désigne  une  constante  quelconque,  c’est-à-dire 
que  la  surface  f+\ft=0,  passe,  quelle  que  soit  X,  par  la  ligne 
d'intersection  des  deux  premières. 

Si,  entre  les  deux  équations  (1),  on  élimine  successivement 
x et  y,  on  aura  deux  équations 

9 (a?,  s)=0, 

+ (y, z)  =o. 


"I 


qui  représentent  les  deux  cylindres  projetants  de  la  ligne  sur 
le  plan  des  xz,  et  sur  celui  des  yz.  Ces  deux  cylindres,  par  leur 
intersection,  déterminent  la  ligne. 

La  représentation  des  figures  dans  l’espace  par  des  symboles 
algébriques  permet  d’étendre  aux  figures  a trois  dimensions 
les  méthodes  analytiques  employées  dans  l’étude  des  figures 
planes. 


DIRECTION  D UNE  DROITE. 

309— Pour  déterminer  dans  l’espace  une  direction  01,  que 

l’on  peut  supposer  appartenir  à 
une  droite  passant  à l’origine, 
on  donne  les  angles  a,  p,  ^ de 
celte  direction  avec  les  trois 
directions  OX,  OY,  OZ  des  coor- 
données positives.  Deux  de  ces 
angles  ne  suffisent  pas  ; car 
si  l’on  décrit  autour  de  OX  et 
de  OY  deux  demi -cônes  dont 
les  angles  au  sommet  soient 
respectivement  a et  p,ces  deux  cônes  se  coupent  suivant  deux 
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génératrices  placées  symétriquement  par  rapport  au  plan 
XOY;  la  connaissance  de  y est  donc  indispensable.  H est  évi- 
dent d’ailleurs  que  ces  trois  angles  ne  sont  pas  tous  arbitrai- 
res, et  que,  lorsque  deux  d’entre  eux  sout  connus,  le  troisième 
ne  peut  avoir  au  plus  que  deux  valeurs  distinctes.  Au  lieu  des 
angles,  on  peut  prendre  leurs  cosinus,  puisque  de  0 à n il  n’y 
a qu’un  seul  angle  ayant  un  cosinus  donné.  Les  sinus,  au  con- 
traire, laisseraient  de  l’ambiguïté. 

400 —  Considérons  d’abord  le  cas  où  les  coordonnées  sont 
rectangulaires.  Désignons  par  x,  y,  z les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  la  droite  01,  et  appelons  l la  dis- 
tance OM.  Les  coordonnées  du  point  M sont  les  arêtes  OD, 
OE,  OF  du  parallélipipède  rectangle  dont  OM  est  la  diagonale, 
affectées  de  signes  convenables  ; ce  sont  aussi  les  projections 
orthogonales  de  la  diagonale  OM  sur  les  axes  ; on  a donc 

x—lcosa,  y=lcosp,  z—l  cos  y. 

Mais  on  sait  que  le  carré  de  la  diagonale  d’un  parallélipipède 
rectangle  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  trois  arêtes,  ce 
qui  donne 

remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs,  et  supprimant  le  facteur 
/*,  on  obtient  la  relation 

(1)  COS’ot  + COS’p  + COi’y^  \ , 

qui  existe  entre  les  cosinus  des  angles  formés  par  une  môme 
direction  avec  les  axes  rectangulaires. 

401 —  Appelons  a',  p',  Y les  angles  que  fait  une  seconde 
direction  01'  avec  les  mêmes  axes,  et  cherchons  l’angle  Y des 
deux  directions  01, 01'.  Les  projections  de  la  droite  OM  et  de  la 
ligne  brisée  ODCM  sur  la  droite  OF  étant  égales,  on  a 

IcOS \=ZXC0Sttl-{-yC0Sp'  + Z COsY, 
ou,  eu  remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs, 

(2)  cos  V = cos  o cos  %'  + cos  p cos  p'  + cos  y cos  y. 

Les  directions  01,  OF  sont  perpendiculaires  entre  elles,  si  la 
condition 
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(3)  COS  «COS*1  +COS$COSp  +COS-iCOST'  = 0 

est  vérifiée. 

403— Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques,  et 
désignons  pour  X,  y-,  v les  trois  angles  ^ OZ,  ZOX,  X0\ , que 
font  les  axes  deux  à deux.  En  projetant  orthogonalement  sur 
chacun  des  trois  axes  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  ODCM, 
on  a 

1lcos«=  x+ycosv  + zcosy-, 

lcos$—xcosv+y  +3cosX, 
lcosf=xcos  jx+»/cosX  -j-z  ; 
en  projetant  ces  mêmes  lignes  sur  la  droite  01,  on  a 
(5)  l = xcosâ-{~ycosfi-j-zcosy. 

Si  des  équations  (1),  on  tire  les  valeurs  de  x,  y,  z, 

COS«i\-COS,y.)+COS^[cOS\COS«-COS'>)+COS'([cOS'tCOS^-  c osa)  ! 

(G)  x=  | — cos  t \ZZCos'ii.-coii7+  2 cos X cos  p cos  v 

et  qu'on  les  substitue  dans  l’équation  (5),  On  obtient  la  re- 
lation 

(7)  cos’asin’X+cos’p sin'«+cos^  sin'v+!ïcos«cos$[cos\cosy.—cosv) 

+ 2 COSpCOS^COSjxCOS  v— C0SX)+2C0SfC0S«(C0SvC0SÀ— COS[a) 

=i — cos’X — cosV — cos’v-i-ScosXcosiiCOSv, 
entre  les  trois  angles  formés  par  une  direction  quelconque  avec 
les  axes  obliques. 

Si  dans  l’équation  (5)  on  remplace  cos*,  cos  p,  cos  y par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (4),  on  a la  formule 

(8)  1 1 = x'+  y *+  z ’+2  y z cos  X+2  s®  cos  (t+2  xy  cos  v, 

qui  donne  la  distance  OM. 

En  projetant  sur  la  droite  OP  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée 
ODCM,  on  a,  comme  précédemment, 

Icos  \=x  cos  « + y cos  p/-f  zcos  y'  ; 
en  remplaçant  x,  y,  z par  leurs  valeurs  (6),  on  obtient  la  for- 
mule 

1 —colt,—C0S,!i.—C0l,v-\-tC0lAC0tlJiC0t* 

qui  donne  l’angle  des  deux  directions. 

Iæ  dénominateur  commun  ou  le  déterminant  des  formules(G) 


)-}"•••  • 
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peut  être  mis  sous  une  forme  remarquable  qu’il  est  bon  de 
connaître  ; on  a 

t — cos’X — co*V—  COS,v+2cOSXcOS(ifOiv 
= ( t — COS ' X)  ( 1 — COS  * (i)  — cos' X cos  * u. — cos ’ v +2  coslcosu. cos  v 
— sin’Xsm’u. — (cosXcosu — cosv)’ 

= (smXsmu. — cos X cos  a+cosv)  (smX  sin^+cos  X cos  p. — cosv) 

= [cos  v — COS  (X+fi)]  |COS  (X — p.)— COS  v] 


_ I x+!*+v  t^+v— X v+X— (i  X-fp— v 

— Asm — stn — sm sm — • 

2 2 2 2 


CHAPITRE  II. 

TrnnsforinaUon  des  Coordonnées. 

DÉPLACEMENT  DE  L’ORIGINE. 

403— On  veut  remplacer  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  par 
r trois  autres  axesO'X',  D'Y',  O'Z', 

respectivement  parallèles  aux 
|ï  premiers  et  dirigés  dans  le 

même  sens.  La  position  des  nou- 
veaux axes  sera  déterminée  par 
les  coordonnées  a,  b,  c de  la  nou- 
velle origine  0' , relativement 
aux  anciens  axes.  Appelons  x,  y , 
z les  coordonnées  d’un  point 
FiB.  «7.  quelconque  M de  l’espace  par 

rapport  aux  anciens  axes,  x',  y1 , z'  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  aux  nouveaux  axes;  en  projetant  succes- 
sivement sur  chacun  des  trois  axes  primitifs,  parallèlement  au 
plan  des  deux  autres,  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  00/M,  on 
a les  relations 

fz=a-}-ar', 
y=b+ÿ, 
z=c+z'. 

CHANGEMENT  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES. 

404— Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  change  la  di- 
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rection  des  axes,  l’origine  demeurant  la  même.  Désignons  par 
a,  a',  a"  les  cosinus  des  angles  que  fait  l’axe  OX'  avec  les  trois 
axes  OX,  OY,  OZ,  par  b,  b1,  b"  et  c,  d,  c"  les  quantités  analogues 
pour  OY'  et  OZ’,  et  enfin  par  X,  fx,  v les  angles  YOZ,  ZOX, 
XOY. 

Soit  M un  point  quelconque  de  l’espace;  par  le  point  M, 
menons  une  parallèle  MC  à l’axe  OZ,  et  par  le  point  C où  cette 

droite  perce  le  plan  XOY,  une  pa- 
rallèle CD  à l’axe  OY;  les  trois  lon- 
gueurs OD,  DC,  CM,  prises  avec  les 
signes  convenables,  sont  les  coor- 
données x,  y,  z du  point  M,  par 
rapport  aux  anciens  axes.  Par  le 
point  M menons  une  parallèle  MC' 
à l’axe  OZ',  et  par  le  point  C'  où  elle 
perce  le  plan  X'OY',  une  parallèle 
C'D'  à l’axe  OY'  ; les  trois  longueurs 
OD',  DC',  C'M,  prises  avec  les  signes 
convenables,  sont  les  coordonnées 
x' , y',  s' du  point  M,  par  rapport  aux  nouveaux  axes.  En  proje- 
tant les  deux  lignes  brisées  ODCM,  OD  C'M,  successivement  sur 
chacun  des  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  on  obtient  les  trois  relations 

Iar+y  cos  v -f-  z cos  jx  = a x*  + 6 y1  +dz' , 
xcosv-f-y  +zcos  \=a/x,+bl  ÿ+d  z1 , 
Æcosix+ycosX-f-z  —a!'od+b'lyf+dlzl,  ■ 
desquelles  on  peut  déduire  pour  x,  y,  z des  expressions  du 
premier  degré  en  x',  y',  z'.  Le  déterminant  de  ces  équations 
est  le  même  que  celui  des  équations  du  n°  402. 

Il  faut  se  rappeler  que  a,  a',  a"  ne  sont  pas  arbitraires,  mais 
liées  par  une  équation  de  condition;  il  en  est  de  même  de 
b,  b' , b " et  de  c,  d , c".  Il  y aurait  entre  ces  mêmes  quantités 
trois  nouvelles  relations,  si  l'on  voulait  que  les  nouveaux  axes 
fussent  rectangulaires,  ou  plus  généralement,  qu’ils  fissent 
deux  à deux  des  angles  donnés. 

405— Quand  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires,  on  a 


Fig.  «8. 
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costezzcos  p—cos't=cos  — 0,  les  équations  (2)  se  réduisent  à 

J* 

l x—axd+by’  + cz', 

(3)  < y=alx/+b/y,-\-c’zl, 

( z=a/'x/+V't/+d'z'. 
Alors,  les  relations  entre  les 
cosinus  sont 

t a*+a'*+a"*=l. 


Fig.  JÎ9. 


(4)  b'+b''+b"'  = i, 

c’+^’+c"*  = t. 


Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  rectangulaires, on  a en  outre 
les  relations 


( ab-\-a,b,+a,lb"z=  0, 

(S)  bc+b,c‘+b"cl,  = 0, 

( ca+t/a'+d'a"— 0. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (3)  par 
a,  a',  a",  puis  par  b,  b',  b ",  et  c,  c1,  c",  et  qu'on  ajoute,  il  vient, 
en  ayant  égard  aux  relations  (4)  et  (5), 

/ x'=ax+a'y+a''z, 

(ü)  | ÿ = bx+b,y+b"z, 

\ z1  z=cx+c,x  + c'/z. 

On  obtient  ces  formules  directement  en  projetant  les  lignes 
brisées  ODCM,  OiyC'M  sur  les  axes  OX',  OY',  07J. 

Puisque  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires,  les  quantités 
(a,  b,  c),  (a1,  V , &),  (a," ,W,c"),  qui  désignent  les  cosinus  des  an- 
gles des  directions  OX,OY,  OZ  avec  les  nouveaux  axes,  doivent 
satisfaire  aux  relations 

L a* + 6’-j-c’ = 1,  i aa' +by  +cc'  =0, 

(7)  j a/,+t/i+c'’=l,  (8)  ] ala',+b'bl,+&c,l=  0, 

( a",+6",+c"— *;  | a"a  +b/'(i+c'/c=0; 

analogues  aux  relations  (4)  et  (5). 


40®— Des  relations  précédentes  entre  les  neuf  cosinus,  on 
en  déduit  un  grand  nombre  d’autres  parmi  lesquelles  nous  ci- 
terons les  suivantes,  qui  sont  particulièrement  utiles.  En  éli- 
minant c"  entre  les  deux  dernières  des  équations  (3),  on  a 
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c & 

a' b" — b!  a"  ub — bu 

et,  par  symétrie, 

c & c" 

aW — b/ a/'  a"b — b/' a ab — ba! 


__+_  / c,+c',+c//1' 

vf(a'b,—ba<y+(al,b~brâj'+(ab—ba1)' 

Mais  on  a 

[a'b'-ba'')'+[a''b—b'a)'+(ab'—ba!)' 
=(a,+a',+a"*)  [b'+b,+b,')—(ab+a'bl+a"b")'=\ . 
U en  résulte 


f9)  c _ _J_ _ *!_ -- m 

v ’ aV  —b  a"  a"b—b"a  ~~  ab—ba1  * 

On  prendra  l’un  ou  l’autre  signe  suivant  la  disposition  du 
trièdre  OXYZ\  Quand  on  fait  coïncider  OX'  avec  OX,OY'  avec 
OY,  OZ'  prendra  la  direction  OZ  ou  la  direction  opposée.  Dans 
le  premier  cas,  puisque  a=.U =c"  = 1,  af=a"=b=b"=c= 
&=0,  il  faut  prendre  le  signe  + ; dans  le  second  cas,  le 
signe  — . Ces  formules  (9)  déterminent  une  direction  OZ'  per- 
pendiculaire à deux  droites  rectangulaires  OX',  OY'. 


FORMULES  n’EULER. 

40 T — Les  formules  précédentes,  pour  passer  d’un  système 
rectangulaire  à un  autre  également  rectangulaire,  offrent  l’a- 
vantage d’être  symétriques  par  rapport  aux  angles  ; mais, 
quoique  les  angles  soient  au  nombre  de  neuf,  il  n’y  en  a 
réellement  que  trois  arbitraires,  c’est  pourquoi  il  ne  faut  ja- 
-mais  perdre  de  vue  les  relations  qui  les  lient.  Cette  dépendance 
des  neuf  cosinus  est,  dans  certains  cas,  un  obstacle  à constater 
l’identité  de  deux  expressions.  On  a donc  cherché  des  for- 
mules, dans  lesquelles  n’entrent  que  trois  constantes;  le  choix 
de  celles-ci  était  naturellement  indiqué  dans  plusieurs  ques- 
tions de  mécanique  et  d’astronomie,  où  l’on  emploie  de  pré- 
férence les  nouvelles  formules. 

On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes  par  l’an- 
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gle  } que  fuit  avec  OX  la  trace  OA  du  plan  X'OY'  sur  le  plan 

XOY,  l’inclinaison  0 du  plan 
X'OY'  sur  le  plan  XOY,  incli- 
naison mesurée  par  l’angle 
ZOZ',  enfin  l'angle  <p  de  l’axe 
OX'  avec  la  trace  OA. 

Or,  il  est  possible  d’amener 
le  premier  système  sur  le 
second , par  trois  rotations 
FiB.  î3o.  successives.  Faisons  tourner 

d’abord  les  axes  primitifs  de  l’angle  <}<  autour  de  OZ;  tan- 
dis que  l’axe  OZ  reste  immobile,  les  axes  OX  et  OY  tournent 
dans  leur  plan  de  l’angle  >J<;  l’axe  OX  vient  donc  occuper 
la  position  OA  ou  OX,,  et  OY  une  certaine  jiosition  OY,. 
Remarquons  que  l’axe  OZ',  perpendiculaire  sur  le  plan 
X'OY',  et  par  suite  sur  la  trace  OA,  est  contenu  dans  le 
plan  Y,OZ  perpendiculaire  à OA.  Actuellement , faisons 
tourner  de  l’angle  8 autour  de  OA;  tandis  que  l’axe  OX, 
reste  immobile,  les  deux  axes  OY,  et  OZ  tournent  dans  leur 
plan  de  l’angle  8;  donc  OZ  vient  occuper  la  position  OZ', 
et  OY,  une  certaine  position  OY,.  Remarquons  que  les  plans 
X,OY,  et  X'OY',  tous  deux  perpendiculaires  sur  OZ',  coïn- 
cident. Enfin,  faisons  tourner  de  l’angle  <?  autour  de  OZ'; 
puisque  les  deux  axes  0X„  OY,  tournent  dans  leur  plan  de 
l’angle  ? , il  en  résulte  que  OX,  vient  se  placer  sur  OX',  et  OY, 
sur  OY'.  Après  ces  trois  rotations  successives,  les  axes  primi- 
tifs coïncident  avec  les  axes  nouveaux. 

On  a,  de  cette  manière,  quatre  systèmes  d’axes  à considérer, 
savoir  : OXYZ,  OX,Y,Z,  OX,Y,Z',  OX'Y'Z'. 

Puisque  deux  systèmes  consécutifs  ont  un  axe  commun,  on  • 
passera  de  l’un  à l’autre  par  les  formules  de  transformation 
employées  dans  la  Géométrie  plane.  On  a ainsi,  pour  les  trans- 
formations successives, 

— y,  tin  b,  yt=y,cot 8 — z'stnO,  x^x'cos? — y' tint p, 
y=ar,sfniJ<-fy1coi'|/,  z = y,sin  8+ï'cosO,  yj=x,siny-\-y'cosy. 

L’élimination  des  auxiliaires  .r,,  y„  y,  donne 
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ix~x'  [coi  p coi  t — «in  ? tin  ■}  cot  6)+ÿ’( — lin  ? coi  f — cot  ? lin  ÿ coi  6)+i'  sinptine, 
ü~x'[coifim  Ÿ-t-iinŸCoi<pcoiO)-\-t/'( — tin?  «in  p-\-coi?  cot  /.  cos  9)+i'  ( — cotptino), 
*~x'  un?  tinO-j-y'  cotftin  6-{-i’coiû. 

Telles  sont  les  formules  connues  sous  le  nom  de  formules 
d’EltER. 

La  comparaison  de  ces  formules,  avec  celles  du  n°405, 
conduit  aux  relations  suivantes  : 

(a  =cos<icos']i — sintpsin^cosO, 
a'  z^cos^sinty+sinycostycosQ , 
a"=:sin<fsin0; 

b = — si»  9 co.S'j/ — costfsin^cosü, 

(il)  < b'  = — si»ipsi»'}+coscpcos{<cosO, 

J b,l=co$<fSinQ; 

I c =sintysin 0, 
f d = — cos^siné, 
l d'  — cos  0 ; 

d’où 

a"  , c 

la,,9ï=ÿr'  l(ing\— — y- 


408— Remarque.  Lorsqu’un  corps  tourne  autour  d’un 
axe  fixe,  la  rotation  peut  s’effectuer  dans  deux  sens  différents 
qu'il  importe  de  distinguer.  Consi- 
dérons, par  exemple,  une  rotation 
autour  de  l’axe  OZ  ; en  vertu  de 
celle  rotation,  un  rayon  OA,  mobile 
autour  du  point  0,  tournera  dans 
le  plan  XOY.  Imaginons  qu'un 
observateur  soit  placé  sur  l’axe 
OZ,  les  pieds  en  0,  la  tête  en  Z ; cet 
observateur  verra  le  rayon  mo- 
bile OA  tourner,  soit  de  gauche  à droite,  soit  de  droite  à 
gauche  en  passant  devant  lui  ; on  dira  que  la  rotation  est 
directe  pour  l’observateur  dans  le  premier  cas,  inverse  dans 
le  second  cas.  Dans  la  figure,  la  rotation  est  directe,  si  OA 
tourne  de  OX  vers  OY  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  ; elle 
est  inverse,  si  OA  tourne  eu  sens  contraire. 


Fig.  *31. 
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Deux  systèmes  d’axes  rectangulaires  OXYZ,  OX'Y'Z' , ne 
sont  pas  toujours  susceptibles  de  coïncider.  Pour  le  recon- 
naître, imaginons  deux  observateurs  placés  l’un  sur  OZ,  l’autre 
sur  OZ'  ; le  premier  observant  la  rotation  de  OX  vers  OY,  le 
second  celle  de  OX'  vers  OY'  ; si  les  deux  rotations  s’effectuent 
dans  le  même  sens,  par  exemple  dans  le  sens  direct,  comme 
cela  a lieu  dans  la  figure  du  numéro  précédent,  les  deux 
systèmes  d’axes  peuvent  coïncider.  En  effet,  si  l’on  place  OZ 
sur  OZ',  et  si  l’on  fait  tourner  autour  de  l’axe  commun,  de 
manière  à amener  OX  sur  OX',  nécessairement  OY  coïncidera 
avec  OY';  car  OY  et  OY7  forment  tous  deux  un  angle  droit 
avec  OX  ou  OX'  dans  le  même  sens.  Mais  si  les  deux  rotations 
étaient  de  sens  contraire,  après  avoir  fait  coïncider  OZ  avec 
OZ',  OX  avec  OX',  on  verrait  OY  se  placer,  non  plus  sur  OY', 
mais  sur  son  prolongement. 

Dans  les  formules  d'Euler,  on  suppose  que  les  deux  systèmes 
d’axes  rectangulaires  offrent  la  même  disposition,  c’est-à-dire 
sont  susceptibles  de  coïncider.  On  a amené  le  système  primitif 
sur  le  système  nouveau,  par  trois  rotations  directes.  L’angle 
de  la  rotation  autour  de  OZ  varie  de  0 à 2*;  l’angle  6 de  la 
rotation  autour  de  OA  est  compris  entre  0 et  ir,  pourvu  que 
sur  l’intersection  des  plans  XO\r  et  X'OY"  on  choisisse  con- 
venablement la  direction  OA;  la  rotation  de  ? autour  de  OZ' 
varie  de  0 à 2ir. 

400 — Formules  générales. — Lorsqu’on  change  à la  fois 
l’origine  et  la  direction  des  axes,  en  menant  par  la  nouvelle 
origine  O',  dont  les  coordonnées  relativement  à l’ancien  sys- 
tème sont  a,  b,  c,  trois  axes  0X„  0Y  „ 0Z„  parallèles  aux  pre- 
miers et  de  même  direction,  on  a x=a- f-r,,  y=b+yt, 
z=c-\-z,;  ensuite,  xit  y„  z,  s’expriment  en  xf,  y',  z'  par  l'un 
des  groupes  d’équations  écrites  précédemment;  il  suffit  donc, 
pour  avoir  les  formules  générales , de  remplacer  dans  ces 
équations  x,  y,  z respectivement  par  x— a,  y — b,  z — c. 

CLASSIFICATION  DES  SURFACES. 

410— On  distingue  les  surfaces,  comme  les  lignes,  en  al- 
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gébriques  et  transcendantes,  suivant  que  leurs  équations  sont 
elles-mêmes  algébriques  ou  transcendantes.  Quand  l’équation 
est  algébrique,  elle  peut  toujours  se  ramener  à la  forme  en- 
tière, et  une  transformation  d’axes  rectilignes  ne  change  pas 
son  degré.  Le  nombre  qui  exprime  ce  degré  sert  à classer  les 
surfaces  en  ordres;  ainsi,  on  dit  qu’une  surface  est  du  pre- 
mier, du  second,  du  troisième  ordre,  etc.,  lorsque  son  équa- 
tion est  du  premier,  du  second,  du  troisième  degré,  etc. 

Pour  que  l’équation  algébrique  entière  du  degré  m 
f{x,  y,  z)= 0, 

représente  réellement  une  surface  de  l’ordre  m,  il  faut  que 
son  premier  membre  ne  puisse  pas  se  décomposer  en  un  pro- 
duit de  deux  fonctions  entières,  ou  qu’elle  soit  irréductible. 
Deux  équations  irréductibles  distinctes  représentent  deux  sur- 
faces qui  peuvent  avoir  une  ou  plusieurs  lignes  communes, 
mais  ces  surfaces  n'ont  jamais  d’éléments  superficiels  com- 
muns; car  pour  avoir  des  systèmes  communs  de  solutions  des 
deux  équations,  on  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement,  môme 
entre  des  limites  très-resserrées,  deux  des  variables. 

Un  plan  coupe  une  surface  algébrique  de  l’ordre  m suivant 
une  ligne  algébrique  dont  l’ordre  ne  peut  dépasser  m;  en 
effet,  si  l’on  rapporte  celte  surface  à un  système  de  trois  plans 
coordonnés,  dont  fasse  partie  celui  que  l’on  considère,  on  ob- 
tient l’équation  de  la  ligne  d’intersection,  par  rapport  à deux 
des  axes  coordonnés,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la 
surface  l’une  des  coordonnées  par  zéro  ; le  polynôme  à deux 
variables  qui  en  résulte  ne  peut  évidemment  être  d’un  degré 
supérieur  à m.  Si  la  surface  avait  dans  un  plan  plus  de  points 
qu’il  n’en  faut  pour  déterminer  une  ligne  de  l’ordre  m,  le 
plan  tout  entier  ferait  partie  de  la  surface,  et  l’équation  se 
décomposerait  en  deux  facteurs.  Une  ligne  droite  rencontre 
une  surface  de  l’ordre  m en  m points  au  plus,  ou  bien  elle 
est  située  tout  entière  sur  la  surface. 

SECTION  D’iNE  SURFACE  PAR  UN  PLAN. 

411— Supposons  d’abord  que  le  plan  passe  par  l’origine. 
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sa  position  se  détermine  comme  au  n°  407  , par  les  deux 
angles  0 et  <J>,  tandis  que  la  position  des  axes  OX',  0\T/,  aux- 
quels on  rapporte  la  courbe,  est 
donnée  par  l’angle  f.  Ordinaire- 
ment, on  lait  coïncider  l’axe 
OX'  avec  la  trace  du  plan  sécant 
sur  le  plan  XOY,  alors  on  a 
f = 0.  Dans  l'équation  de  la  sur- 
face f(x,  y,  z)=0,  il  faut  donc 
mettre  à la  place  de  x,  y,  z 
les  seconds  membres  des  formules  (10),  puis  faire  <p=0  et 
z'  = 0,  ce  qui  revient  à remplacer  simplement  x,  y,  z par  les 
expressions 

x=x'cosÿ — y1  sin^cosd, 

(12)  y=x,sin>}'-i-y,cos>}<cosO, 
z = y'sÏHÔ, 

que  l’on  obtient  en  faisant  <p=0  et  z'=0dans  les  formules  (10). 

On  trouve  ces  formules  directement  par  deux  rotations, 
l’une  <]<  autour  de  OZ,  l’autre  0 autour  de  OX'. 

Si  le  plan  sécant  défini  de  la  même  manière,  quant  à sa 
direction,  au  lieu  d’être  mené  par  l’origine,  passait  en  un 
point  ayant  pour  coordonnées  a,  b,  c,  dans  les  formules  pré- 
cédentes, on  mettrait  x — a,  y — b,  z — c à la  place  de  x,  y,  z. 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  RECTILIGNES 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 


Il 


412 — Le  système  polaire  défini  au 
n»  395  étant  assez  fréquemment  em- 
ployé, il  est  bon  d’indiquer  comment 
on  passe  du  système  rectiligne  rectan- 
gulaire au  système  polaire,  et  récipro- 
quement. Considérons  le  cas  où  l’axe 
fixe  est  OZ,  le  plan  ZOX  le  plan  fixe  à 
partir  duquel  se  comptent  les  angles  ty. 
La  projection  de  OM  sur  OZ  est  pcosd, 
la  projection  OP  de  la  même  ligne  sur 
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le  planXOY  est  psin9;  enlln  les  projections  de  OP  sur  les  axes 
OX,  OY  sont  psinflcos']/,  psinO  sin^.  Si  donc  on  projette  sur 
chacun  des  trois  axes  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  OPM,  on 
obtient  les  relations 

I X=pCOS’|'*mô, 

(13)  j y=psintysinü, 

I z =p  rosO. 

On  en  déduit  les  formules  inverses 


(U)  P =/*’+y’+z«,  tang^-' 

Si  les  deux  systèmes  occupaient  des  positions  relatives  dif- 
férentes, il  faudrait  se  servir  d'un  système  rectiligne  auxi- 
liaire. 

Dans  le  système  polaire,  une  direction  OM  est  complètement 
déterminée  par  les  deux  angles  6 et  <1/;  on  s’en  sert  fréquem- 
ment à ce  point  de  vue.  En  astronomie,  si  la  droite  OZ  est 
la  verticale  d'un  lieu,  le  plan  ZOX  le  plan  méridien  du  lieu, 
et  que  le  rayon  OM  soit  le  rayon  visuel  d’un  aslre,  l’angle  9 
sera  la  distance  zénithale  de  cet  astre  et  l’angle  ^ son  azimut. 
En  géographie,  on  prend  pour  OZ  la  ligne  des  pôles,  alors  9 
est  le  complément  de  la  latitude  et  ^ la  longitude. 


DISTANCE  DE  DEliX  POINTS. 

413— Nous  avons  déjà  trouvé  la  dislance  de  l’origine  à un 
point  en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques.  Soient 
(x’,  y',  zf),  (x",  y",  z")  les  coordonnées  de  deux  points  M'  et  M", 
l la  distance  M’  M”  de  ces  deux  points.  Transportons  les  axes, 
parallèlement  à eux-mêmes,  en  M1.  Si  les  axes  sont  rectan- 
gulaires, on  a (n°  400)  : 

/=  y/  (x‘l-*)'+(]/>-y')'+[z"-Z')'. 

Si  les  axes  sont  obliques,  on  a (n°  402) 

1=  /(a"-x/),+(y"-ÿ'*)+  (z"-z’)*+  2(ÿ"-y)  [z"-z')cosl 
+2(z"— z’)  [x“—x')  cosy.+lixf'—x')  (y"—y')cos*~. 


BH. 
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CHAPITRE  III. 

Du  Plan  et  de  la  Ligne  droite. 

DU  PLAN. 

construction  de  l’équation  nu  PREMIER  degré. 

414 — L’équation  générale  du  premier  degré  entre  les 
variables  x,  y,  z est 

(1)  Aa:+B,v+G5-)-D  = 0; 

elle  renferme  trois  paramètres  arbitraires  qui  sont  les  rapports 
de  trois  des  quantités  A,  B,  C,  1)  à la  quatrième.  D’abord,  si 
deux  des  coefficients  A,  B,  C sont  nuis,  elle  se  réduit  à la  forme 

Cz+D— D ou  z— — 

li 

elle  représente  un  plan  parallèle  au  plan  XOY,  lequel  coupe 
l’axe  des  z à une  distance  — de  l’origine.  Si  un  seul  des 

VI 

mêmes  coefficients  est  nul,  on  a l’équation 
Ax+By+D=0 , 

qui  représente,  dans  le  plan  XOY  une  droite,  et  dans  l’espace 
un  plan  parallèle  a OZ  mené  par  cette  droite. 

Supposons  enfin  qu'aucun  des  coefficients  A,  B,  C ne  soit 
nul.  On  obtient  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés XOY,  XOZ,  YOZ,  en  faisant  dans  l’équation  proposée 
z=0,  ou  y— 0,  ou  x=0,  ce  qui  donne  trois  droites  PQ,  PR, 
QR,  ayant  pour  équations 

Aa;-fBy+D  = ü, 

Ax+Cz-|-D  = o , 

By  + Cz+D=0. 

Coupons  la  surface  par  un  plan  z =c,  parallèle  à XOY  ; la  pro- 
jection de  l’intersection  sur  le  plan  XOY  a pour  équation 
Ax-(-By+Cc-f-D=  0; 

c’est  une  droite  G'IP  parallèle  à PQ.  L’intersection  elle-même 
étant  la  ligne  suivant  laquelle  le  plan  z=c,  parallèle  à XOY, 
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rencontre  le  plan  proje- 
tant mené  par  G'H',  est 
une  droite  GH,  parallèle 
à G'H',  et  par  conséquent 
parallèle  à PQ.  D’ailleurs 
la  droite  GII  rencontre  la 
droite  PR  au  point  G.  On 
peut  donc  regarder  la 
surface  comme  décrite 
par  une  droite  GH,  qui  se 
meut  parallèlement  à la 
droite  PQ,  en  s’appuyant  constamment  sur  une  autre  droite 
PR  ; donc  la  surface  est  un  plan. 


ÉQUATION  DU  PLAN. 


415 — Réciproquement,  tout  plan  est  représenté  par  une 
équation  du  premier  degré  entre  les  variables  x,  y,  z.  Car 
lorsque  le  plan  est  parallèle  à l’un  des  plans  coordonnés,  XOY 
par  exemple,  si  l’on  appelle  c la  coordonnée  z du  point  où  il 
rencontre  l'axe  OZ,  son  équation  est  z=c.  En  second  lieu,  si 
le  plan  est  seulement  parallèle  à l’un  des  axes , OZ  par 
exemple,  sa  trace  sur  le  plan  XOY  a une  équation  de  la  forme 
Ax+By-f-D=0;  celle-ci  représente,  dans  l’espace,  le  plan 
donné. 

Enlin , supposons  que  le  plan  ne  soit  parallèle  à aucun  des 
axes  ; soient 

z=ax+'(,  z—by 

les  équations  de  ses  traces  PR  et  QR  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ. 
On  peut  disposer  des  coefticients  de  l’équation 
(1)  A-r+Bt,  + C=-|-D  = 0, 

de  manière  que  le  plan  qu’elle  représente  coïncide  avec  le  plan 
proposé.  En  effet,  les  traces  du  plan  représenté  par  l’équation 
(1)  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ  ont  pour  équations 
A.r  -|-  C z -|- 1)  — 0,  Bÿ  -j-  C z -j- 1 1 — 0, 
ou 


A 

C 
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elles  coïncideront  avec  les  traces  FR,  QR  du  plan  proposé,  si 
l’on  a 


A=  — Co,  B=— C b,  D = — Cf. 

L’équalion  (1),  dans  laquelle  on  substitue  les  valeurs  précé- 
dentes, devient,  après  la  suppression  du  facteur  C, 


z — ax — by — y=0- 


CONDITIONS  l’OCR  yLE  DEUX  PLANS  SOIENT  PARALLÈLES. 


410 — Soient 

Ax  -j-  By  -j-Cs  -f  D=U, 

A'x  + B'y  +C'z  + D'=0 

les  équations  de  deux  plans.  Pour  que  ces  plans  soient  paral- 
lèles, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leurs  traces  sur  deux  des 
plans  coordonnés  soient  respectivement  parallèles.  Les  traces 
sur  le  plan  XOZ  ont  pour  équations 

Ax  -j"  C z -f*  D=  0 , 

A'x  + C,5  + D,=0; 

ces  deux  droites  seront  parallèles,  si  elles  ont  le  même  coefti- 

C C' 

cient  angulaire,  ce  qui  donne  la  condition  — — = — — , , ou 

A A' 


A _ C_ 
A'  C' 
lions 


De  même  les  traces  sur  le  plan  YOZ  ont  pour  équa- 


By  + C3  + D=0, 

B'y  + C's  + D'=0; 

B C 

elles  seront  parallèles,  si  l’on  a ...  — • 

B'  L' 

Ainsi,  pour  que  les  deux  plans  soient  parallèles,  il  faut  que 
l’on  ait 


(i) 


c’est-a-dire  que  les  coefficients  de  x. 


C 

: C'’ 

y,  s soient  proportionnels. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  Ql'l  PASSENT  PAR  UN  POINT  DONNÉ. 

41 7— L'équation  générale  du  premier  degré  renfermant 
trois  paramètres  arbitraires,  savoir  les  rapports  de  trois  des 
coefficients  au  quatrième,  il  faut  trois  conditions  pour  déter- 
miner un  plan. 

Cherchons  d’abord  l’équation  générale  des  plans  qui  passent 
par  un  point  donné  M'  ayant  pour  coordonnées  a /,  y',  z'.  Soit 
(1)  Ax  + By  + Cs  + D— 0 

l’équation  d’un  plan  quelconque.  Pour  que  ce  plan  passe  par 
le  point  M',  il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 
l’équation  du  plan,  ce  qui  donne  l’équation  de  condition 
(3)  A*'  + Bÿ'+C2'  + D=0, 

qui  déterminera  l’un  des  coefficients , par  exemple  le  coeffi- 
cient D.  Nous  éliminerons  ce  coefficient  en  retranchant  les 
deux  équations  (1)  et  (3)  membre  à membre;  l’équation 
(4)  A(x— xq  + Bfy— y')  + C(3-s')=Ü, 
qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de 
deux  des  trois  coefficients  A, B,  C au  troisième,  est  l’équation 
générale  des  plans  passant  par  le  point  ML  « 

Si  l’on  voulait  mener  par  un  point  un  plan  parallèle  à un 
plan  donné,  l’équation  du  plan  demandé  étant  de  la  forme  (4), 
il  suffirait  de  prendre  les  coefficients  A,  B,  C proportionnels  et 
plus  simplement  égaux  aux  coefficients  de  x,  y,  z dans  l'é- 
quation du  plan  donné. 

PLAN  PASSANT  PAU  TROIS  POINTS  DONNÉS. 

448 — Pour  qu’un  plan 

\x  + By  -f-  C.  -f-  D~ 0 

passe  par  trois  points  donnés  z'),  ix?'  ,y" , z"),  (xf" , y"' ,z’"), 
il  faut  que  les  trois  équations  de  condition 
Ax’  + B^  + Cs'  + D=0, 

Ax"  + By"  + Cz"  + 1)=0, 

Axr"  + By"'  +Czw  + D=0 

soient  vérifiées.  De  ces  équations  du  premier  degré,  on  déduira 
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les  rapports  g’-gj'g  de  trois  coefficients  au  quatrième. 

Lorsque  les  trois  points  donnés  sont  situés  sur  les  axes  des 
coordonnées,  l’équation  du  plan  prend  une  forme  très-simple. 
Appelons  a,  b,  c les  coordonnées  des  points  P,  Q,  R,  où  le  plan 
coupe  les  axes.  On  obtient  le  point  P en  faisant,  dans  l’équation 
du  plan 

Ax  -f-  B?/  + Cs  + D= 0,  • 

y=0  et  z=0,  ce  qui  donne  a=  — j ; on  a de  même  le  point 

Q en  faisant  3=0  et  x=0,  d’où  6=—^;  et  le  point  R en 

1> 

faisant  #=0  et  y=0,  d'où  c= — 5.  Si  l’on  remplace  les 

c*  • 


rapports 


D’ 


^ par  leurs  valeurs  — -,  — 7,  — - tirées  des 
DD  abc 


relations  précédentes,  l’équation  du  plan  se  met  sous  la  forme 


Xà+l  + -r={- 

abc 


INTERSECTION  DE  TROIS  PLANS. 

419 — La  recherche  du  point  d’intersection  de  trois  plans 
revient  à la  résolution  de  trois  équations  du  premier  degré 
Ax-f-By+Cs  + D=0, 

A'x  + B' ij  + C'z  + D'  =0, 

A"x  + B"y  + C"s-f  D"=0, 

à trois  inconnus  x,  y,  z.  Si  les  trois  plans  se  coupent  en  un 
point,  les  trois  équations  admettent  une  solution  finie  et  une 
seule.  Si  les  trois  plans  n’ont  pas  de  point  commun,  ce  qui 
arrive  quand  les  plans  sc  coupent  deux  à deux  suivant  des 
droites  parallèles  entre  elles,  ou  quand  deux  des  plans  sont 
parallèles,  les  trois  équations  n’ont  pas  de  solution.  Si  les  trois 
plans  passent  par  une  même  droite,  ou  se  confondent,  il  y a une 
infinité  de  solutions.  Dans  le  premier  cas,  on  peut  prendre  à 
volonté  l’une  des  variables;  dans  le  second  cas , deux  des  va- 
riables. 
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ANGLES  DE  LA  NORMALE  AU  PLAN  AVEC  LES  AXES. 

490 — Jusqu’à  présent  nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  coordonnées  ; dans  ce  qui  suit , nous  supposerons  les 
coordonnées  rectangulaires.  Soit 

\x  By  -}-  Cw  -{-  D — 0 

l’équation  d’un  plan;  les  coordonnées  a,  b,  c des  points  P,  Q,  R, 
où  ce  plan  coupe  les  axes,  sont  données  par  les  formules 


z De  l’origine  0 abaissons  une 

perpendiculaire  OL  sur  le  plan 
r (fig.  235),  et  joignons  le  pied  L 

/ \\  de  la  perpendiculaire  aux  points 

/ \i.  \ P,  Q,R,  de  manière  à former 

/ ''  x trois  triangles  rectangles  OLP, 

/A  ^ ' i*  1 OLQ,  OLR.  La  distance  OL,  que 

nous  désignerons  par  l , est  la 
projection  sur  la  droite  OL  des 
Fig.  235.  droites  OP , OQ , OU  ; on  a donc 

l=acos«— beos  $=:c  cos  y; 
et,  en  remplaçant  a,  b,  c par  leurs  valeurs, 

__  l_ COS* COS  3 COS  y 

U D ~Â~  ~ B~  C~’ 

Chacun  de  ces  rapports  est  égal  au  nouveau  rapport 

y/  COS'a+COS  ’ P+COS*  y ^ t 

~ / A ’ + B ’+  C1  ~ ~ / A ’-t-B’+C  ’ ' 

en  vertu  de  la  relation  cos*a+cos,p-(-cosîY=t.  On  en  déduit 
(7)  C0Sa C0SP cos Y_  1 

A B C ± i 'A'+B’+C'' 


Ces  formules  déterminent  les  angles  que  fait  la  normale  au  plan 
avec  les  axes  des  coordonnées,  et  par  conséquent  les  angles 
que  fait  le  plan  avec  les  plans  des  coordonnées.  Le  double  signe 
se  rapporte  aux  deux  directions  opposées  de  la  normale. 
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angle  de  deux  plans. 

421  —Soient 

Ax  + By  + Ci  + D=0,  A'ar+  B'y  +C/z  + D/=0 
les  équations  des  deux  plans.  L'angle  cherché  est  égal  à l’angle 
des  normales  menées  de  l'origine  aux  deux  plans  donnés. 
Désignons  par  a,  p,  y les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  pre- 
mière normale,  par  a',  p',  Y les  angles  de  la  seconde  normale, 
et  par  V l’angle  cherché.  Les  axes  étant  supposés  rectangu- 
laires, on  a (n°  A01) 

cos  X =cos  a cos  a'  4-  cos  p cos  p'  4 cos  y cos  f ; 
d’où,  en  vertu  des  formules  (7), 

,8)  cos\=Y~  AA'+BB'+CC’ 


✓ A'+B’+CV  A'*+B"+C'' 

Pour  que  les  deux  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  l’on  ait 

(9)  A A'  + BB'  + CC'  = 0. 


distance  dun  point  a in  plan. 

422— Quand  nous  avons  cherché  les  angles  que  la  normale 
OL  au  plan 

Ax  -}-  Bÿ  C«  -|-  L)— .0 

fait  avec  les  axes  (n°  A20),  nous  avons  désigné  par  l la  longueur 
de  cette  normale,  et  nous  avons  trouvé  les  rapports  égaux 

/ COS  a COS  p COSf  \ 

D ~ jC  ~ b~  ~c~ 


Il  en  résulte 


(10)  /=— 


± /Â*4B’+C« 


L> 


/A*4B*4C* 

Cette  formule  donne  la  distance  de  l’origine  au  plan  en  coor- 
données rectangulaires. 

Il  est  facile  d’en  déduire  la  distance  d’un  point  quelconque 
M ayant  pour  coordonnées  x, , y,,  z,.  Si  l’on  transporte  les 
axes  parallèlement  à eux-mêmes  au  point  M,  l'équation  du 
plan  devient 

A4  4 Ity'4  Cy'  4 (A.r,  4 By , 4 Cz,  + D)  =0. 
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En  vertu  de  la  formule  (10),  la  distance  du  point  M au  plan 
aura  pour  expression 

an  / — Ag.+Bÿ.+Cs.+P 
=F  /a’+BM-C1 


DE  LA  LIGNE  DROITE. 

PROJECTIONS  D’UNE  DROITE. 

423—  La  manière  la  plus  simple  de  définir  une  droite  dans 
l’espace  est  de  la  considérer  comme  l’intersection  de  deux 
plans.  Une  droite  sera  donc  représentée  par  le  système  de  deux 
équations  du  premier  degré 

Ax  -f-  By  C;  -j-  D — 0, 

A'ar  + B’y  + C'z  + D^O. 

Si  l’on  élimine  y ou  x entre  les  deux  équations,  on  obtiendra 
deux  équations  de  la  forme 

(1)  x = az  + p,  y=bz+q: 

ce  sont  les  équations  des  plans  qui  projettent  la  droite  sur  le 
plan  XOZ  ou  sur  le  plan  YOZ.  On  peut  aussi  considérer  cha- 
cune de  ces  équations  comme  élant  celle  de  la  projection  elle- 
même  dans  son  plan. 

Si  dans  les  équations  (t),  on  fait  ; = 0,  on  obtient  les  coor- 
données x=p , y=q  de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  XOY. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  projections  étant 
respectivement  parallèles , les  coefficients  angulaires  a et  b 
sont  les  mêmes  dans  les  équations  de  ces  droites. 

Les  équations  générales  d une  droite  renferment  quatre  pa- 
ramètres arbitraires  a,  b,  p,  q. 

ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  DROITES  QUI  PASSENT  PAR  UN 
POINT  DONNÉ. 

424 —  Pour  qu  une  droite 

(I)  x=az+p,  y=bz  + q 

passe  par  un  point  donné  M,  ayant  pour  coordonnées  x1,  y1,  z', 
il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  deux  equa- 
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tions  de  la  droite , ce  qui  donne  les  deux  équations  de  con- 
dition 

x/=az'  + p,  ÿ—bz'  + q, 

servant  à déterminer  deux  des  paramètres,  par  exemple  p et  q. 
Si  l’on  retranche  ces  équations  des  équations  (1),  on  obtient  les 
équations 

(2)  x — x/=a(z  — zl),  y — y'=b{z—z'), 
dans  lesquelles  les  deux  paramètres  a et  b sont  arbitraires,  et 
qui  représentent  toutes  les  droites  passant  par  le  point  donné. 


DROITE  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS  DONNÉS. 


41*5— Les  équations  (2)  représentent  une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  M;  cette  droite  passera  par  un  second 
point  M' ayant  pour  coordonnées  x",  y" , z",  si  les  conditions 
xf' — x'—a  (z" — z') , y"  — yf  —b  (z"  — z') 


sont  vérifiées  ; on  en  déduit 


et  la  droite  cherchée  a pour  équations 


Z"— Z' 


ou  plus  simplement 

x — x1  y— y1  z— z' 

( A) = — — — — 

x" — xf  y" — >/  z!' — z' 

On  obtient  immédiatement  les  équations  (2)  et  (3),  en  remar- 
quant que,  lorsqu’une  droite  passe  par  un  point , les  projec- 
tions de  la  droite  passent  par  les  projections  du  point. 


INTERSECTION  d’lNB  DROITE  ET  n’iN  PLAN. 

426— Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  d’une  droite 
et  d’un  plan  s’obtiennent,  comme  celles  du  point  de  rencontre 
de  trois  plans,  par  la  résolution  de  trois  équations  du  premier 
degré  à trois  inconnues.  Si  les  équations  de  la  droite  sont 
x=az  + p,  y=bz  + q, 

et  celle  du  plan 

A*+By  + Cz+D=0, 
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en  éliminant  x et  y,  on  obtient  de  suite  la  coordonnée  z du 
point  d'intersection 

Ap+Bq+D 
5 — “ Aa+B6+C  ' 

Si  l’on  a 

(5)  Aa  + B6  + C =0, 

la  valeur  de  z devenant  infinie,  le  point  de  rencontre  s’éloigne 
à l’infini  et  la  droite  est  parallèle  au  plan. 

Si  l’on  a en  même  temps 

in  I ^a+B6+C=0, 

U ( Ap  + Bq+D=0, 

la  valeur  de  z est  indéterminée,  la  droite  a une  infinité  de 
points  communs  avec  le  plan,  c’est-à-dire  qu’elle  est  située 
dans  le  plan.  La  première  des  conditions  (6)  exprime  que  la 
droite  est  parallèle  au  plan  ; la  seconde  que  la  trace  de  la  droite 
sur  le  plan  des  x y,  trace  qui  a |>our  coordonnées  (p,  q ,o) , est 
située  dans  le  plan. 

CONDITION  POUR  QUE  DEUX  DROITES  SE  RENCONTRENT. 

427—  Deux  droites  placées  dans  l’espace  ne  se  rencontrent 
pas  en  général  ; pour  qu’elles  se  rencontrent,  il  faut  que  leurs 
équations 

x=az+p,  x=a'z+p', 

'J  = bz+q,  y=Uz+q', 

soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  x,  y,  z. 
Ceci  n’aura  lieu  que  si  la  condition 

(7)  (a—a')(q—q')  — (b  — bl)(p—p,)=0, 

obtenue  par  l’élimination  de  x,  y,  z,  est  remplie. 

ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  LA  DROITE 
d’intersection  DE  DEUX  PLANS  DONNÉS. 

428—  Soient  A=0,  B=0  les  équations  de  deux  plans. 
L’équation 

(8)  A-f  >B=0, 

dans  laquelle  le  paramètre  \ est  arbitraire,  représentera  tous 
les  plans  qui  passent  par  la  droite  d’intersection  des  deux  pre-  , 
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miers  plans.  Il  est  évident  d’abord  que , quelle  que  soit  la 
valeur  attribuée  au  paramètre  X,  le  plan  représenté  par  l’équa- 
tion (8)  passera  par  la  droite  d’intersection  des  plans  A =0, 
B=0;  car  celte  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  communs  aux  deux  plans.  On  voit  ensuite 
que  l’équation  (8)  représente  tous  les  plans  qui  passent  par  la 
droite  d’intersection  des  deux  plans  donnés;  car  l’un  quelcon- 
que de  ces  plans  est  défini  par  la  droite  d’intersection  , et  un 
point  V,  y',  z')  pris  arbitrairement  dans  l’espace  ; or,  on  peut 
déterminer  le  paramètre  X,  de  manière  que  le  plan  (8)  passe 
par  ce  point. 

MENER  UN  PLAN  PAR  UN  POINT  ET  UNE  DROITE  DONNÉS. 

429—  Soient  x',  y’,  z'  les  coordonnées  du  point  donné, 

( Ax-f-By  + Cz  + D=0, 

| A'z+B'y+C'z+D,=0, 

les  équations  de  la  droite.  Le  plan  cherché  passant  par  la 
droite  aura  une  équation  de  la  forme 

Ax  + By  + Cz  + D + X (A'x  -f  B'y  + C'z  + DO =0  ; 
on  déterminera  le  paramètre  X de  mafiière  que  le  plan  passe 
par  le  point  donné,  ce  qui  donne  l’équation  de  condition 
Ax>  + By  + Cz'  + D + X (AV  + By  + CV  + IK)  = 0, 
d’où  l’on  déduit  la  valeur  de  X.  Le  plan  cherché  a pour  équa- 
tion 

Ax  + By + Cz  + D _ AV  + B'y  + C'z+iy 
' ' Ax’+By'+Cz'-fD  AV+By+CV+D1  * 

PAR  CNE  DROITB  DONNÉE  MENER  UN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A UN 
PLAN  DONNÉ. 

430 —  Soient 

j Ax  -j-  By  -(*  Gz  4"  D — 0, 

[ A'x+B'y+C'z+D'zrO, 
les  équations  de  la  droite  donnée, 

A"x  + B"y  + C"z  -f  D"  = 0 

celle  du  plan  donné.  Le  plan  cherché,  passant  par  la  droite,  a 
une  équation  de  la  forme 

Ax  + By  + Cz  + D + X ( A'x  + B'y -f- C'z  + DO  = 0. 
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Ce  pian  sera  perpendiculaire  au  plan  donné,  si  la  condition 
A"  (A  + XA')  + B"  (B  + XBO  + C"  (C+XC')=0 
est  vérifiée  (n°421),  les  axes  étant  supposés  rectangulaires;  on 
en  déduit 

, A"A+B"B+C"C 
— A'A"+B'B"+C'C"  ’ 

et  le  plan  cherché  a pour  équation 
( 1 0)  (VA"+» B"-(-C'C")(Ax+Bv+Cj+D)=(A"A+B-'B4-C;'C)(A'i+Bÿ+C *+D •) . 

Les  trois  plans  donnés  forment  un  trièdre;  par  l’une  des 
arêtes  nous  avons  mené  un  plan  perpendiculaire  à la  face  op- 
posée. Les  plans  menés  par  chacune  des  autres  arêtes  perpen- 
diculairement à la  face  opposée  ont  de  même  pour  équations 
(A''A+B,'B+C"C)(A'x-(-B'ÿ+C'i+D'l=(AA,+BB'+‘;c'dA''^+B''l/-K-'-+D''), 

(AA'-j-BB'  -fCC  ')(A"x+irÿ-|-C’;+I>'’)=(A  'A"+B'B'+C  'C";  (Ax+Bÿ+Cî-j-D) . 
En  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre  à membre, 
on  trouve  la  troisième  ; on  en  conclut  que  les  trois  plans  pas- 
sent par  une  même  droite. 


ANGLES  d’lNE  DROITE  AVEC  LES  AXES. 


431— Dans  les  questions  que  nous  avons  traitées  jusqu’à 
présent  sur  la  ligne  droite,  excepté  dans  la  question  précédente, 
nous  n’avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  coordonnées  ; dans 
ce  qui  suit , nous  supposerons  les  coordonnées  rectangulaires. 

Soient 


x=az  + p,  y = bz+q 

les  équations  d’une  droite.  La  parallèle 
OL  menée  par  l’origine  (tig.  23t>)  aura 
pour  équations 

x=az,  y —bz. 

■ Désignons  par  b,  p,  y les  angles  que 
fait  la  droite  OL  avec  les  axes.  Pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  M,  situé 
à une  distance  / de  l’origine.  Les  coor- 
données x,  y,  z du  point  M étant  les  projections  orthogo- 
nales de  la  droite  OM  sur  les  axes,  on  a 

x — l cos  b , y=l  cosp , z=t  cos  y, 


et  par  suite 
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COS  a COS  P cos  y 

x y z 

Le  point  M étant  sur  la  droite  OL,  on  a ar=az,  y—bz;  on  en 
déduit 


COS  a COS  p COS  Y 

az  bz  z 

ou,  en  multipliant  par  z ces  rapports  égaux, 

COSa  COS  p COS  y 

a b l 

Chacun  de  ces  rapports  étant  égal  au  rapport 


l/cOS’o-J-COS*  P+COS’y  _ 
I /d'  + b'  + l 
on  a les  formules 

COSa  COS  p COS  Y 
(U)  = — ; — = 

abc 


1 

l/â'  + b'  + 1 

« , 
t i/a'+6»+ 1 


qui  déterminent  les  angles  que  fait  la  droite  donnée  avec  les 
axes.  Le  double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  de  la 
droite. 


PAR  UN  POINT  MENER  CNE  DROITE  QUI  FASSE  AVEC  LES  AXES  DES 
ANGLES  DONNÉS. 

432 — Proposons-nous  de  mener  par  le  point  M',  dont  les 
coordonnées  sont  x1’,  y1,  z',  une  droite  qui  fasse  avec  les  axes  des 
coordonnées  rectangulaires  les  angles  a,  p,  y.  La  droite  cher- 
chée est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 


Mais  on  a 


a 

b — 

i 

COSa 

cosp 

COS  y 

a 

b ~ 

i ’ 

apports  égaux  deux  à deux 

X — X1 
1)  1 - 

_ y—?/ 

_ s — z‘ 

(12)  _ 

COSa  C0Sp  COSy 

On  peut  obtenir  directement  ces  équations;  si  l'on  désigne 
par  x,  ij,  z les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de  la 
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droite,  et  par  p la  distance  M M,  les  différences  x — x' , y — y', 
z — z'  sont  les  projections  de  la  longueur  M'M  sur  les  axes  des 
coordonnées.  D’un  autre  côté,  si  la  longueur  M'M  est  comptée 
à partir  du  point  M'  dans  la  direction  qui  fait  avec  les  axes  les 
arigles  a,  p,  y,  ces  projections  sont  égales  à p cos  a , pcosp, 
P cos  y;  si  la  longueur  M'M  est  comptée  dans  la  direction  op- 
posée, ces  projections  sont  égales  à — pcosa,  — pcos  p,  — pcos-f 
On  a donc,  dans  tous  les  cas, 

x — x/  — p cos  a,  y — yJ  — p cos  p,  z — Z'  — p cos  y , 
ou 

x — x y— y' z — z'  _ 

COS  a CO«P  COS'l 

en  convenant  de  regarder  la  longueur  p comme  positive  ou 
négative , suivant  qu’elle  est  parcourue  dans  la  première 
direction  ou  dans  la  direction  opposée. 


jrra'z+p', 
y = bz+qi, 


ANGLE  DE  DEUX  DROITES. 

433  —Soient 

x=az+p, 
y=bz+q, 

les  équations  de  deux  droites.  On  déterminera  les  angles 
(a,  p,  y),  (a',  p,  yO  de  chacune  d’elles  avec  les  axes,  puis  on 
exprimera  l’angle  V qu’elles  font  entre  elles  par  la  formule 
connue  (n°  401).  On  a 

COS  a COS  p COS  Y 1 

__ 


a 

COS  a 


' b 

COS  p 


fOSY 


a' 


y 


d’où 


(13)  cosVz 


l/a’+b'+l 



1 _ i/a'i+b’^+i 

aa'+6ô'-H 


l/a'+b'+l  l'a'+y'+l 
Les  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles  lorsque  la  re- 
lation 

(H)  aa'+bb’+ 1=0 

est  satisfaite. 
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ANGLE  D I NE  DROITE  ET  DCN  PLAN. 

434 — Soient 

x = az  + p,  y = bz  + q 

les  équations  de  la  droite,  . 

A:r  + By+Cz+D=0 

celle  du  plan.  L’angle  V de  la  droite  et  du  plan  est  complémen- 
taire de  l’angle  que  forme  la  droite  avec  la  normale  au  plan. 

Si  l’on  appelle  a,  p,  y les  angles  que  fait  la  droite  avec  les 
axes,  a1,  p',  y1  les  angles  que  fait  la  normale  au  plan,  on  a 

c os  a cos  p _ cos  y t 

— 


a b 1 — l/a’-rli’+l 

cos  »' cos  p' cos  y 1 


B 


et  par  suite 


^A’+li’+C’ 


. v Au  +6  + C 
(15)  stn\=  — 


^(A’+B’+C*)  {a'+b'+i) 


CONDITIONS  POUR  QU’UNE  DROITE  ET  UN  PLAN  SOIENT  PERPEN- 
DICULAIRES. 

435— Soient,  comme  précédemment, 
x=az+p,  y = bz  + q 
les  équations  de  la  droite,  ,. 

Kx  -|-  Bj/  4"  Us  4*  II— 0 

celle  du  plan.  En  désignant  par  a,  p,  y les  angles  de  la  droite 
avec  les  axes,  par  a1,  p,  y1  ceux  de  la  perpendiculaire  au  plan 
avec  les  mêmes  axes,  nous  avons 

cos  a. cos  p cos  y 

a b 1 

COS  a'  COS  P'  COS  y1 

A ~ B — C " 

Si  la  droite  esi  perpendiculaire  au  plan,  les  angles  a,  p,  y étant 
respectivement  égaux  à a',  p',  y1,  on  a,  en  divisant  les  rapports 
précédents  deux  à deux, 
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Réciproquement,  lorsque  les  conditions  (16)  sont  remplies, 
la  droite  est  perpendiculaire  au  plan.  On  en  déduit,  en  effet, 
A=aC,  B=&C,  et  par  suite 

cos  «' cos  $ cos  y 

aC  b C C ’ 

ou,  en  multipliant  par  C ces  rapports  égaux, 

cos  a! cos  p' cos  y 

« b 1 

On  a d’ailleurs 


cos  a 


cos  p 


cos  y 


a b 

Si  l’on  divise  ces  rapports  égaux  deux  à deux,  il  vient 


COSa  COS  P COSf  l/cos’a  + cos’p-fcos’f 

COS  a'  COSp  COS-y  P'cos’a'+cos’p'+cosY 

les  angles  a et  p et  p',  y et  y étant  respectivement  égaux  ou 
supplémentaires,  on  en  conclut  que  la  droite  est  perpendicu- 
laire au  plan. 

Des  relations  (16)  on  déduit  aisément  ce  théorème  dont 
on  se  sert  en  géométrie  descriptive  : lorsqu’une  droite  est 
perpendiculaire  à un  plan  , la  projection  de  la  droite  sur  un 
plan  quelconque  est  perpendiculaire  à la  trace  du  plan.  La  pro- 
jection de  la  droite  sur  le  plan  XOZa  pour  équation  x=az-\-p, 
l'équation  de  la  trace  du  plan  est  Ajr-j-C2+D=ü , la  relation 


a = — exprime  que  les  deux  droites  sont  rectangulaires.  De 

u 


même,  la  relation  b=  — exprime  que  la  projection  de  la  droite 

u 

sur  le  plan  YOZ  est  perpendiculaire  à la  trace  du  plan. 


PAH  UN  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  DROITE  PERPENDICULAIRE  A UN 
PLAN  DONNÉ. 

430— Soient  a/,  y1,  z'  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
Ax  + By  -j-  C;  + D=0 

l’équation  du  plan.  Les  équations  de  la  droite  cherchée  seront 
de  la  forme 

«R.  ai; 
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x—x'  = a[z—z'),  y—yl  = b(3  — z'). 

Celte  droite  sera  perpendiculaire  nu  plan  donné,  si  les  relations 
A _ B _C 
a b l 

sont  vérifiées  ; on  en  déduit 


et,  par  suite,  la  droite  cherchée  a pour  équations 

x—od—  ^ (z—z),  y— y’=  ®(s— z), 

ou,  plus  simplement, 

,,-n  x—x‘_y—y:_z—xf 
( ’ A B C 

On  obtient  immédiatement  ces  équations,  en  remarquant 
que  les  numérateurs  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  que  la  droite  fait  avec  les  axes,  tandis  que  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  nor- 
male au  plan  fait  avec  les  axes;  la  droite  coïncidant  avec  la 
normale,  ces  deux  séries  de  quantités  sont  proportionnelles. 

437— Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire,  c’est- 
à-dire  du  point  P où  la  perpendiculaire  perce  le  plan,  seront 
données  par  les  deux  équations  (17)  jointes  à l’équation  du  plan. 
On  peut  mettre  l’équation  du  plan  sous  la  forme 
A (x  -x1) + B (y  - y ')  + C (z  - *')  r=  - (A*  + + C-'  + D)  ; 

en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  rapports 
égaux  (17),  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  A,  ceux  du  second  par  B,  ceux  du  troisième  par  C,  on 
forme  un  nouveau  rapport  égal  à chacun  des  précédents 

A (x-y)+B(,y-y)+  C (z-z1)  _ — (Aa/+  By+Cz’+D) 
A’+B'+C’  “ A’+BM-C*  ; 

on  a ainsi  les  équations 

MPi  X~' **  — ,J—y'  — 1 (Ax'+Bÿ/-}-Cî'4-D) 

1 ' A B C A‘+B*+C» 

qui  déterminent  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

On  obtiendra  la  longueur  de  la  perpendiculaire  en  rempia- 
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çant  les  différences  .r — x1,  y — i/,  s — z'  par  leurs  valeurs 
dans  la  formule 

1=  V(x—x')  *+(ÿ- ÿO  *+(*—*')’> 

ce  qui  donne 

I Aæ'-f  B//  + Cz'4-D 

_±  l/A’+B’+C» 

On  retrouve  ainsi  la  formule  à laquelle  nous  avons  déjà  été 
conduits  par  une  autre  méthode  (n°  422). 

PAR  UN  POINT  DONNÉ  MENER  lîN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A UNE 
DROITE  DONNÉE. 

438 — Soient  xJ,  y',  z!  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
x=zaz+p,  y=bz+q 

les  équations  de  la  droite.  Le  plan  cherché,  passant  par  le  point 
M,  a une  équation  de  la  forme 

A(*-a/)+B(y- y')+C(*-rf)=o. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  à la  droite,  si  les  relations 
A B _C 

a b l 

sont  vérifiées.  En  remplaçant  les  rapports  ^et  — parleurs 

G G 

valeurs  a et  b,  l’équation  du  plan  cherché  devient 
(19)  a [x  — x?)  + b(y — y')  + (z  — s')=0. 

On  obtient  encore  immédiatement  cette  équation,  en  re- 
marquant que  les  quantités  a,  b,  I sont  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  la  droite  donnée  avec  les  axes,  tan- 
dis que  les  quantités  x — x',  y — i/,  z—z'  sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  ces  mêmes  axes  la  droite 
qui  va  du  point  M à un  point  quelconque  du  plan;  ces  deux 
directions  étant  rectangulaires,  la  somme  des  produits  de  ces 
quantités  deux  à deux  doit  être  égale  à zéro. 

430  — On  aura  le  point  P où  le  plan  coupe  la  droite,  en 
joignant  l'équation  du  plan  aux  deux  équations  de  la  droite  ; 
celles-ci  étant  mises  sous  la  forme 
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x — x'—a  ( z — z1) — (x/  — a:' — p) , 
y — !/=b  [z—z')—tf  — bz'—q), 
on  en  déduit,  en  remplaçant  x — x/  et  y— y1  dans  l’équation 
du  plan, 

, _ a (x*—  as'—  p)+b  (y'—bz'—q) 

' * — a’+é’+l 

A l’aide  de  ces  formules , on  calculerait  aisément  la  distance 
MP  du  point  à la  droite  donnée.  Mais  nous  l’obtiendrions  plus 
rapidement  par  une  autre  méthode. 

PAR  CS  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  DROITE  PERPENDICULAIRE  A 
UNE  DROITE  DONNÉE. 

440—  Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  point  donné, 

ar=g:-fp,  y=bz  + q 

les  équations  de  la  droite  donnée.  La  droite  cherchée  est  l’in- 
tersection de  deux  plans,  l’un  mené  par  le  point  et  la  droite 
donnés,  l’autre  mené  par  le  point  donné  perpendiculairement 
à la  droite  donnée.  Le  premier  a pour  équation  (n«  429} 

x—az — p y — bz — q 

or'—az — p y' — bz'—q  ' 

le  second  (n°  438) 

a(x—oc‘)  + b[y—y')+(z—z')=:0; 
les  deux  équations  simultanées  représentent  la  droite  cherchée. 

DISTANCE  d’un  POINT  A UNE  DROITE  DONNÉE. 

441—  Appelons  toujours  x\  )/,  z1  les  coordonnées  du  point 
donné  M.  Supposons  d’abord  que  la  droite  donnée 01,  passe  par 
l’origine  , et  désignons  par  a,  p,  y les  angles  qu  elle  fait  avec 
les  axes  des  coordonnées  rectangulaires.  La  perpendiculaire 
MP,  abaissée  du  point  M sur  la  droite  OL , étant  un  côté  d’un 
triangle  rectangle  OMP  (fig.  237},  on  a 

/’=mp’=ôm’-üp‘. 

La  distance  OM  est  connue;  elle  est  donnée  par  la  formule 
OM’==x'«  -f  y"  + s\ 

Quant  à la  distance  OP,  c’est  la  projection  de  la  droite  OM  sur 
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la  droite  OL;  en  écrivant  que  la  pro- 
jection de  la  droite  OM  est  égale  à 
celle  de  la  ligne  brisée  OABM,  dont 
les  côtés  sont  les  coordonnées  x',  y1,  z' 
| du  point  M,  on  a 

OP=y  COS  a -f  l/  COS  P + S'  COS  f. 

11  vient  de  la  sorte 
(20)  + — (x1  COS  a -f  xf  COS  {S-f-z'  COS  y)’. 

On  peut  mettre  cette  formule  sous  une  autre  forme.  Si  l’on 
multiplie  la  quantité  y‘t  +s'*  par  cos  ’s-j- cos ’p  + cos  * y, 
c’est-à-dire  par  l’unité,  on  a 

/,=(^,-fÿ',4-z',)(cos,a-f-cos’p-l-cos,Y)— (x'cosa+./cosp+s'coiY)’. 

en  effectuant  les  calculs  et  groupant  convenablement  les 
termes,  il  vient 

(21)  P= ( x/cosy—z'cos  p)’-t-  (s1  cos  a — x'cosy)'-\-(x'cos  3 — j/cos  a)’. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  donnée  ne  passe  pas  par 
l’origine,  et  soient 

x=az+p,  y=bz  + q 

les  équations  de  cette  droite.  Imaginons  que  l’on  transporte 
les  axes,  parallèlement  à eux-mêmes,  en  un  point  de  la  droite, 
par  exemple  au  point  (p,  q,  o)  où  elle  perce  le  plan  XOY  ; les 
coordonnées  du  point  M relativement  à ces  nouveaux  axes 
étant  x'  — p,  xJ — q,  z',  on  aura,  en  appliquant  la  formule  (21), 
/*=[({/' — q)coty— î'eo»(5j*-|-[(x'— p)cot/— p)cotp—  (y1— î)eoi*]»; 
si  l'on  remplace  enfin  cos  a,  cos  p . cos  y par  leurs  valeurs,  on 
obtient  la  formule 

,aa\  az’-pM- (y’—bz'—qf  + \b(x‘—p)—a (. x/'—q ) ]« 

— a’+ô’+l 

PLl’S  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 

442 — Soient 

x=az  -fp-,  y=bz-\- q 
les  équations  de  la  première  droite  AB, 

x = àz-\-p',  y=b'z  + q’ 

celles  de  la  seconde  droite  CD  (fig.  238).  On  sait  que  la  perpen- 


Digitized  by  Google 


40-2  GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 

dieulaire  commune  MN  à ces  deux 

r 

droites  mesure  leur  plus  courte  dis- 
tance. On  sait  aussi  que  la  longueur 
l de  cette  perpendiculaire  commune 
MN  est  égale  à la  distance  d’un  point 
quelconque  de  la  droite  CD  au  plan 
P mené  par  la  droite  AB  parallèle- 
ment à CD.  Cherchons  d’abord  l’é- 
quation du  plan  P;  tout  plan  mené 
par  la  droite  AB  a une  équation  de  la  forme  i zl  t ^ } 

(x—az—p)  + l(y—bz—q)=0;  - --0-'.  „ 

ce  plan  sera  parallèle  à CD,  si  la  condition  (n®  426) 

(a/+W)-(a+X6)=0  , ■„  - 

est  remplie;  on  en  déduit 

. a— a' 

A b — b1 

et  par  suite  le  plan  P a pour  équation 

(23)  (b — b')  (x — az  — p)—(a  — a')  (y  — b: — q)=  0. 

La  distance  à ce  plan  d’un  point  quelconque  de  la  droite  CD, 
par  exemple  du  point  (p1  ,q',  0),  où  elle  perce  le  plan  XOY,  a 
pour  expression  (n®  422) 

(2.i)  ! — [b~b  ) (P— P7»  — («—<*')  fr— 9') . 

± \Z(a—a')'+(b—b)'+(âbr—bâÿ 
Telle  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données. 


4«-Si  l’on  demandait  les  équations  de  la  perpendiculaire 
commune  MN,  il  faudrait,  par  chacune  des  droites  données 
AB,  CD,  mener  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P;  ces  deux 
plans,  par  leur  intersection,  détermineraient  la  droite  MN. 
Un  plan 

(X  — az—  p)  + \(y—  bz  — q)=0, 
mené  par  la  droite  AB,  sera  perpendiculaire  au  plan  P repré- 
senté par  l’équation  (23) , si  la  condition  (n°  421) 

(b  — b’) — X («  — a') —(a  +Xti)  ( ab  — ba')  = 0 
est  vérifiée;  on  en  déduit  la  valeur  de  X,  et  le  plan  cherché  a 
pour  équation 
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(23)  (a — a')(x — az — p)+{b — b')[y—bz — q) 

+{ab'— 6a')  [bir—p)—a{y—q)}  = 0. 

Le  plan  mené  par  la  droite  CD,  perpendiculairement  au  plan 
P,  a de  meme  pour  équation 

(20)  (a'—a)[x — a' z — p‘ )+(6/ — b)  i y — b'z—q) 

+[a'b—b  a)  [6'(a' — p') — o'  (y — t/)1=  0. 

Les  deux  équations  simultanées  (25)  et  (26)  représentent  la 
perpendiculaire  commune  MN. 

SPHÈRE. 

444— La  surface  de  la  sphère,  étant  le  lieu  des  points 
distants  du  centre  d’une  quantité  constante  égale  au  rayon,  a 
pour  équation,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(*— a)*+(y— 6)*+(*— c)*=5r*. 

Si,  à l’équation  d’une  sphère,  on  joint  celle  d’un  plan,  On 
aura  les  équations  de  la  ligne  d’intersection,  c’est-à-dire  d’un 
cercle  dans  l’espace. 

EXERCICES. 

1°  Étant  donné  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  et 
un  point  sur  chacun  des  axes;  trouver  en  fonction  des  coor- 
données des  trois  points,  1"  les  coordonnées  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  qui  aurait  pour  sommets  les  trois 
points,  2»  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le 
même  triangle. 

2"  Une  ellipse  et  uiie  hyperbole  sont  disposées  dans  deu 
plans  rectangulaires,  de  façon  que  les  sommets  de  l’une  des 
courbes  sont  les  foyers  de  l’autre  ; démontrer,  t»  que,  si  l’on 
joint  un  point  quelconque  de  l’ellipse  à deux  points  fixes  de 
l’hyperbole,  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante  lors- 
qu’il y a un  des  points  fixes  sur  chacune  des  branches  de 
l’hyperbole,  et  que  la  différence  des  rayons  est  constante  lors- 
que les  deux  points  fixes  appartiennent  à la  même  branche  de 
l’hyperbole  ; 2°  que,  si  l’on  joint  un  point  quelconque  d’une 
branche  de  l’hyperbole  à deux  points  fixes  de  l’ellipse,  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  est  constante. 
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3°  Démontrer  que,  si  par  chacune  des  arêtes  d’un  angle 
trièdre  et  la  bissectrice  de  la  face  opposée , on  fait  passer  un 
plan,  les  trois  plans  ainsi  obtenus  sn  coupent  suivant  une 
même  droite. 

4°  Étant  donné  un  trièdre  et  une  droite  passant  par  son 
sommet,  par  la  droite  fixe  et  chacune  des  arêtes  on  fait  passer 
un  plan  qui  partage  la  face  opposée  en  deux  angles;  démontrer 
que  le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non  consécutifs  est 
égal  au  produit  des  trois  autres.  (Réciproque.  ) 

5°  Étant  donné  un  trièdre,  par  le  sommet  on  mène  un  plan 
quelconque  qui  détermine  sur  chaque  face  deux  segments  ; dé- 
montrer que  le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non  consé- 
cutifs est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  des  trois  autres. 
(Réciproque.) 

6°  Trouver  l’aire  d’un  triangle  en  fonction  des  coordonnées 
des  sommets,  les  axes  étant  rectangulaires. 

7°  Trouver  le  volume  d’un  tétraèdre  ayant  l’un  de  ses  som- 
mets à l’origine  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  autres 
sommets. 

8°  Démontrer  que  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés  d’un  tétraèdre  passent  par  un  même  point. 

9°  Trouver  l’équation  d’un  plan  mené  par  un  point  de  l'axe 
des  x,  perpendiculairement  à cet  axe,  les  coordonnées  étant 
obliques. 

Application  à la  détermination  du  centre  d’une  sphère 
donnée  par  son  équation  en  coordonnées  obliques,  au  moyen 
de  plans  perpendiculaires  aux  axes. 

10"  Les  six  plans  des  cercles  d’intersection  de  quatre  sphères 
prises  deux  à deux  se  coupent  en  un  même  point. 
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'CHAPITRE  IV. 

Génération  des  Surfaces. 

445 — Soient 

F (*,  y,  «0  = 0,  F,  (x,  y,  z,  «)=0 

les  équations  d’une  ligne  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
a ; si  l'on  fait  varier  a d’une  manière  continue,  la  ligne  se 
meut  dans  l'espace  et  engendre  une  surface.  On  obtiendra  l’é- 
quation de  cette  surface  en  éliminant  le  paramètre  a entre  les 
deux  équations  de  la  ligne  mobile  (n°  98). 

Supposons  que  les  équations  d une  ligne  mobile 
F (x,  y,  z,  «,  p)=0,  F,  (x,  y,  z,  «,  p}=0 
renferment  deux  paramètres  variables  a et  8,  assujettis  à véri- 
• lier  la  relation 

? («>  P)=ü- 

Un  seul  de  ces  paramètres  sera  arbitraire,  et  la  ligne,  dans 
son  mouvement,  engendrera  encore  une  surface  dont  on  ob- 
tiendra l’équation  en  éliminant  les  deux  paramètres  a et  fl 
entre  les  trois  équations  précédentes. 

En  général,  si  les  deux  équations  d’une  ligne  mobile  ren- 
ferment n paramètres  variables , assujettis  à véritier  n — 1 
équations  de  condition,  cette  ligne  engendrera  une  surface 
dont  on  obtiendra  l’équation  en  éliminant  les  n paramètres 
variables  entre  les  deux  équations  de  la  ligne  et  les  n — 1 
équations  de  condition. 

On  donne  le  nom  de  génératrice  à la  ligne  mobile  qui 
engendre  la  surface.  On  définit  ordinairement  le  mouvement 
de  la  génératrice  en  l’assujettissant  à glisser  sur  certaines 
lignes  fixes,  que  l’on  nomme  directrices.  Soient 
f(x,  y,  z)  = 0,  fl(x,y,z)  = 0 

les  équations  d’une  directrice;  pour  que  la  génératrice  ren- 
contre la  directrice,  il  faut  que  les  quatre  équations  de  ces 
deux  lignes  soient  vérifiées  par  un  même  système  de  valeurs 
de  x,  y,  z;  si  donc,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine 
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x,  y,  z,  on  obtiendra  une  équation  de  condition  entre  les  pa- 
ramètres a,  fi,,.,  que  renferment  les  équations  de  la  généra- 
trice. Chaque  directrice  donnera  ainsi  uhe  équation  de  con- 
dition entre  les  paramètres  variables.  Si  donc  les  équations  de 
la  génératrice  renferment  n paramètres  variables,  il  faudra 
assujettir  cette  ligne  mobile  à glisser  sur  n — 1 directrices. 

* On  appelle  surfaces  réglées  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  ligne  droite.  Les  équations  générales  d’une 
ligne  droite  renfermant  quatre  paramètres  variables,  il  faut 
trois  directrices  pour  définir  le  mouvcincul  d’une  ligne  droite. 
Parmi  les  surfaces  réglées,  nous  étudierons  particulièrement 
les  surfaces  cylindriques,  les  surfaces  coniques  et  les  surfaces 
conoldes. 

SURFACES  CYLINDRIQUES. 

446 — On  appelle  surface  cylindrique  une  surface  en- 
gendrée par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment 
parallèle  à elle-même. 

La  génératrice  sera  représentée  par  les  équations 
Æ=az  + «,  y=bz  + $, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a et  b sont  constanls,  et  les 
deux  paramètres  <*  et  p variables.  On  définira  le  mouvement 
de  la  génératrice,  en  l’assujettissant  à glisser  sur  une  directrice 
donnée,  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition 
o (a,  P)  = 0 

entre  les  deux  paramètres  variables  a et  jî.  On  obtiendra  l’é- 
quation de  la  surface,  en  éliminant  les  deux  paramètres  a et  8 
entre  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l’équation  de 
condition;  remplaçant,  dans  cette  dernière,  a et  fi  par  leurs 
valeurs  a: — az,  y — bz,  tirées  des  deux  premières,  on  aura 
l’équation  de  la  surface  cylindrique 

(t)  o(x — az,y — bz)  = 0. 

444 — Plus  généralement,  la  génératrice  peut  être  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

ax  + by  -f-  es  -f-  d = a , 
a'x  + b' y -f  -f  d=  fs, 
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dans  lesquelles  les  deux  paramétres  a et  p sont  seuls  variables; 
car,  chacune  de  ces  équations  étant  celle  d'un  plan  qui  se 
meut  parallèlement  à lui-même,  la  droite  d’intersection  con- 
serve aussi  la  même  direction.  Les  deux  paramètres  a et  8 sont 
liés  par  une  équation  de  condition  © (a,  p)  = 0;  l’élimination 
des  deux  paramètres  a et  p donne  l’équation  de  la  surface  cy- 
lindrique 

(2;  9{ax+by+cz  + d,  a'x + l/y + & z+d')=0. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (2)  ne  peut  re- 
présenter qu’une  surface  cylindrique.  Si  l’on  pose,  en  effet, 
dx  "4"  by  -\~cz  -f-  d ——  a, 
a'x  + b'y  +cfz  -}-  ^=8; 
l’équation  proposée  devient 

«P  (a,  p)=0; 

à tout  système  de  valeurs  réelles  de  a et  p,  vérifiant  cette 
équation,  correspond  une  droite  ayant  une  direction  déter- 
minée; l'ensemble  de  ces  droites  forme  une  surface  cylin- 
drique. 

Ainsi,  l’équation  générale  des  surfaces  cylindriques  est  une 
équation  quelconque  entre  deux  polynômes  du  premier  degré 
en  x,  y,  z. 

Cependant,  il  peut  arriver  que  l’équation  ®(a,  p)=0  n’ad- 
mette qu'un  nombre  fini  de  solutions  réelles;  dans  ce  cas, 
l’équation  (2)  ne  représente  qu’un  nombre  limité  de  droites. 


Fig.  239. 


448— Supposons  que  la  sur- 
face ait  pour  directrice  une 
courbe  plane , située  dans  le 
plan  XOY  (fig.  239),  et  soit 
p {x,  y)=0  l’équation  de  cette 
courbe  dans  son  plan.  La  trace 
* G de  la  génératrice  GH 

x = az  -(-  a,  y=zbz-\-[i 

sur  ce  plan  a pour  coordon- 
nées £=*,  y=z  8;  cette  trace 
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devant  appartenir  à la  directrice,  on  aura  l'équation  de  con- 
dition <p(a,  fS)=0,  et  la  surface  cylindrique  sera  représentée 
par  l’équation 

9 [x — <13,  y—  bz)  =0. 

On  voit  que,  si  la  directrice  plane  est  algébrique  et  de  l’ordre 
m,  la  surface  cylindrique  est  aussi  algébrique  et  de  l’ordre  m. 


SURFACES  CONIQUES. 

440 — On  appelle  surface  conique  une  surface  engendrée 
par  une  «b  oite  qui  tourne  autour  d’un  point  fixe. 

Désignons  par  .r0,  y0,  z0  les  coordonnées  du  point  fixe, 
c’est-à-dire  du  sommet  du  cône;  les  équations  de  la  généra- 
trice seront  de  la  forme 


o et  fi  étant  deux  paramètres  variables.  On  définira  le  mou- 
vement de  la  génératrice  en  l'assujettissant  à glisser  sur  une 
directrice  donnée,  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition 
9 (a,  fi)  = 0 entre  les  deux  paramètres  variables  a et  fi.  En  éli- 
minant a et  p entre  cette  équation  et  les  deux  équations  de  la 
génératrice,  on  obtiendra  l’équation  de  la  surface  conique 


C’est  une  équation  homogène  entre  les  trois  différences  x — x0 , 


y y»>  ~ z<>- 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  entre  les  trois 
différences  x—  x9,  y— y0,  z — z,  ne  peut  représenter  qu’une 
surface  conique;  car  on  pourra  mettre  cette  équation  sous  la 
forme  (3);  si  l’on  pose  ensuite 


x—x,  _ y— I/o  _ 

=<*,  ■ =ft 

S— Z,  3 — 3,  **’ 

l’équation  proposée  devient 

? (“,  fO  = ü; 


à tout  système  de  valeurs  réelles  de  «x  et  fi,  satisfaisant  à cette 
équation , correspond  une  droite  passant  par  le  point  fixe 
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(xt,  y„,  jk0)  î l’ensemble  de  ces  droites  forme  une  surface  co- 
nique. 

Cependant,  si  l’équation  ©(«,  8)=0  n’avait  qu’un  nombre 
limité  de  solutions  réelles,  on  n’aurait  qu’un  nombre  limité 
de  droites.  Dans  le  cas  où  cette  équation  n’a  pas  de  solutions 
réelles,  il  peut  arriver  que  l’équation  (3)  soit  vérifiée  par  les  va- 
leurs x0,  y0,  i0  ; alors  elle  représente  un  point  unique. 

Quand  on  place  l’origine  des  coordonnées  au  sommet  du 
cône , l’équation  de  la  surface  conique  se  réduit  à la  forme 

« Kî-  !)=»• 

C'est  une  équation  homogène  entre  les  trois  coordonnées 
a-,  y,  s- 


450— Considérons  le  cas  où  la  directrice  est  une  courbe 
plane.  Prenons  le  sommet  du  cône  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  supposons  le  plan  XOY  pa- 
rallèle au  plan  de  la  courbe.  Soient 
z=c,  9 (x,  y)=0  les  équations  de 
la  directrice,  x—iz,  y=  jiz,  celles 
de  la  génératrice  ; la  trace  de  la 
génératrice  sur  le  plan  de  la  di- 
rectrice ayant  pour  coordonnées 
z—c,x— «c,  y = pc,  pour  que  ce 
point  C appartienne  à la  directrice 
il  faut  que  l’équation  de  condition 
Fig.  240.  ç («c,  pc)=0  soit  vérifiée.  En  éli- 

minant a et  p entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice, 
on  obtient  l’équation  de  la  surface  conique 


On  voit  que,  si  la  directrice  plane  est  algébrique  et  de  l’ordre 
m,  la  surface  conique  est  aussi  algébrique  et  de  l’ordre  m. 

SURFACES  COISOÏDES. 

451— On  appelle  surface  conoïde  une  surface  engendrée 
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par  unedroile  qui  sc  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à un  même  plan  que  l’on  nomme  plan  directeur,  et  en  glissant 
sur  une  droite  fixe  appelée  axe  du  conoïde  et  sur  une  seconde 
directrice  quelconque. 

Prenons  la  directrice  rectiligne  pour  axe  des  z,  et  supposons 
le  plan  XOY  parallèle  au  plan  directeur.  La  génératrice  sera 
représentée  par  des  équations  de  la  forme 


a t 


y 

.T 


= ?• 


La  directrice  donnera  une  équation  de  condition  9 (a,  [J)=0 
entre  les  deux  paramètres  variables  a et  8.  La  surface  conoïde 
aura  pour  équation 


459 — Supposons  que  l’axe  OZ  soit  perpendiculaire 

au  plan  directeur 
(fig.  241),  et  que 
la  directrice  soit 
un  cercle  dont  le 
plan  soit  aussi 
perpendiculaire 
au  plan  direc- 
teur. Faisons  pas- 
ser l’axe  OX  par 
le  centre  G du 
cercle  ; ce  cercle 
parallèle  au  plan 

YOZ  aura  des  équations  de  la  forme 

x=a,  y'  + z'=r'. 

Pour  que  la  génératrice  GH  s’appuie  sur  le  cercle,  il  faut  que 
les  paramètres  a et  fs  satisfassent  à la  relation 
a*  u’rrrr1. 

Le  conoïde  est  donc  représenté  par  l'équation  du  quatrième 
degré 

xizî  -f-  a- y' — rixt=0. 

Si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  direc- 
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leur,  on  obtient  évidemment  deux  génératrices  GH,  GH'; 
l’angle  de  ces  deux  génératrices  diminue  à mesure  que  le 
plan  sécant  s’élève  ; enfin , le  conoïde  se  termine  par  une 
arête  DR. 

Coupons  la  surface  par  un  plan  EFE'  parallèle  au  plan  du 
cercle;  ce  plan  a pour  équation  x=a';  la  courbe  d’inter- 
section 


est  une  ellipse  dont  le  demi-axe  IF  est  constamment  égal  à 
r et  dont  l’autre  axe  EE'  diminue  jusqu'à  zéro,  quand  le  plan 
sécant  se  rapproche  de  l’axe  du  conoïde. 

Si:  RF  ACES  DF.  RÉVOLUTION. 

453 — On  appelle  surface  de  révolution  une  surface  en- 
gendrée par  la  rotation  d'une  ligne  autour  d’un  axe  fixe  au- 
quel elle  est  invariablement  liée.  Chaque  point  M de  la 
génératrice  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire 

à l’axe  et  qui  a pour  centre  le 
pied  P de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M sur  l'axe. 
Les  cercles  décrits  par  les  diffé- 
rents points  de  la  génératrice 
ont  été  nommés  les  parallèles  de 
x la  surface.  Les  sections  faites  par 
des  plans  qui  passent  par  l’axe 
sont  égales  entre  elles;  ce  sont 
les  méridiens  de  la  surface.  Or- 
dinairement on  choisit  pour 
génératrice  de  la  surface  une 

On  peut  aussi  concevoir  une  surrace  de  révolution  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d’un  cercle,  de  rayon  variable, 
dont  le  centre  parcourt  une  ligne  droite,  dont  le  plan  reste 


Digitized  by  Google 


412  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

perpendiculaire  à celte  droite,  et  qui  rencontre  la  génératrice 
donnée. 

Supposons  d’abord  que  l’on  prenne  l’axe  de  rotation  pour 
axe  des  z,  les  coordonnées  étant  rectangulaires  ; un  parallèle 
de  la  surface  sera  représenté  par  des  équations  de  la  forme 
x'+y'  = a,  z = p; 

en  exprimant  que  ce  cercle  rencontre  la  génératrice  donnée, 
on  obtiendra  une  équation  de  condition  ? («,p)  = 0 entre  les" 
deux  paramètres  variables  o et  p.  Si  l’on  élimine  « et  p entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  du  parallèle,  on  aura 
l’équation 

(6)  Ÿ(x,+y*,3)=0 
de  la  surface  de  révolution. 

454 — Cherchons,  par  exemple,  l’équation  de  la  surface 
engendrée  par  une  droite  AB,  tournant  autour  d’un  axe  OZ. 

Prenons  l’axe  de  rotation  pour  axe  des 
z,  la  perpendiculaire  commune  entre 
l'axe  et  la  droite  AB  dans  une  de  ses 
positions  pour  axe  des  y,  et  une  perpen- 
diculaire au  plan  YOZ  pour  axe  des  x. 
La  droite  AB,  dans  cette  position  parti- 
culière, aura  pour  équations 
y=a,  x=mz, 

a étant  la  plus  courte  distance  OA,  m la 
Fig.  *43.  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
ZOB'  que  fait  l’axe  OZ  avec  la  droite  OB'  parallèle  à AB.  Pour 
que  le  cercle  parallèle 

ar’  + y^a,  s=p 

rencontre  la  droite  AB,  il  faut  que  l’équation  de  condition 
, *'■-«“  a — m*p’  = a\ 

que  l'on  obtient,  en  éliminant  x,  y,  z entre  les  équations  de 
la  droite  et  celles  du  cercle,  soit  vérifiée;  l’élimination  des 
deux  paramètres  variables  a et  p entre  cette  équation  de  con- 
dition et  celle  du  cercle,  donne  l’équation  de  la  surface  de 
révolution 
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(7)  x'+y' — m1  zi=a\ 

Si  l’on  fait  y=0  dans  cette  équation,  on  obtient  la  trace  de 
la  surface  sur  le  plan  XOZ;  c’est  une  hyperbole 

ayant  son  axe  transverse  OD  dirigé  suivant  OX , et  pour 
asymptotes  les  droites  OB'  et  OC'  également  inclinées  de  part 
et  d’autre  sur  OZ.  On  peut  considérer  la  surface  comme  engen- 
drée par  cette  hyperbole  méridienne  tournant  autour  de  son 
axe  imaginaire.  C’est  pourquoi  on  lui  a donné  le  nom 
A'hyperboloide  de  révolution  à une  nappe. 

L’équation  (7)  ne  renfermant  le  coefficient  angulaire  m 
qu’au  carré,  il  est  clair  que  la  même  surface  sera  engendrée 
par  les  deux  droites  AB  et  AC,  toutes  deux  perpendiculaires  à 
OA,  et  également  inclinées  de  part  et  d’autre  sur  la  droite  AZ' 
parallèle  à OZ.  . 

i 

455 — Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  génératrice 
est  la  courbe  méridienne  que  l’on  peut  supposer  placée  dans 
le  plan  XOZ  et  représentée  par  les  équations 
y=0,  <Hæ,ü)  = 0. 

Si  l’on  élimine  x,  y,  z entre  les  deux  équations  et  celles  du 
parallèle 

x*+y'=:*,  z=f, 
on  obtient  l’équation  de  condition 

+ (/â,p)=0. 

L’équation  de  la  surface  de  révolution  est  donc 
+(v  *)=0, 

On  l’obtient  en  remplaçant  x par  dans  l’équation  du 

méridien. 

Par  exemple,  si  la  courbe  méridienne  est  l’hyperbole 
xi — m*2*=  a’,  l’hyperboloïde  de  révolution  à une  nappe  aura 
pour  équation 

x’-f-y’ — m-z'=-  a’. 

Comme  second  exemple,  considérons  le  lore,  c’est-à-dire  la 
surface  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d’un  axe 
situé  dans  son  plan  sans  passer  par  le  centre.  Si  l’on  prend 
br.  27 
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pour  axe  des  s l'axe  de  révolution,  et  pour  axe  des  x une  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  du  cercle  sur  l’axe,  l’équation 
du  cercle  dans  le  plan  des  xz  étant 

(x-a)*-hs‘  = r*, 
celle  de  la  surface  sera 

(\Zïî+ÿ’-a)’+: -r'. 


456 — Supposons  maintenant  que  l’axe  de  rotation  OL  passe 
par  l’origine,  mais  ait  une  direction  quelconque  dans  l’espace. 

Soient 

x _ y _ x 
a b . c 

les  équations  de  cette  droite.  Tout  paral- 
lèle de  la  surface  sera  donné  par  l’inter- 
section d’une  sphère  décrite  de  l’origine 
comme  centre  et  d’un  plan  perpendicu- 
laire à l’axe;  ce  cercle  sera  donc  repré- 
senté par  deux  équations  de  la  forme 

ax+by-\-cz+d=z  p. 

En  écrivant  que  le  parallèle  rencontre  la  génératrice  donnée, 
on  aura  une  équation  de  condition  <ç  (a,  fs)  = 0 entre  les  deux 
paramètres  variables  a et  p.  L'élimination  de  ces  deux  para- 
mètres entre  cette  équation  de  condition  et  les  deux  équations 
du  cercle  conduira  à l’équation  de  la  surface  de  révolution 
(8)  «(Æ’+y’+x*,  ax+by+cz  + d)= 0. 

C’est  une  équation  entre  le  polynôme  du  second  degré 
s*  et  un  polynôme  quelconque  du  premier  degré. 

Réciproquement  toute  équation  de  celle  forme  représente 
une  surface  de  révolution  autour  d’une  droite  passant  par 
l’origine.  Considérons,  en  effet,  la  droite  OL  qui  a pour 
équations 

£_  y_  _ £ 

a b c ’ 


et  posons 


x'+y'+z'—* 

ax+by+cz+d—p-, 


Digitized  by  Google 


LIV.  V,  CHAP.  IV.— GÉNÉRATION  DES  SURFACES.  415 
l’équation  proposée  (8)  devient  p)  = ü.  A tout  système  de 
valeurs  réelles  de  a et  de  fl  (a  étant  positive)  vérifiant  celte 
équation,  correspond  un  cercle  donné  par  l’intersection  d’une 
sphère  ayant  l’origine  pour  centre,  et  d’un  plan  perpendicu- 
laire à la  droite  OL;  le  centre  du  cercle  sera  situé  sur  la 
droite  OL  et  le  lieu  des  cercles  formera  une  surface  de  révolu- 
tion autour  de  cette  droite. 

Supposons  enfin  que  l’axe  de  rotation  ne  passe  pas  par  l’ori- 
gine; prenons  un  point  fi xe[x„y„zt)  sur  cet  axe  dont  les 
équations  seront 

x—x,_  y—y,_z—z, 
abc 

Tout  parallèle  de  la  surface  sera  donné  par  l’intersection 
d’une  sphère 

(.r-x,).+(y-t/, 

ayant  son  centre  au  point  fixe,  et  d’un  plan 
ax+fcy+ci+d  = fi 

perpendiculaire  à l’axe,  l’équation  de  la  surface  de  révolution 
sera  donc  de  la  forme 

(9)  <?[(*— xJ'-Hy— y.)’+(ï— ax+6y  + c;-|-d]  = Û. 

PLAN  TANGENT. 

457 — Nous  commencerons  par  rappeler  un  théorème  dé- 
montré en  algèbre;  supposons  que  les  lettres  y et  s désignent 
deux  fondions  de  la  variable  x,  assujetties  à vérifier  1 équation 
(1)  f(x,y,:)=0. 

Si  l’on  désigne  par  y'  et  les  dérivées  de  ces  deux  fonctions 
par  rapport  a la  variable  x,  ces  deux  dérivées  sont  liées  entre 
elles  par  la  relation 

(2)  n+y'K+z'flxxQ. 

En  efTet,  quand  y et  % sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
variable  x,  la  fonction  {{x,  y,  z)  est  une  fonction  composée  de 
cette  même  variable,  et  cette  fonction  a pour  dérivée 

Si  l’on  suppose  maintcuaul  que  les  fonctions  y et  z véiiûent 
l'équation  (1),  la  fonction  f (x,  y,  z)  étant  constamment  nulle, 
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sa  dérivée  est  aussi  constamment  nulle,  et,  par  conséquent,  les 
deux  quantités  y'  et  z!  vérifient  l'équation  (2). 


Fig.  245. 


458 — Cela  posé,  considérons  la  surface  représentée  par 
l'équation  (1).  Soit  M un  point  de  cette  surface  ayant  pour 
coordonnées  x,  y,  z ; par  le  point  M tra- 
çons sur  la  surface  une  courbe  quelconque 
MA;  quand  le  point  M parcourt  la  courbe, 
deux  des  coordonnées  y et  s peuvent  être 
regardées  comme  des  fonctions  de  la  troi- 
sième x;  la  nature  de  ces  fonctions  dépend 
de  la  courbe  MA  tracée  sur  la  surface;  mais  elles  satisfont  con- 
stamment à l’équation  (I),  et  par  suite  leurs  dérivées  à l’équa- 
tion (2).  Appelons  x, , y, , z,  les  coordonnées  d’un  second  point 
M,  appartenant  à la  courbe,  et  voisin  du  point  M;  la  sécante 
MM,  est  représentée  par  les  équations 

Y — ÿ=  (X — x),  Z-*=^(X-x), 

les  lettres  X,  Y,  Z désignant  les  coordonnées  d’un  point  quel- 
conque de  la  droite.  Quand  le  point  M,  se  rapproche  indéfini- 


ment du  point  M,  les  rapports  — — - - — - ont  pour  limites 

iîCj“*x  or 

les  valeurs  des  dérivées  y'  et  z'  des  deux  fonctions  y et  z au 
point  M ; la  tangente  MT  à la  courbe  au  point  M est  donc  repré- 
sentée par  les  équations 

Y— y=y'(X— x),  l—z=z'Qi—x). 

Ces  équations  renferment  deux  paramètres  variables  ?/  et  z' 
assujettis  à vérifier  l’équation  (2).  On  obtiendra  le  lieu  des  tan- 
gentes au  point  M à toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface 
et  passant  par  ce  point,  en  éliminant  ces  deux  paramètres 
entre  les  deux  équations  de  la  tangente  et  l’équation  de  con- 
dition (2).  Ce  lieu  a pour  équation 

(3)  (X-x)  /j+(Y — y)  fi  + (Z-z)  /V= 0. 

C’est  un  plan  qu'on  appelle  le  plan  langent  à la  surface  au 
point  M. 

Lu  normale  à la  surface  au  point  M est  la  perpendiculaire 
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menée  par  le  point  M au  pian  tangent  à la  surface  en  ce  point. 
Elle  a pour  équations 

X-x  \-y  _ L-z 

( ] a n ~ n ’ 

459— Nous  avons  démontré  qu’en  général  les  tangentes 
aux  diverses  courbes  tracées  sur  une  surface  par  un  point  M 
sont  dans  un  même  plan;  il  y a cependant  des  exceptions; 
c’est  lorsque  les  trois  dérivées  partielles  fl,  fi,  fl  sont  nulles  au 
point  M ; car  alors  l’équation  de  condition  (2)  devient  une 
identité,  et  pour  trouver  le  lieu  des  tangentes,  il  faut  recourir 
à un  calcul  plus  compliqué.  Celte  circonstance  se  présente  au 
sommet  d’un  cône  ; les  tangentes  aux  diverses  courbes  tracées 
sur  la  surface  par  ce  point  sont  les  arêtes  du  cône,  et  le  lieu  des 
tangentes  est  le  cône  lui-même.  Lorsqu’une  surface  a un  point 
singulier  de  celte  sorte,  le  lieu  des  tangentes  en  ce  point,  au  lieu 
d’être  un  plan,  est  un  cône  d’un  degré  plus  ou  moins  élevé. 


460 — Si  par  le  point  M on  trace  deux  courbes  sur  la  sur- 
face, et  qu’on  mène  leurs  tangentes,  le  plan  de  ces  deux 
droites  est  le  plan  tangent.  Lorsque,  par  le  point  M passe  une 
droite  située  sur  la  surface,  cette  droite,  étant  elle-même  sa 
propre  tangente,  est  comprise  dans  le  plan  tangent.  Certaines 
surfaces  réglées,  parmi  lesquelles  nous  citerons  le  cylindre  et 
le  cône,  jouissent  de  cette  propriété  que  le  plan  tangent  est  le 
même  pour  tous  les  points  d’une  même  génératrice.  Mais 
ceci  n’a  pas  lieu  pour  toutes  les  surfaces  réglées;  considé- 
rons, par  exemple,  le  conoïde  dont  nous  avons  trouvé  l’équa- 
tion au  nu452;  les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan 
YOZ  sont  des  ellipses  dont  l’un  des  axes  est  constant  et  l’autre 
variable  ; les  tangentes  à ces  diverses  ellipses  aux  points  situés 
sur  une  même  génératrice  GU  ne  sont  pas  parallèles,  et  par 
conséquent,  le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice 
GH  quand  le  point  de  contact  se  meut  sur  cette  droite.  Par 
exception,  le  plan  tangent  est  le  même  le  long  de  la  généra- 
trice DB.  En  chaque  point  G de  l’axe  OZ,  il  y a deux  plans 
tangents  OGH,  OGH/. 
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Nous  rappellerons  encore  que  le  plan  tangent  à une  surface 
de  révolution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe 
au  point  de  contact,  ou,  en  d’autres  termes,  que  la  normale  a 
la  surface  est  contenue  dans  le  plan  méridien. 

Une  courbe  dans  l’espace  étant  définie  par  l’intersection  de 
deux  surfaces,  sa  tangente  sera  donnée  par  l'intersection  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces. 

EXERCICES. 

1°  L’axe  d’un  cône  de  révolution  passe  à l’origine  des  coor- 
données et  fait  avec  les  axes  des  angles  a,  J},  y;  l’angle  du  cône 
est  0 ; trouver  l’équation  de  la  surface. 

Comme  application,  trouver  les  conditions  pour  que  l’équa- 
tion du  second  degré 

Kx'  + A y*  -f  A "s*  + 2B  yz  + v2B'zx  + Wxy—O 
représente  un  cône  de  révolution. 

Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  (surface 
engendrée  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe)  ; 
le  cône,  engendré  par  une  droite  qui  tourne  autour  du  foyer 
de  l’une  des  ellipses  méridiennes  en  s’appuyant  sur  la  section 
faite  dans  la  surface  par  un  plan  passant  par  la  directrice  qui 
correspond  à ce  foyer,  est  un  cône  de  révolution. 

3°  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  (surface 
engendrée  par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  grand  axe), 
le  cône,  qui  a pour  sommet  l’un  des  deux  foyers  des  sections 
méridiennes  et  pour  base  une  section  plane  quelconque,  est  de 
révolution. 

•t°  La  projection  d’une  section  plane  du  cône  circulaire  droit 
sur  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  mené  par  le  sommet  du 
cône,  & pour  l’un  de  ses  foyers  le  sommet  du  cône,  et  pour 
directrice  correspondante  la  droite  de  rencontre  des  deux 
plans. 

8»  Lorsqu'une  section  plane  d’un  cône  circulaire  droit  est 
une  ellipse,  la  somme  des  arêtes  qui  aboutissent  aux  extrémités 
d’un  diamètre  de  l’ellipse  est  constante. 
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6°  Démontrer  qu’un  plan  tangent  an  tore  et  passant  par  le 
centre  coupe  la  surface  suivant  deux  cercles. 

7»  Trouver  la  section  droite  d’un  cyliudre  circonscrit  à un 
tore. 

8°  Démontrer  que  les  six  arêtes  de  deux  trièdres  tri- 
rectangles,  ayant  même  sommet,  appartiennent  à un  même 
cône  du  deuxième  degré. 

9»  Étant  donné  un  conoïde  dont  l’axe  est  perpendiculaire  au 
plan  directeur  et  qui  enveloppe  une  sphère  ; trouver  les  pro- 
jections de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan  directeur  et  sur  le 
plan  mené  par  l’axe  et  le  centre  de  la  sphère. 

10°  Étant  donné  un  système  d’axes  rectangulaires,  un  tore 
a pour  méridien  dans  le  plan  ZOX  un  cercle  qui  a son  centre 
sur  l’axe  OX;  cet  axe  rencontre  le  cercle  eu  un  point  A,  centre 
d’un  nouveau  cercle  égal  au  premier  et  compris  dans  un  plan 
parallèle  à ZOY,  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  XOY 
décrit  un  conoïde  en  s’appuyant  sur  ce  second  cercle  et  sur 
l’axe  OZ;  on  demande  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  la 
courbe  de  rencontre  des  deux  surfaces. 

ttn  On  suppose  que  le  plan  du  second  cercle  du  problème 
précédent  s'enroule  sur  un  cylindre  circonscrit  au  tore  et 
ayant  des  arêtes  parallèles  à Taxe  du  tore , et  on  remplace  la 
directrice  courbe  du  conoïde  par  la  courbe  en  laquelle  s’est 
transformée  le  cercle  après  l’cnrouleinent  du  plan  ; trouver  la 
projection  sur  le  plan  XOY  de  la  ligne  de  rencontre  du  nou- 
veau conoïde  et  du  tore  (spirale  d’Archimède). 

12°  Lorsque  deux  surfaces  réglées  ont  une  génératrice  com- 
mune, il  y a généralement  deux  points  de  cette  génératrice 
pour  lesquels  le  plan  tangent  à chacune  des  surfaces  est  le 
même;  déterminer  ces  deux  points.  Si  les  deux  surfaces  ont  le 
même  plan  langent  pour  trois  points  de  la  génératrice,  elles  se 
raccordent  le  long  de  cette  droite. 

13°  Lorsque  deux  surfaces  réglées,  décrites  par  des  droites 
qui  se  meuvent  en  restant  parallèles  au  même  plan,  ont  une 
génératrice  commune,  il  y a généralement  un  point  de  celle 
droite , pour  lequel  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tan- 


Digitized  by  Google 


*20 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

gent  ; déterminer  ce  point.  Si  les  deux  surfaces  ont  le  même 
plan  tangent  en  deux  points  de  la  génératrice  commune,  elles 
se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 

i*°  Une  sphère  a son  centre  à l’origine  des  coordonnées 
que  l’on  suppose  rectangulaires , l’axe  OX  perce  la  sphère  en 
un  point  A;  dans  le  plan  XOY,  sur  OA  comme  diamètre,  on 
décrit  un  cercle  qui  sert  de  base  à un  cylindre  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  à OZ;  trouver,  1°  les  projections  sur  les  trois 
plans  coordonnés  de  la  courbe  de  rencontre  du  cylindre  et  de 
la  sphère  ; 2°  l’équation  du  cône  qui  a pour  directrice  celte 
courbe  et  pour  sommet  le  point  A,  ce  cône  est  un  cône  de  révo- 
lution; 3e  les  traces  sur  les  plans  des  coordonnées  des  tangentes 
à la  courbe. 


CHAPITRE  V. 

De  la  similitude. 

461— Les  définitions  de  l'/iomolhélie  et  de  la  similitude 
pour  les  figures  à trois  dimensions  sont  les  mêmes  que  celles 
des  figures  planes  (livre  IV,  chap.  v).  En  Géométrie  plane,  si 
l’on  fait  abstraction  de  la  position  des  systèmes,  l’homotbétie 
inverse  ne  donne  pas  d’autres  figures  que  l’homothétie  directe  ; 
il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  figures  dans  l’espace.  Consi- 
dérons un  premier  système  de  points  A,  B,  C....,  et  après  avoir 
choisi  arbitrairement  un  centre  de  similitude,  construisons 
un  système  A7,  B',  C'....  homothétique  direct  et  un  système 
A",  B",  C"....  homothétique  inverse  avec  le  même  rapport  de 
similitude  k;  ces  deux  systèmes  sont  symétriques  l’un  de 
l’autre  par  rapport  au  point  0.  On  les  rend  symétriques  l’un 
de  l’autre  par  rapport  à un  plan  quelconque,  mené  par  le 
centre  de  similitude,  en  faisant  tourner  l’un  d’eux  de  180° 
autour  d’une  perpendiculaire  menée  par  le  point  0 à ce  plan. 
11  résulte  de  là  que  les  systèmes  homothétiques  invei-ses  du 
système  donné  sont  les  symétriques  des  systèmes  homothé- 
tiques directs. 
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403 — On  sait  (no  35*)  qu'une  droite  a pour  homothétique 
une  droite  parallèle.  Considérons  un  plan  P et,  dans  ce  plan, 
une  série  de  droites  passant  par  un  même  point  M;  chacune 
d’elles  aura  pour  homothétique  une  droite  parallèle  passant 
par  un  point  M' homothétique  de  M.  On  en  conclut  que  la 
figure  homothétique  d’un  plan  est  un  plan  parallèle. 

Si  le  plan  P passe  au  centre  de  similitude,  il  est  à lui-même 
son  homothétique. 

Puisque  deux  plans  ont  pour  homothétiques  deux  plans  pa- 
rallèles, l’angle  de  detix  plans  est  égal  à l’angle  des  plans  homo- 
thétiques. 

Les  sécantes,  qui  joignent  deux  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques  quelconques , étant  constamment  pa- 
rallèles, on  en  conclut  que  les  tangentes  aux  points  homologues 
sont  parallèles. 

Si  l'on  trace  sur  deux  surfaces  courbes  deux  séries  de  lignes 
homologues  qui  passent  toutes  par  deux  points  homologues 
M et  M',  les  courbes  homologues  auront  en  M et  M' des  tangentes 
parallèles  ; donc,  les  plans  tangents  en  deux  points  homologues 
de  deux  surfaces  homothétiques  sont  parallèles. 

463  —Si,  par  deux  points  fixes,  on  mène  des  rayons  paral- 
lèles, et,  dans  un  rapport  constant  k,  on  forme  deux  systèmes 
homothétiques;  la  démonstration  est  la  même  que  celle  du 
n°  355.  11  en  résulte  également  que  deux  systèmes  homothé- 
tiques à un  troisième  sont  homothétiques  entre  eux  ; quand  les 
deux  systèmes  sont  construits  avec  le  même  rapport  de  simili- 
tude, on  peut  les  superposer.  Ainsi,  aeecun  seul  centre  de  simi- 
litude, en  faisant  varier  le  rapport  k de  0 à x , on  obtient  tous 
les  systèmes  homothétiques  à un  système  donné.  En  particulier, 
si  le  système  donné  est  compris  dans  un  plan  , les  centres  de 
similitude  extérieurs  au  plan  ne  donnent  pasd'autres  systèmes 
que  les  centres  compris  dans  le  plan. 

464 — Les  six  centres  de  similitude  de  quatre  systèmes  ho- 
mothétiques deux  à deux  sont  compris  dans  un  même  plan. 
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Soient  A,  A',  A",  M"  les  qnatre  systèmes  donnés  ; par  les  trois 
centres  de  similitude  0/,  O",  O"1  des  systèmes  A et  A',  A et  A", 
A et  A"'  faisons  passer  un  plan  P;  ce  plan,  passant  par  le 
point  CK,  est  à lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes 
A et  A',  il  est  aussi  son  homologue  dans  les  systèmes  A et  A''  ; 
par  conséquent,  le  plan  P est  a lui-même  son  homologue  dans 
les  systèmes  A'  et  A";  donc,  il  passe  par  leur  centre  de  simili- 
tude. Le  même  raisonnement  s'applique  aux  combinaisons 
A'  et  A"1,  A"  et  A'". 

Lorsque  deux  figures  à centres  sont  homothétiques  directes, 
elles  sont  aussi  homothétiques  inverses;  et  réciproquement. 
La  démonstration  est  la  même  que  celle  du  n°  357.  Il  résulte 
de  là  que  si  les  quatre  systèmes  considérés  dans  le  théorème 
précédent  ont  des  centres,  on  aura  six  points  dans  un  même 
plan,  en  prenant,  soit  les  six  centres  de  similitude  externes, 
soit,  d une  manière  convenable , trois  centres  externes  et  trois 
internes. 

465 —  Le  rapport  des  air.  s de  deux  polygones  homothé- 
tiques étant  égal  à k *,  on  voit  que  te  rapport  des  aires  de  deux 
polyèdres  homothétiques , et  par  suite,  le  rapport  des  aires 
de  deux  surfaces  homothétiques  quelconques  est  égal  à k*. 

liOrsqu’on  abaisse  des  perpendiculaires  de  deux  sommets 
homologues  de  deux  tétraèdres  homothétiques  sur  les  faces 
opposées,  ces  perpendiculaires  sont  deux  droites  homologues, 
elles  ont  pour  rapport  k,  le  rapport  des  bases  étant  k*,  il  en  ré- 
sulte que  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  homothé- 
tiques est  égal  à k".  Ce  dernier  théorème  s’applique  à deux 
polyèdres  et  même  à deux  solides  quelconques  homothétiques. 

466 —  line  figure  est  semblable  à une  figure  donnée  lors- 
que, par  un  déplacement  convenable,  elle  peut  coïncider  avec 
l’une  des  figures  homothétiques  à la  figure  donnée.  Il  résulte 
du  n*>  i63  que  l’on  obtiendra  toutes  les  surfaces  semblables  a 
une  surface  donnée,  en  prenant  arbitrairement  un  centre  de 
similitude,  et  en  construisant  avec  ce  centre  les  diverses  sur- 
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faces  homothétiques  qui  correspondent  aux  valeurs  de  k com- 
prises entre  0 et  « . 

Exemple  I.  La  surface  donnée  est  une  sphère.  Prenons  le 
centre  de  la  sphère  O pour  centre  de  similitude;  le  rayon  OA 
étant  constant,  le  rayon  OA7  sera  également  constant;  une  sur- 
face semblable  à une  sphère  est  une  autre  sphère  qui  peut  avoir 
un  rayon  quelconque. 

Exemple  IL  La  surface  donnée  est  un  cône.  Prenons  le  som- 
met pour  centre  de  similitude,  deux  points  homologues  seront 
compris  sur  la  même  génératrice  du  cône  donné.  La  seule 
figure  semblable  à un  cône  est  ce  cône  lui-méme. 

Exemple  III.  La  surface  est  un  cylindre.  Prenons  un  point 
arbitraire  O pour  centre  de  similitude,  et  traçons  sur  le  cy- 
lindre donné  une  courbe  arbitraire  C que  nous  prendrons  pour 
directrice  du  cylindre.  A la  courbe  C correspond  une  courbe 
homothétique  C,  et  à toute  génératrice  du  premier  une 
droite  parallèle  passant  par  le  point  de  cette  courbe  homo- 
logue du  |K>int  où  la  courbe  C est  rencontrée  par  lu  première 
génératricc;ainsi,  deux  cylindres  sont  homothétiques  lorsqu'ils 
ont  pour  directrices  deux  courbes  homothétiques  et  leurs  géné- 
ratrices parallèles. 

Considérons  deux  cylindres  homothétiques,  ayant  le  point  O 
pour  centre  de  similitude  ; si  l’on  mène  par  ce  point  une  pa- 
rallèle 0(y  aux  génératrices  des  deux  surfaces,  tout  point  do 
cette  droite  est  un  centre  de  similitude  des  deux  surfaces.  U 
en  résulte  que  les  sections  de  deux  cylindres  homothétiques 
par  le  même  plan  sont  des  courbes  homothétiques  ayant  pour 
centre  de  similitude  le  point  où  le  plan  coupe  la  droite  OO'. 
Comme  les  sections  d'un  cylindre  par  des  plans  parallèles  sont 
égales,  les  sections  de  deux  cylindres  homothétiques  par  des 
plans  parallèles  sont  homothétiques. 

46  T— Les  sections  d'une  surface  du  second  degré  par  des 
plans  parallèles  sont  des  courbes  homothétiques.  L’équation 
générale  des  surfaces  du  second  degré  est 

(I)  Ar'-j-Ay+AV+ÎBfi+ÎB  m f 2B"xÿ+2O+iC'E+2C";+K;_0  . 
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on  obtient  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  l'intersection  de 
cette  surface  et  du  plan 

(2)  ax  -\-by-\-cz=l, 

en  éliminant  la  variable  z entre  les  équations  (I)  et  (2).  Or, 
dans  l’équation  ainsi  obtenue , les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  indépendants  de  /,  on  en  conclut  que,  lors- 
que / varie,  a,  b,  c restant  fixes,  c’est-à-dire  lorsque  le  plan  se 
déplace  parallèlement  à lui-même,  les  projections  sont  homo- 
thétiques ; les  cylindres  projectants,  ayant  pour  directrices  des 
courbes  homothétiques,  sont  coupés  par  deux  plans  parallèles 
suivant  des  courbes  homothétiques.  Quand  ces  courbes  sont 
des  hyperboles,  l'une  peut  être  homothétique  à la  conjuguée 
de  l’autre  (n<*363). 
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LIVRE  VI 

• VBIACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


CHAPITRE  I. 

Centre  et  Plane  dlnmétranx. 

46S — L'équation  générale  du  second  degré  entre  les  trois 
variables  x,  y,  z est  de  la  forme 

(I  ) A^A>»+AV+‘»Bÿï+2B'îi-J-2BV8f-f-2ar-}-tC’»+2C"*+F=0  ; 
elle  renferme  dix  termes,  ou  neuf  paramètres  arbitraires. 
Nous  représenterons  le  premier  membre  par  f (x,  y,  z).  On 
pourrait,  en  suivant  la  marche  adoptée  en  Géométrie  plane 
pour  l’étude  des  lignes  du  second  degré,  examiner  les  diverses 
formes  du  lieu  défini  par  cette  équation;  mais,  à cause  du 
grand  nombre  des  cas  à considérer,  cette  discussion  serait 
longue  et  pénible.  Nous  commencerons  par  simplifier  l’équa- 
tion (t)  et  nous  ne  nous  occuperons  ensuite  que  des  équations 
réduites.  Nous  baserons  cette  réduction  sur  les  propriétés  du 
centre  et  des  plans  diamétraux  dont  nous  allons  nous  occuper 
d’abord. 

DU  CENTRE. 

469— ÎJn  point  1 est  le  centre  d'une  surface  lorsque  les 
points  de  la  surface  sont  placés  symétriquement,  deux  à deux, 
par  rapport  à ce  point.  Comme  une  ligne  droite  ne  rencontre 
une  surface  du  second  degré  qu’en  deux  points,  il  faut,  pour 
qu’un  point  I soit  le  centre  de  la  surface,  que  toutes  les  cordes 
menées  par  ce  point  y soient  divisées  en  deux  parties  égales. 

Lorsque  l’origine  des  coordonnées  est  centre  d’une  surface 
du  second  degré,  l’équation  de  la  surface  ne  contient  pas  de 
termes  du  premier  degré.  En  effet,  les  équations  d'une  droite 
menée  par  l’origine  sont  de  la  forme 

(2)  x—ms,  y=ny.£ 
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Les  coordonnées  z des  points  de  rencontre  de  la  surface  et 
de  la  droite  sont  déterminées  par  l’équation 
(3)  (Am»+AV+A"+2Bn+2B'm+ïB"niK) **-Jr2(C«+C'i«-f^,)î+F=0, 
que  l’on  obtient  en  éliminant  x et  y entre  les  équations  (I)  et 
(2).  Si  l'origine  est  centre,  l’équation  (3)  a ses  racines  égales 
et  de  signes  contraires , ce  qui  exige  que  le  coefficient 
Cm+C'n+C^  soit  nul;  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  m et  de  n,  prises  arbitrairement,  il  faut 
que  l’on  ait  séparément 

C=0,  C'=0,  C"=0. 

La  réciproque  est  vraie. 

470 — D’après  cela,  pour  déterminer  le  centre  d’une  surface 
du  second  degré,  on  transporte  l’origine  en  un  point  I de  l’es- 
pace, dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  a,  b,  c,el  l’on 
cherche  s’il  est  possible  de  choisir  ces  valeurs  de  manière 
que  la  nouvelle  équation  ue  contienne  pas  de  termes  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles. 

Lorsqu’on  déplace  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  les 
formules  de  transformation  sont 

x=a+x',  y=zü+i/,  z=c+z'; 
substituons  dans  l’équation  (!)  et  effaçons  les  accents,  nous 
aurons 

(t)  Ai» -LA'îf»+A"i»-p2%j+;B’;.r-f îa’xy+xfta,  b,c)  +?/£(«,  b,  c) 
+*£(«,  *.  c)+f(a,  b,  c)  = 0. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  donc  déterminées  par  les 
équations 

fl(a,b,c)—0,  è,c)=0,  fr(a,  b,  c)=0; 

si  l’on  divise  par  2 et  si  l’on  remplace  les  lettres  a,  b,  c par 
x,  y,  z,  ces  équations  s’écrivent 

A x +B//ÿ-J-B~4-C  = 0 , 

(5)  B"x+A/y+B;+C'=0, 

B'x+By+A,/*+C'=0. 

Ainsi,  on  obtient  les  coordonnées  du  centre  en  égalant  à zéro 
les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  l'équation  de  la 
surface  prises  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z. 
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47*  — Si  l'on  regarde  x.  y,  s comme  étant  les  coordonnées 
d'un  point  variable,  chacune  des  équations  (5)  déduit  un  plan  ; 
le  centre  de  la  surrace  est  le  point  commun  aux  trois  plans. 
Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

i°  Les  trois  plans  se  coupent  en  un  point  unique;  la  surface 
admet  alors  un  centre  unique. 

2u  Les  trois  plans  se  coupent  deux  à deux  suivant  des  droites 
parallèles,  ou  d’eux  d’entre  eux  au  moins  sont  parallèles  ; dans 
ce  cas,  les  trois  plans  n'ayant  pas  de  point  commun,  la  surface 
n’a  pas  de  centre. 

3°  Les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  ou  se 
confondent  en  un  seul;  tous  les  points  de  la  droite  ou  du  plan 
sont  centres  de  la  surface. 

La  résolution  des  équations  (5)  donne  pour  valeur  du  déno- 
minateur commun  D, 

(6)  D = A A'  A''— AB  A'B'  *— A"B"*+2  BB'B". 

Lorsque  D n’est  pas  nul,  les  équations  sont  vérifiées  par  un 
système  de  valeurs  finies  et  par  un  seul  ; la  surface  admet  un 
centre  unique.  Lorsque  D est  nul,  il  y a impossibilité  ou  indé- 
termination, et  par  conséquent,  la  surface  est  dépourvue  de 
\ centre,  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

479— Supposons  que  tous  les  points  de  la  droite  CC' 
(Dg.  246)  soient  des  centres.  Si  l’on  joint  un  point  M de  la  sur- 
face à un  point  quelconque  1 de  la  droite 
CC',  et  que  l’on  prolonge  d’une  longueur 
IN  égale  à MI,  le  point  N appartient  à la 
surface;  en  joignant  ainsi  le  point  M à 
tous  les  points  de  CC',  on  obtient  une 
droite  N N'  parallèle  à CC'.  Si  l’on  joint 
maintenant  le  point  N à tous  les  points 
Fig.  î«.  <je  ce',  on  forme  de  même  une  seconde 

droite  MM'  parallèle  à NN'.  La  surface  se  com[>ose  donc  de 
droites  parallèles  à CC'  et  situées  deux  à deux  dans  un  même 
plan  avec  cette  droite  et  à égale  distance  de  part  et  d’autre; 
c’est  un  cylindre  qui  a pour  axe  CC',  et  comme  la  trace  du 
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cylindre  sur  un  plan  non  parallèle  aux  arêtes  est  une  courbe 

du  second  degré,  ce  cylindre  est  un  cylindre  elliptique  ou 

hyperbolique. 

Le  raisonnement  précédent  démontre  que,  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  l’équation  (t)  ne  peut  pas  représenter 
d’autres  surfaces  courbes  que  des  cylindres  elliptiques  ou 
hyperboliques;  mais  il  peut  arriver  que  cette  équation  repré- 
sente une  seule  droite  ou  deux  plans,  et  enfin  qu’elle  n’ait  pas 
de  solutions  réelles. 

On  démontre  de  la  même  manière  que,  lorsque  tous  les 
points  d'un  plan  sont  des  centres , l’équation  (1)  représente, 
ou  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique,  ou  qu’elle 
n’admet  pas  de  solutions  réelles. 

473 — Lorsque  la  surface  admet  un  centre  I ayant  pour 
coordonnées  a,  6,  c,  si  l’on  transporte  les  axes  parallèlement 
à eux-mêmes  en  ce  point,  l’équation  (1)  se  réduit  à 

(7)  Ax *+A'y ’ + A"z'-f 2B(/i+2B,zx+2B";ry+F,= o , 
en  posant 

F1=Aa4-A'i4-A’,r*-l-ÏBif+ÎB'ra4-2ra64-2CB+2C’»-f2Cc4.F. 

Les  nombres  a,  b,  c vérifient  les  relations  (5),  c’est-à-dire  que 
l’on  a 

Ao  + B"6+B'e+C=0, 

B"a+A'6  + Bc  + C’=0, 

B'a  + B6  + A''c+C'— 0. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités 
respectivement  par  a,  b,  c et  que  l’on  ajoute,  on  a 

A«»+A'A>+AV»-f2Bi-c+SB'«a+ÏB'a*-fCa+C'H-C''c=0. 

La  valeur  de  F,  se  réduit  donc  à 

F,=F-(-Ca-f  C'b  + Ü'c; 

on  l’obtient  en  ajoutant  à l'ancien  terme  constant  la  moitié 
des  valeurs  que  prennent  les  termes  du  premier  degré  lorsqu’on 
y remplace  x,  y,  z par  les  coordonnées  du  centre. 

Lorsque  la  nouvelle  constante  F,  est  égale  à zéro,  l’équation 
(7),  étant  homogène  par  rapport  à x,  y,  z,  ne  peut  représenter 
qu’un  cône  ayant  pour  sommet  l’origine;  cependant,  le  lieu 
peut  se  réduire  à deux  plans,  à une  droite,  ou  à un  point. 
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474—  Nous  avons  vu  que  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface  sont 
situées  dans  un  môme  plan  ; il  n’y  a d’exception  que  lorsque 
les  coordonnées  du  point  annulent  à la  fois  les  trois  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  l’équation  par  rapport  à 
x,  y,  z.  Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré , un  pareil 
point  est  centre  de  la  surface  ; ce  point  étant  aussi  situé  sur  la 
surface,  quand  on  y transporte  l’origine  des  coordonnées,  la 
constante  F,  est  nulle;  ainsi,  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  l’exception  n'a  lieu  que  dans  le  cas  du  cône,  quand  le 
point  est  le  sommet. 

PLANS  DIAMÉTRAUX. 

475— 1100  ligne  droite  ne  perce  une  surface  du  second 
degré  qu’en  deux  points;  la  surface,  qui  partage  en  deux  par- 
ties égales  les  cordes  parallèles  à une  même  direction,  a été 
appelée  surface  diamétrale. 

Soient  m et  n les  paramètres  constants  qui  définissent  la 
direction  des  cordes;  transportons  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  un  point  quelconque  de  l’espace,  ayant  pour 
coordonnées  a,  b,  c,  l'équation  (1)  prend  la  forme  (4).  Une 
droite,  menée  par  la  nouvelle  origine  dans  la  direction  donnée, 
est  représentée  par  les  équations 

x=mz,  y =nz. 

On  obtient  l’équation  qui  donne  les  coordonnées  z des  points 
de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  surface,  en  remplaçant,  dans 
l’équation  (i) , x par  mz,  y par  nz  ; on  a ainsi 

(8)  ;Am’-f-A  n!-f  A'-J-iBn-f-iK' 

Pour  que  le  point  (a,  6,  c)  soit  le  milieu  de  la  corde  menée 
par  ce  point  dans  la  direction  donnée,  il  faut  que  l’équation 
précédente  ait  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  les  coordonnées  a,  b,  c vérifient  la  relation 

w/l+n/6+/l  = 0. 

(iette  équation,  étant  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point 
milieu  de  l’une  quelconque  des  cordes  de  la  série  considérée, 
nu.  28 
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représente  le  lieu  cherché.  Remplaçons  a,  b.  c par  x,  y.  z ; 
cette  équation  s’écrit 

(9)  mf'Jx, y,  z)+nf,[x,  y,  z)+f,(x,  V,  s)=©; 
comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  représente  un  plan. 
Ainsi,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  pour  (ouïes  les  direc- 
tions de  cordes,  la  surface  diamétrale  est  un  plan.  . 

470  —Si  les  paramètres  m et  n satisfont  h la  relation 
Am*-j-A’n,-(-A"-l-2Bn-f  2B'm  + 2B"»m=0, 
l'équation  (8)  s’abaisse  au  premier  degré,  c’est-à-dire  quo  les 
droites  parallèles  à la  direction  donnée  ne  percent  la  surface 
qu’en  un  point,  il  n’v  a pas  île  plan  diamétral  correspondant  à 
cette  direction. 

L’équalion  (9)  est  vérifiée,  quelles  que  soient  m et  n,  par  les 
valeurs  de  .r,  y,  z qui  satisfont  à la  fois  aux  trois  équations  qui 
déterminent  le  centre 

fl=0,  /J=0,  ft=  0; 

il  en  résulte  que  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  le 
centre  de  la  surface,  quand  il  en  a un,  ou  par  le  lieu  des 
centres  s’il  y en  a une  infinité. 

477 — Lorsque  la  surface  est  dépourvue  de  centre,  les  trois 
plans  définis  par  les  équations  (5)  sont  parallèles,  ou  la  droite 
d’intersection  de  deux  d'entre  eux  est  parallèle  au  troisième. 
Dans  le  premier  cas  on  a 

fl-zfl+P, 

i,  p,  p,  q désignant  des  constantes;  l’équation  (9)  se  réduit  à 
f1,  («m + pn+ 1 }+ mp +nq  = 0 ; 

elle  représente,  pour  toutes  les  valeurs  de  m et  de  n,  des  pians 
parallèles  entre  eux.  Dans  le  second  cas,  si  les  plans  définis 
par  les  deux  équations  fi  = 0,  /*  = 0 se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  au  plan  f',=  0,  l'équation  générale  des  plans 
qui  passent  par  la  droite  d’intersection  des  deux  premiers 
étant  ?/■„'=  0,  on  a 

/*,=< «/■.'+] ? n+r, 
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3,  p,  r étant  des  constantes;  et  par  suite  l'équation  (9)  prend 
la  forme 

(m+a)  r<:+(n+?)  = 0; 

elle  représente  des  plans  parallèles  à la  droite  d'intersection 
des  deux  plans 

fl- 0,  f!j=0. 

Ainsi  les  surfaces  dépourvues  de  centre  ont  leurs  plans  dia- 
métraux parallèles  à une  même  droite  ou  parallèles  entre  eux. 

478 — Considérons  une  direction  à laquelle  corresponde 
un  plan  diamétral  ; si  l’on  prend  pour  axe  des  z une  des  cordes, 
pour  axe  des  x et  des  y deux  droites  situées  dans  le  plan  dia- 
métral, l’équation  de  la  surface  devra  être  vérifiée  par  deux 
valeurs  de  z égales  et  de  signes  contraires  j>our  chaque  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  arbitrairement  aux  variables  x et 
y.  Elle  aura  donc  la  forme 

P-,T-A(-r,y)=o,  # 

ft(x,  y)  désignant  une  fonction  qui  ne  renferme  plus  que  les 
variables  x et  y et  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  2.  Dépla- 
çons les  axes  des  x et  des  y dans  le  plan  XOY  en  conservant 
a l’axe  des  z sa  direction;  ce  changement  de  coordonnées 
s'effectue  par  les  formules  de  la  Géométrie  plane.  Lorsque  la 
fonction  f,(x,y)  est  du  second  degré,  nous  avons  vu  (liv.  III, 
chap.  il),  que  l’on  peut,  d'une  infinité  de  manières  choisir  les 
nouveaux  axes  Ox,  0 y,  de  telle  sorte  que  cette  fonction  se 
réduise  a l’une  des  formes 

Mx’+Ny’+F, , Nr+Ux,  Ny*+F„ 

et  alors  l’équation  de  la  surface  sera  elle-même  ramenée  à 
l’une  des  formes 

(I)  Mx’+Ny’-t-P 3*-f-F,s=0, 

(II)  Ny,+P51+Qx=0, 

(III)  Ny’+Pz’+F^O. 

Si  la  fonction  F,  est  du  premier  degré,  on  la  ramène  par  le 
même  changement  à la  forme  Qx,  et  l’équation  de  la  surface 
devient 

(IV)  Ps*  + Üx=0. 
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Enfin,  si  F,  ne  contient  pus  les  variables  x et  y,  l’équation  de 
la  surface  est 

(V)  Pÿ»+F,=0. 

479—  Dans  ce  qui  précède  M,  N,  P,  Q désignent  des  con- 
stantes différentes  de  zéro  et  F,  une  conslante-qui  peut  être 
nulle.  L’équation  (111),  si  elle  a des  solutions  réelles,  repré- 
sente un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique , une  droite 
ou  deux  plans  qui  se  coupent.  L’équation  (IV)  représente  un 
cylindre  parabolique.  Si  l’équation  (V)  a des  solutions  réelles, 
elle  représente  deux  plans  parallèles  ou  un  plan  unique.  Ainsi 
quand  on  fait  abstraction  des  cylindres,  on  voit  que  l’équation 
du  second  degré  peut,  d’une  infinité  de  manières,  être  rame- 
née à l’une  des  formes  (I)  et  (11). 

Considérons  l’équation  (I);  en  égalant  à zéro  les  dérivées 
partielles  de  son  premier  membre,  ou  obtient  trois  équations 
qui  ont  une  solution  unique;  la  surface  admet  donc  un  centre 
unique,  l’origine  des  coordonnées.  Chacun  des  plans  des  coor- 
données est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à l’inter- 
section des  deux  autres  ; à cause  de  cette  propriété,  on  les 
nomme  plans  diamétraux  conjugués. 

L’équation  (11)  représente  des  surfaces  dépourvues  de 
centre,  puisque  l’équation  fx— 0 se  réduit  à Q=0.  Le  plan 
XOZ  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  a O Y 
et  le  plan  XOY  les  cordes  parallèles  à OZ  ; les  lignes  parallèles 
à OX  ne  percent  la  surface  qu’en  un  point,  et  il  n’y  a pas  de 
plan  diamétral  correspondant. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  PRINCIPAUX. 

480 —  Parmi  les  plans  diamétraux  d’une  surface  du  second 
degré,  on  distingue  en  particulier  ceux  qui  sont  perpendicu- 
laires aux  cordes  qu’ils  divisent  eu  deux  parties  égales;  ce 
sont  des  plans  de  symétrie  de  la  figure.  Dans  ce  qui  précède, 
les  axes  de  coordonnées  étaient  quelconques  ; dans  la  recherche 
des  plans  principaux,  nous  supposerons  les  axes  rectangu- 
laires. Si  l’on  désigne  par  a,  a',  a'(  les  cosinus  des  angles  que 
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fait  avec  les  axes  une  ilireclion  donnée,  les  équations  d’une 
corde  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


(10) 


x — a 


a 


P» 


a.  b,  c étant  les  coordonnées  d’un  point  particulier  de  celte 
corde,  et  x,  y,  z celles  d’un  point  quelconque  de  cette  même 
corde.  La  lettre  p désigne  la  distance  du  premier  point  au 
second,  affectée  du  signe  -f  on  du  signe  — , suivant  qu’elle  est 
comptée  dans  la  direction  donnée  ou  dans  la  direction  op- 
posée. 

On  obtient  l’équation  qui  donne  les  distances  du  point  I 
aux  points  de  rencontre  de  la  corde  et  de  la  surface  en  rem- 
plaçant dans  l’équation  (4)  les  lettres  x,  y,  z par  «p.^p/^p,  ce 
qui  donne 

(11)  Sp»+2Tp+R=0, 
en  posant,  (tour  abréger 


( S=Aa,+A'«,+A'V'*-(-2BaV'-f2BV*-f2B'W, 

(12)  | T=« /•'(<!,  b,  c)+*’ f'b(a,b,c)+<rfi(a,  b,  c), 

( R=  {{a,  b,  c). 

Si  l’on  suppose  le  point  1 fixe  et  que  l’on  fasse  varier  les 
angles  a,  *,  <*",  on  peut  regarder  l’équation  (t  t ) comme  repré- 
sentant la  surface  en.  coordonnées  polaires.  Le  coefficients 
de  p1  ne  dépend  que  de  la  direction  du  rayon  vecteur,  le 
terme  constant  B ne  dépend  que  de  la  position  du  point  1, 
tandis  que  le  coefficient  T varie  à la  fois  avec  la  direction 
du  rayon  vecteur  et  la  position  du  point  I. 


4SI — L’équation  du  plan  diamétral  des  cordes  parallèles 
à la  direction  (<*,  a',  a")  prend  la  forme 

«£+«,fï+«"f.=o. 

c’est-à-dire 

Soient  A,  ti,  v les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  des 
coordonnées  la  normale  à ce  plan  diamétral,  0 l’angle  de  la 
normale  avec,  la  direction  des  cordes,  on  a 
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!»  v 

Aa+B'V+BV  R’a+A'a'-j-Ba''  B’a-f-Bai 

aX+aV+«"v COS 0 

«[Âa+BV+B  ■*)-)-«'(B''a-|- . . . .) +~  S~’ 

Pour  que  le  plan  diamétral  soit  un  plan  [>rinc<p:>l  r il  faut 
que  la  normale  au  plan  coïncide  avec  la  direction  des  cordes; 
on  doit  donc  avoir  les  relations 

a a aff  , | 

^ ^ Aaf-B’j  -j-B’ot”  lî’d -f- A'^'-^-Ba”  B^a-f-Ba'-f-A'V'  S * 

alors  l’équation  du  plan  principal  devient 

(15)  S(aa?-f-a'ÿ-)-«''z)+C«-t-CV+CV'=0. 

488 — Les  équations  (IA)  donnent  les  suivantes 
( (A— S)a+B”a'+BV=0, 

(16)  | BV+tA' — S)a'+Ba"=0, 

( B'a+Ba'+(A’-S)a"=0; 
en  y joignant  la  relation  ' - ^ 

(17)  a*+a’*+a",=  l , 

on  a à résoudre  un  système  de  quatre  équations  à quatre 
inconnues. 

Les  trois  inconnues  a,  a',  «"  ne  pouvant  être  nulles  en 
même  temps,  puisque  la  somme  de  leurs  carrés  doit  être  égale 
à l’Unité,  l’une  au  moins,  par  exemple  a",  est  différente  de 
zéro.  Pour  résoudre  ce  système  d’équations,  on  imaginera  les 
premiers  membres  des  trois  équations  (16)  divisées  par  «<’,  on 

M a (x* 

tirera  des  deux  premières  les  valeurs  des  rapports  — , — ; 

substituant  dans  la  troisième,  on  aura  une  équation  ne  ren- 
fermant plus  que  l’auxiliaire  S ; la  quantité  S connue,  comme 

oc  ai* 

on  a déjà  les  valeurs  des  rapports  — -,  —,  on  obtiendra  lus 

cosinus  au  moyen  de  l’équation  (17). 

Au  lieu  de  diviser  par  a”,  supposons  qu’on  lire  des  deux 
premières  des  équations  (16)  les  valeurs  de  a et  a',  et  qu'au 
substitue  dans  la  troisième,  ou  arrivera  a une  équation  de  la 
forme  l),a''=:ü;  puisque  *”  est  différent  de  zéro,  on  aura 
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I*,  = 0 ; c’est  l’équation  en  S.  Mais  il  est  évident  que  le  poly- 
nôme D,  n'est  nuire  chose  que  lu  dénominateur  commun 
des  formules  de  résolution  du  système  (1(5)  considéré  comme 
un  système  à trois  inconnues  *,  a',  a1'.  On  observe  aussi  que 
l’on  peut  former  ce  polynôme  en  remplaçant  dans  le  jioly- 
nôine  que  nous  avons  appelé  D (n«  471)  les  lettres  A,  A',  A"  par 
A-S,  A'—  S,  A"— S.  L’équatidh  qui  donne  l’inconnue  S est  donc 
(18)  (A-S:(A'~ S) (A*— S) -(A-S) B*— (À—  S)B'»— (A*— S) B'»+2BB'l!"=0; 
quand  on  développe  ie  polynôme  par  rapport  aux  puissances 
de  S,  on  voit  que  le  terme  Indépendant  de  S est  la  quantité 
I)  elle-même. 


)4S3— Afin  d’arriver  à une  forme  d’équation  plus  commode 
à "discuter,  nous  allons  faire  l’élimination  d’une  autre  ma- 
hière:  multiplions  les  équations  (16)  respectivement  par  B,  B', 
B'',  et  retranchons  les  résultats  deux  à deux,  il  vient 

(I»)  t (S— A)B+ B'B'']*=l(S-A')B'+BB’>'=l(S— 


ou 


(S — A)  B-rB'B"  (S— A )B'+BB"  (S-A'JR’+BB' 

Si  l'on  substitue  dans  l’une  des  mêmes  équations,  la  première, 
par  exemple,  a la  place  de  *,  *"  les  quantités  proportion- 

nelles, on  trouve 


+ _ 

(S — A)  B+BB'^(S— A')  B'+BB"  T (S — A")  B+BB 


B’ 


f'/ô' — i 


B' 


;r=0, 


ou 


BB" 


BB 


(S— A)  B+ BB""t~(S — A')  B'+B’B+  (S — A'')B"+BB' 
ou  encore 

RB"  R-B  BB; 

B' 


BB' 


-1=0, 


(■20) 


B 


B 


bb'^"  ~ iru.  BB' 

S-A+-JT  *>-x  + n - 


— 1=0. 
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DISCUSSION  DE  L’ É<Jl'ATION  Dl  TROISIÈME  DEGRÉ. 


<184— Considérons  d’abord  le  cas  le  plus  général,  celui  où 
aucun  des  coefficients  B,  B',  B"  n’est  nul.  Prenons  l’équation 
en  S sous  la  forme  (20). 

I. — Supposons  que  les  trois  nombres 


A— 


B B’ 
B ’ 


B 

B 


A"— 


BB 
B'  * 


que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  a,  b,  c,  soient  dillé- 
rents;  rangeons-les  par  ordre  de  grandeur,  et  soit 
a<6<c. 

Substituons  successivement  à la  place  de  S,  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  (20),  les  nombres 
arfce,  h rfc  i,  c±i", 

(s,  J,  t"  désignant  de  très-petites  quantités  positives).  Par  la 
première  substitution,  le  premier  terme  de  l’équation  prend 
B 'B* 

la  valeur  ±— — , très-grande  numériquement,  tandis  que 

les  autres  termes  conservent  des  valeurs  finies;  ce  premier 
terme  donne  donc  son  signe  au  polynôme.  De  même,  par  la 
seconde  substitution,  le  second  terme  prend  la  valeur  très- 
B’fB 

grande  ± g—,  • tandis  que  les  autres  termes  conservent  des 
ne 

valeurs  finies;  ce  second  terme  donne  donc  son  signe,  au 
polynôme.  De  même,  par  la  troisième  substitution,  le  troi- 
sième terme  ± donne  son  signe  au  polynôme.  Ainsi  les 

résultats  des  substitutions  ont  respectivement  les  mêmes  signes 
que  les  quantités 

^ BTT  ^ BD 

— Be  ’ ~BV  ’ — RV'  * 

ou  que  les  quantités 

±BB'B"e,  ± BB'Be',  ±BB'B'e", 
que  l’on  obtient  en  multipliant  les  précédentes  respectivement 
par  les  nombres  positifs  B’s’,  R'V*,  B"V'*! 

Quand  S varie  de  a-f-t  a b — i'.  le  premier  membre  reste  fini 
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et varie  d’mie  manière  continue;  puisque  ces  deux  nombres 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent 
entre  eux  une  racine  réelle  de  l’équation;  ainsi  il  y a une  racine 
réelle  de  l’équation  comprise  entre  a et  b.  On  reconnaît  de  la 
même  manière  qu’il  y en  a une  seconde  entre  b et  c.  Il  y en  a 
une  troisième  plus  grande  que  c ou  plus  petite  que  a,  suivant 
que  BB'B"  est  positif  ou  négatif;  en  effet,  quand  on  donne  à S 
une  valeur  très-grande  numériquement,  le  premier  membre 
de  l’équation  (20)  se  réduit  à — t ; donc  si  la  quantité  BB'B"  est 
positive,  le  premier  membre  change  de  signe  quand  S varie 
de  c+t"  à -f-ao , et,  par  suite,  il  existe  une  racine  réelle  plus 
grande  que  c;  lorsque  la  quantité  BB'B''  est  négative,  le  premier 
membre  change  de  signe  quand  S varie  de  — » à a—t  ; dans 
ce  cas,  la  troisième  racine  est  plus  petite  que  a. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  les  trois  racines  de 
l’équation  sont  réelles  et  inégales.  A chacune  de  ces  racines 
correspond  une  direction  des  cordes  unique  et  déterminée.  En 
effet,  aucune  des  quantités  a,  b,  c ne  satisfait  à l’équation  (20)  ; 
car  chacune  de  ces  quantités  rend  infini  un  seul  terme;  si 
donc  on  substitue  l’une  des  racines  à la  place  de  S,  dans  les 
relations  (19),  les  trois  parenthèses  seront  différentes  de  zéro, 
ce  qui  donne  pour  les  trois  cosinus  des  valeurs  Unies  et  déter- 
minées. 

II. — Supposons  que  deux  des  trois  quantités  a,  b,  c,  par 
exemple  a et  b,  soient  égales.  Les  trois  racines  sont  encore  réelles 
et  inégales;  mais  l’une  d’elles  devient  égale  à a.  L’équation 
(20),  dans  laquelle  les  deux  premiers  dénominateurs  sont 
égaux,  se  réduit,  abstraction  faite  de  cette  racine,  à une  équa- 
tion du  second  degré 


»•(!+!) 


S — A + 


B’B'' 

TT 


+ 


BIP 
B" 

S-A"+^- 


-1=0, 


qui  a ses  deux  racines  réelles. 

Pour  chacune  des  deux  racines  de  cette  équation,  aucune  des 
trois  parenthèses  n’étant  nulle,  les  relations  (19)  donnent  une 
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direction  unique  et  déterminée.  Pour  la  première  racine  a, 
les  deux  premières  parenthèses  sont  uulles,  sans  que  la  der- 
nière le  soit;  il  en  résulte  a,;=0;  les  trois  équations  (16)  se 
réduisent  à 

B'a+Bi'=0, 


ce  qui  détermine  encore  une  direction  unique  parallèle  au 
(dan  des  tij. 

1(1. — Enfin  si  les  trois  quantités  a,  b,  c sont  égales,  deux 
racines  deviennent  égales  à a,  et  l’équation  (20),  dans  laquelle 
les  trois  dénominateurs  sont  égaux,  se  réduit,  abstraction 
faite  de  celte  racine  double,  a une  équation  du  premier 
degré 


B'B"  B’B  | BIP 
B + B'  + B" 


S— A 


B' B" 

~TT~ 


= 0. 


A celte  racine  simple  correspond  une  direction  unique.  Pour 
la  racine  double,  les  trois  équations  (16)  se  réduisent  à une 
seule 


B'B  "a+B''B«'-|-BB'«"=0; 

il  y a indétermination;  toutes  les  directions  parallèles  au  plan 
B'B"x+B"Bi/  + BB'5  = 0 


conviennent  a cette  racine  double. 


4 #5— Considérons  maintenant  le  casoti  les  trois  coefficients 
B,  B',  B''  ne  sont  pas  différents  de  zéro. 

1.— Un  seul  coefficient  est  nul,  par  exemple  B '.  L équation 
du  troisième  degré  (18)  devient 

(S— A)  (S— A')  (S— A")— (S— A)  B*— (S— A')  B'  *= 0. 

Soit  A<A';  la  substitution  de  — » , A,  A'(  +*  dans  le  pre- 
mier membre  donne  des  résultats  affectés  respectivement  des 
signes  — , +,  — , + ; donc  l’équation  a ses  trois  racines  réelles 
et  inégales,  et  les  équations  (16)  donnent  |>our  chaume  d’t  lie  * 
une  direction  déterminée,  puisqu'elles  ne  deviennent  pas 
identiques. 
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IL — Deux  coefficients  sont  nuis,  par  exemple  B' et  B''.  L’équa- 
tion du  troisième  degré  (18/  se  réduit  a 

(S— A)  [ (S— A')  (S — A") — B ’] = 0 ; 
les  trois  racines  sont  encore  réelles  et  inégales,  et  les  équa- 
tions (16)  donnent  jiour  chacune  d’elles  One  direction  déter- 
minée. 

Cependant  si  la  racine  A annulait  la  parenthèse,  c’est-à-dire 
si  la  relation 

(A — AO  (A — A") — B*=  0 

était  satisfaite,  cette  racine  A serait  racine  double.  Pour  cette 
racine  double,  les  équations  (16)  se  réduiraient  à une  seule 
(A'-A)«'+Ba"=0. 

A cette  racine  double  correspondraient  toutes  les  directions 
parallèles  au  plan 

(A'— A)  y+ Bs=0. 

III. — Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B',  B"  sont  nuis  à la 
fois,  l’équation  en  S prend  la  forme 

(S— A)  (S— A')  (S— A") = 0 j 

et  admet  pour  racines  A,  A',  A".  Quand  ces  trois  racines  sont 
inégales,  les  équations  (16)  montrent  qu’à  ces  racines  corres- 
pondent des  directions  respectivement  parallèles  à chacun  des 
trois  axes  coordonnés.  Si  A=A',  à cette  racine  double  corres- 
pondent toutes  les  directions  parallèles  au  plan  des  .nj.  Enfin, 
si  A=A'=A",  à cette  racine  triple  correspondent  toutes  les 
directions  de  l’espace;  il  y a ici  indétermination  absolue;  car 
les  équations  (16)  deviennent  alors  des  identités. 

Ainsi,  en  résumé,  l'équation  du  troisième  degré  en  H a tou- 
jours ses  trdis  racines  réelles.  A une  racine  simple  correspond 
une  direction  déterminée;  à une  racine  double  toutes  tes  direc- 
tions d’un  plan  ; à une  racine  triple  toutes  celles  de  l’espace. 

4##— Soient  (»,  a' , a''),  (8,  tj! , fi'')  les  cosinus  des  angles 
que  font  avec  les  axes  des  coordonnées  les  directions  qui  cor- 
respondent a deux  racines  différentes  S et  tf.  Un  a,  en  vertu 
des  équations  (10), 
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I A«+B"«’4-B'a"=So.,  , A p -f-B'6'-f  B' p»  = sp , 

J B”«+AV+Ba"=S*'j  ! B"8+A'p'+Bp''  = S'P', 

I B'a+Ba'  +A"«t"=S»",'  | B' p +B  p'  +A'’P'  =S'p'. 

Multiplions  les  premières  équations  respectivement  par 

p,  p',  p",  les  secondes  par  a,  a1,  a".  et  de  la  somme  des  pre- 
mières retranchons  celle  des  secondes  ; il  vient 
(S — S,)(«8-(-<*/p,-|-*//p//)  =0 , 
ou 

ap+a/p,+a"p'/=0. 

Donc  les  directions  qui  correspondent  à deux  racines  diffé- 
rentes sont  perpendiculaires  entre  elles. 

II  en  résulte  que  les  directions  qui  correspondent  a une 
racine  double  sont  toutes  perpendiculaires  à celle  qui  corres- 
pond à la  troisième  racine. 

NOMBRE  DES  PLANS  PRINCIPAUX» 

487 — Le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à la  direc- 
tion («,  a',  a'1)  est  donné  par  l'équation  (15) 

S(«®+«/ÿ+«,,*)-j-(C«+C,a'-f-C"a'/)=0. 

Il  en  résulte  qu’à  chaque  direction  des  cordes  donnée  par  une 
racine  S différente  de  zéro  correspond  un  plan  principal. 

Si  une  racine  S est  nulle,  le  plan  principal  n’existe  plus. 
Cependant  si  l’on  a 

C«+CV+C"«"=0, 

l’équation  (15)  devient  une  identité,  et  la  position  du  plan 
principal  est  indéterminée;  tout  plan  perpendiculaire  à la  di- 
rection des  cordes  est  un  plan  principal.  Dans  ce  cas,  la  sur- 
face est  cylindrique. 

D’après  l’équation  (11),  si  une  racine  S est  nulle,  les  cordes 
ne  rencontrent  la  surface  qu’en  un  seul  point. 

Il  est  bon  d’observer  que  l’équation  en  S a toujours  au  moins 
une  racine  différente  de  zéro;  car  les  trois  racines  ne  sont 
égales  que  si  l’on  a B=B'=B",=0;  alors  ces  racines,  étant 
égales  à A,  A',  A",  ne  sont  pas  toutes  trois  nulles,  sans  quoi 
l’équation  proposée  ne  serait  pas  du  second  degré.  On  peut 
d’ailleurs  démontrer  cette  propriété  de  l’équation  (18),  indé- 
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pendamment  de  l'étude  que  nous  en  avons  faite  ; en  effet,  si 
les  trois  racines  étaient  nulles,  on  aurait,  en  égalant  à zéro  les 
coefficients  de  S*  et  de  S, 

A+A/+A"=0, 

AA/+A/A''-t-A/,A — B* — B's — B'^nrO  ; 
si  du  carré  de  la  première,  on  retranche  le  double  de  la 
seconde,  on  a 

A,+A'*+A"*+2B,+2B'*+2B"’=0, 

d’où 

A=A'=A"=B=B,=Bl'=0. 

On  conclut  de  là  que  toute  surface  de  second  degré  a au  moins 
un  plan  principal. 

48$ — Nous  avons  vu  que,  si  l’on  fait  abstraction  des 
cylindres,  l’équation  du  second  degré  peut  être  ramenée  à 
l'une  des  deux  formes 

(«)  M.r*+Ny*+PsM-F,  = 0, 

(P)  Ny‘+P;*+Q*=0; 

la  première  convient  aux  surfaces  qui  ont  un  centre  unique, 
la  seconde  à celles  qui  sont  dépourvues  de  centre.  Si  le  plan 
diamétral  qui  a servi  à effectuer  la  réduction  est  un  plan  prin- 
cipal, comme  on  peut  effectuer  les  réductions  ultérieures  en 
prenant  dans  le  plan  principal  deux  axes  rectangulaires,  l’é- 
quation de  la  surface  sera  ramenée  à l’une  des  deux  formes 
(«)  et  (p)  en  coordonnées  rectangulaires. 


CHAPITRE  II. 

Réduction  de  l'Équation  du  «ccond  degré. 

Dans  le  chapitre  précédent,  nous  avons  vu  que  l’équation 
du  second  degré  peut  se  ramener  à l’une  des  formes  simples 
Mx,+Ni/,+P3,+R=0, 
Ny*+Pz’+Qx=0, 

Ny’+Pz’+R  =0, 

P;*-fQx=() . 

Pz’-t-It  =0, 
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en  coordonnées  rectangulaires.  Il  nous  reste  à indiquer  un 
moyen  pratique  d'effectuer  cette  réduction. 

i"  cas.  D^O. 

480— On  commence  par  transporter  les  axes  parallèle- 
ment à eux-mêmes  au  centre  de  la  surface;  l’équation  géné- 
rale du  second  degré 

(!)  Ai<4-A'ÿH-A"ï,+2B#»+3B's*+*B"47/-f-tC«-f-tC.lï+SC"î+K=0, 

devient 

(2)  Ax,+Ay+AV+2Bys+2B,za!+2B"a-y-l-F1=0; 
les  coefficients  des  termes  du  second  degré  ne  changent  pas, 
et  nous  avons  appris  à calculer  la  constante  F,  (n°  473). 

Supposons  d’abord  les  trois  racines  de  l’équation  du  troisième 
degré  en  S différentes  entre  elles  et  désignons-les  par  S,  S', S”; 
soient  de  plus  (*,  a"),  (fi,  6',  p"),  (y,  /)  les  cosinus  des 

angles  que  font  avec  les  axes  les  directions  qui  correspondent 
à ces  trois  racines.  Si  l’on  change  les  axes  des  coordonnées  en 
prenant  ces  trois  directions  pour  celles  des  nouveaux  axes,  les 
formules  de  transformation  sont 

I x=«.T'-f-py/  +tz', 

(3)  y = «'ay+P'y'-(-TV, 

I *=»V-HV+T*', 

et  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme 

Mx/,-FN’y'1+Px',+F,=ü, 

puisqu’elle  ne  doit  plus  contenir  les  produits  des  variables. 
Mais  on  a 

M=A*M-AV*+AV'*-|-2B«V,+2BV'«+2B'W, 
c’est-à-dire  M = S (n°  480).  Par  la  même  raison  on  a N=S'  et 
P=S".  Ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  réduite  est 

(4)  Sar'  ’+Sy  *-j-F, = 0. 

400 — 11  est  facile  de  vérifier  que  les  coefficients  des  rec- 
tangles des  variables  dans  la  nouvelle  équation  sont  nuis. 
Prenons  par  exemple  le  coefficient  B,'' du  terme  en  æ'y.  Ce 
coefficient  est 
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Or  on  a 

A?+B"p/+B'P',=*S'{t, 

B"p+A’P'+B8"=S'p', 

B'p+B?'  +A''p’=  S'p". 

Si  l’on  multiplie  ces  équations  respectivement  par  t,  y,  y et 
que  l’on  ajoute,  il  vient 

b,"=s'(Py+pY+P"y")- 

Les  deux  directions  (S,  fl',  fl"),  (y,  y',  y”)  étant  rectangulaires, 
on  en  conclut  que  B1"=0.  On  verrait  de  même  que  B,=B1'=0. 

491— Lorsque  deux  racines  de  l’équation  du  troisième 
degré  sont  égales  , à la  racine  double  correspondent  une 
infinité  de  directions  comprises  dans  un  même  plan;  si  l’on 
prend  pour  nouveaux  axes  deux  droites  rectangulaires  com- 
prises dans  ce  plan  et  la  perpendiculaire  au  plan,  la  méthode 
précédente  est  applicable  et  l'on  obtient  l’équation 
S(*'*+y'«)+SV,+F,  = 0, 

qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  l’axe  07J. 
Enfin,  si  les  trois  racines  sont  égales,  en  prenant  trois  nou- 
veaux axes  quelconques  rectangulaires  entre  eux,  l’équation 
est  toujours 

S(^*+y',+*',)+F,=0, 
elle  ne  peut  représenter  qu’une  sphère. 

2*  cas.  D=0. 

499 — Dans  ce  cas,  commençons  par  changer  la  direction 
des  axes,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  directions  qui 
correspondent  aux  racines  de  l’équation  du  troisième  degré, 
ou , si  cette  équation  a des  racines  égales,  un  des  systèmes  en 
nombre  infini  de  trois  directions  rectangulaires  déterminées 
par  ces  racines.  On  démontre,  comme  on  l’a  fait  algébrique- 
ment dans  Je  cas  précédent,  que  B,  = B,'=B1''=0  ; les  coeffi- 
cients des  carrés  des  variables  ont  encore  pour  valeurs  S,  S',  S". 
Si  donc  une  seule  racine  S est  nulle  et  que  l’on  prenne  pour 
axe  OX'  la  direction  déterminée  par  cette  racine,  l’équation  de 
la  surface  est 
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sy  *+S"z'  *+2C,x'+2Giy +2C/'s'+F  =0. 

Les  coefücients  C, , C/,  C,"  ont  pour  valeurs 
C,  = C«+CV+C"«", 

C1'=Cp+C'p'+C"P,'> 

c/^cr+cy-t-cv- 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  on  ramène 
l’équation  précédente  à la  forme 

S'y  ’+  S11  z >+20,0; = 0 , 
si  C,  est  différent  de  zéro,  et  à la  forme 

S'y‘+S/'*M-Flf=0, 

si  C,  est  nul.  Le  coefficient  C,  qui  subsiste  dans  l’équation 
réduite  est  celui  qui  correspond  à la  racine  simple  S=0. 

493 — Si  deux  racines  S et  S'  sont  égales  à zéro,  par  la  pre- 
mière transformation  l’équation  devient 

SV+2Clx'  + 2C.y+2C1/'a'+F=0. 

Nous  avons  vu  que  les  relations  qui  existent  entre  les  trois 
cosinus  de  l’une  des  directions  qui  correspondent  à la  racine 
double  S=0  se  réduisent  à deux.  Pour  déterminer  l’une  de 
ces  directions,  on  peut  joindre  à ces  deux  équations  une 
troisième  prise  à volonté  ; nous  prendrons 

C p -j-  C’  p'  -fC"  p" = 0 ; 

de  cette  manière  on  aura  C,'  = 0.  L’autre  direction  sera  en- 
suite complètement  déterminée,  ainsi  que  le  coefficient  C,. 
Gela  posé,  en  déplaçant  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  on 
ramènera  l’équation  à la  forme 

S"s’+2C,;r=0, 
si  C,  est  différent  de  zéro,  et  à la  forme 
S"sJ  + R = 0, 

si  G,  est  nul. 
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CHAPITRE  III. 


De  l'EUlpaoïde. 


494— Nous  avons  ramené  l’équaiion  des  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  un  centre  unique  à la  forme 
Sar’  + Sy +S"z’=H, 

en  rapportant  la  surface  à scs  trois  plans  principaux. 

Supposons  d’abord  que  les  trois  racines  aient  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +.  Si  le  terme  constant  II  est  négatif, 
l’équation  n’est  vérifiée  par  les  coordonnées  d’aucun  point  de 
l’espace.  Si  le  terme  constant  H est  égal  à zéro,  l’équation  n’est 
satisfaite  que  pour  x = y=s  = 0;  elle  représente  un  seul 
point,  l’origine.  Considérons  enfin  le  cas  où  H est  plus  grand 
que  zéro,  et  posons 


«=l/|-  ‘=|/|  '=l/p 


l’équation  se  met  sous  la  forme 

H) 


X'  v*  -* 

- + y-+  — = t. 


a'  ' 6*  c' 

La  coordonnée  x ne  peut  varier  que  de — a à + a,  y de  — b 
à + b,  z de — eà-fc;  prenons  sur  l’axe  des  x,  de  part  et 
d'autre  de  l'origine,  des  longueurs  OA  et  OA'  égales  à a,  sur 
l’axe  des  y deux  longueurs  OB  et  OB'  égales  à b,  sur  l’axe  des 
: deux  longueurs  OC  et  OC'  égales  à c (fig.  247).  Par  les  points 
A et  A',  B et  B',  C et  C',  imaginons  des  plans  respectivement 
parallèles  aux  plans  YOZ,  ZOX,  XOY,  la  surface  sera  entière- 
ment comprise  dans  le  parallélipipède  rectangle  ainsi  formé. 
On  a donné  à cette  surface  le  nom  d 'ellipsoïde. 


495 — L’origine  est  un  centre  de  l’ellipsoïde.  Les  plans  coor- 
donnés, qui  sont  les  trois  plans  principaux  de  l’ellipsoïde, 
coupent  la  surface  suivant  trois  ellipses  ABA',BCB',  CAC',  que 
l’on  appelle  sections  principales  de  l’ellipsoïde. 

un.  20 
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Si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  YOZ, 
on  obtient  pour  section  l’ellipse 

*L  y,  + ï!  = 1_î*, 

b'  c*  a' 

dont  le  centre  I est  sur  l’axe 
des  x.  Les  points  de  la  courbe 
étant  deux  à deux  symétriques 
par  rapport  au  centre  I,  les 
~ ; points  de  la  surface  sont  symé- 

ne- triques  deux  à deux  par  rapport 
à la  droite  OX,  qui  est  ainsi  un  axe  de  la  surface.  A mesure 
que  le  plan  sécant  s’éloigne  du  plan  principal  YOZ,  c’est-à-dire 
quand  x varie  de  0 à a,  l’ellipse  d’intersection  reste  toujours 
semblable  à l’ellipse  CRC’,  mais  diminue  jusqu'à  se  réduire  à 
un  point.  11  en  est  de  même  des  sections  parallèles  à chacun 
des  deux  autres  plans  principaux.  Ainsi  l’ellipsoïde  admet  trois 
axes  qui  sont  les  intersections  des  plans  principaux  deux  a 
deux.  Les  extrémités  des  axes  sont  les  sommels  de  l’ellipsoïde. 
Si  Ton  suppose  a>t>c,  2a  sera  Taxe  majeur,  2 b Taxe 
moyen,  2c  Taxe  mineur. 


490—11  est  clair  qu’un  plan  quelconque  coupe  l'ellipsoïde 
suivant  une  courbe  fermée;  cette  courbe  du  second  degré 
est  une  ellipse.  Coupons  la  surrace  par  un  plan  quelconque 
mené  par  le  grand  axe  A.V  (fig.  218);  à cause  de  la  symétrie, 
l’ellipse  d’intersection  admettra  pour  axes,  d’une  part  la  droite 
AA', d’autre  part  le  diamètre  DD',  suivant  lequel  le  plan  sécant 

coupe  l’ellipse  principale CBC'B'; 
ce  sera  donc  une  ellipse  ayant 
AA’  pour  grand  axe  et  DD'  pour 
petit  axe.  Il  en  résulte  que  le 
demi  grand  axe  OA  est  le  plus 
grand  rayon  de  l’ellipsoïde. 

De  même, un  plan  quelconque 
mené  par  le  petit  axe  CC'  cuu- 
ellipse,  ayant  pour  petit  axe  CC' 


c 


Fiü.  248. 

pera  la  surface  suivant  une 
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et  pour  grand  axe  le  diamètre  EE',  intersection  de  l’ellipse 
principale  ABA'  et  du  plan  sécant.  11  en  résulte  que  le  demi 
petit  axe  OC  est  le  plus  pelit  rayon  de  l’ellipsoïde. 

De  même  encore,  un  plan  mené  par  l’axe  moyen  BB'  cou- 
pera la  surface  suivant  une  ellipse  ayant  pour  axes  la  droite 
BB'  et  l’un  des  diamètres  de  l’ellipse  principale  ACA';  mais  ici 
ce  second  axe  sera  tantôt  plus  grand  que  BB7,  tantôt  plus  petit; 
il  peut  même  devenir  égal  à BB',  et  dans  ce  cas  la  section  sera 
un  cercle. 


PLANS  DIAMÉTRAUX. 

49r-Considérons  une  série  de  cordes  parallèles  à la  droite 


* V 


le  plan  diamétral  correspondant  (n°  471)  a pour  équation 


{î)  1*  + ^ + I:  =o. 

' ’ a*  6*  c* 


Réciproquement,  tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral;  soit  le  plan 

Aa:+By+C:  = 0; 

ce  plan  coïncidera  avec  le  plan  diamétral  précédent,  si  l’on  a 

a |3  y 

a ’A  = b ’ B = c*C  " 


Telles  sont  les  relations  qui  existent  entre  la  direction  di  s 
cordes  et  celle  du  plan  diamétral  conjugué.  11  est  évident  que 
le  plan  diamétral  coujte  la  surface  suivant  une  courbe  fermée 
du  second  degré  et  par  conséquent  suivant  une  ellipse.  Chaque 
point  de  celte  ellipse  est  le  point  de  contact  d'une  droite  paral- 
lèle aux  cordes  et  tangente  à la  surface;  ces  tangentes  forment 
un  cylindre  tangent  à l’ellipsoïde  tout  le  long  de  cette  ellipse 
et  l’enveloppant. 


DIAMÈTRES. 

4»S— Nous  savons  que  les  sections  faites  par  des  plans 
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parallèles  dans  l’ellipsoïde  sont  des  ellipses  homothétiques 
(n°  407)  ; cherchons  le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses.  Soit 
Ax+By+C=  — 1 1 

l’équation  d’un  plan,  dans  laquelle  A,  B,  C sont  des  coefficients 
constants,  I un  paramètre  variable.  Si  l’on  élimine  s entre 
cette  équation  et  celle  de  l’ellipsoïde,  on  a l’équation  de  la 
projection  de  la  courbe  d’intersection  sur  le  plan  XOY, 
x>  , i/*  , (Ax+By— i)  * , 

^7  + ¥ + PF 

La  centre  de  cette  courbe  se  projette  au  centre  de  la  courbe 
projection  ; ce  dernier  point  est  donné  par  les  deux  équations 

x , A(Ax+By — I) n 

a*  + c’C*  — ’ 

y , B(Ax  + By — T) 

6*  + c*C’  “ ’ 

en  y joignant  l'équation  du  plan  sécant,  on  a le  centre  de  la 
courbe  dans  l’espace.  Si  entre  ces  trois  équations  on  élimine 
le  paramètre  variable  l,  on  obtient  le  lieu  des  centres 
x _ y z 
a' A 6!B  c'C  ' 

, C’est  une  droite  passant  par  le  centre.  On  a donné  à celte 
droite,  lieu  des  centres  des  sections  parallèles,  le  nom  de  dia- 
mètre. 

La  direction  du  diamètre  est  conjuguée  du  plan  diamétral 
parallèle  aux  plans  sécants;  car  les  coefficients  de  la  droite  et 
du  plan  vérifient  les  relations  (3). 

Réciproquement,  toute  droite  menée  par  le  centre  est  un 
diamètre;  car  si  l'on  mène  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette 
direction,  et  des  plans  sécants  parallèles,  le  lieu  des  ccutrcs 
coïncidera  avec  la  droite  donnée. 

PLAN  TANGENT. 

499— Le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  s)  a pour  équation 

<x-*>ï  + (''->)  v + (7-5)?=0' 

ou  plus  simplement 
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*X  y Y zZ 

Le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre,  qui  va  du  centre  au  point  de  contact.  Car,  ce  dia- 
mètre ayant  pour  équation 

X Y Z 

x y - 


ses  coefficients  et  ceux  du  plan  tangent  vérifient  les  rela- 
tions (3). 


DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

500— On  dit  que  trois  diamètres  forment  un  système  de 
diamètres  conjugués , quand  chacun  d’eux  est  conjugué  du 
plan  des  deux  autres.  Nous  avons  déjà  reconnu  l’existence 
de  pareils  systèmes  de  diamètres  (n°  479)  ; menons  arbitraire- 
ment un  premier  diamètre  01)  et  considérons  le  plan  diamé- 
tral conjugué;  ce  plan  coupe  l’ellipsoïde  suivant  une  ellipse; 
prenons  deux  diamètres  conjugués  quelconques  OE,  OF  de 

cette  ellipse;  les  trois  diamètres 
' 01),  OE,  OF  formeront  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  ; 
car  si  l’on  prend  pour  axes  des 
coordonnées  les  trois  droites 
OD,  OE,  OF  et  que  l’on  appelle 
a1,  b c'  les  longueurs  des  trois 
rayons  OD,  OE,  OF,  d’après  le 
raisonnement  qui  a été  fait  précédemment,  l’équation  de  l’el- 
lipsoïde se  mettra  sous  la  forme 

a'*!/'*  , z/,_, 

^ + + ^ 

On  en  conclut  que  les  trois  axes  des  coordonnées  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  trois  plans  des  coordonnées  forment  un  système  de 
plans  diamétraux  conjugués. 

On  voit  bien,  à l’aide  de  cette  équation,  comment  varient 


Fig.  249. 
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les  sections  parallèles;  si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan 

parallèle  au  plan  diamétral  Y'OZ',  on  a une  ellipse 

homothétique  à l’ellipse  diamétrale  KO  F et  ayant  son  centre 
au  point  1 sur  le  diamètre  OD  ; cette  ellipse  va  en  diminuant 
à mesure  que  le  plan  sécant  s'éloigne  du  plan  diamétral;  elle 
se  réduit  au  point  1),  quand  le  plan  sécant  passe  par  ce  point 
et  alors  le  plan  est  langent  à la  surface;  au  delà  le  plan  ne 
rencontre  plus  lu  surface;  en  d’autres  termes,  il  la  coupe  sui- 
vant une  ellipse  imaginaire  dont  le  centre  est  réel  et  situé  sur 
le  prolongement  de  OD.  Il  en  est  de  môme  de  l’autre  côté. 


501 — Cherchons  maintenant  les  relations  qui  existent 
entre  les  directions  des  trois  diamètres  conjugués  01),  OE,  OF. 
Désignons  par  a,  p,  y les  coefficients  du  premier  diamètre,  par 
p',  f ceux  du  second,  par  «•■,  P",  y'ceux  du  troisième.  Le 
plan  conjugué  du  diamètre  OD  a pour  équation 


M 

a'  ' 6» 

ce  plan  contenant  le  diamètre  OE,  on  a la  relation 


ax 


+ ?=°; 


f^  + !L  + n:=o. 

a’  ^ 6»  ^ c’ 


On  obtient  ainsi  les  trois  relations 


îi  +Mi+jr=0 

n * ~ /»*  “ /-i  — 


(*) 


a 

aV 


b * 

L+^+nr=0 

a‘  T b'  r c’  ’ 


a"a  + 

' I.I  > r'  ‘ 


= 0, 


a ‘ 6’  ' c‘ 

qui  expriment  que  chaque  diamètre  est  conjugué  du  plan  des 
deux  autres. 

La  première  de  ces  relations  signifie  que  les  deux  diamètres 
OD,  OE  sont  conjugués  entre  eux. 


503 — Considérons  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
ODEF,  OD  E F'  (lig.  230).  Soit  OG  le  diamètre  suivant  lequel  se 
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coupent  les  deux  plans  EOF,  EOF',  OH  et  OU' les  diamètres  con- 
jugués de  OG  dans  ces  deux  plans.  Si,  conservant  OD,  on  rem- 
place les  diamètres  conjugués  O K,  OF 
par  deux  autres  diamètres  conjugués 
OG,  OH  de  la  même  ellipse, la  somme 
des  carrés  ne  change  pas;  de  même, 
si , conservant  Oiy , on  remplace'  les 
deux  diamètres  conjugués  OE',  OF' 
Fis-  25°-  par  deux  autres  diamètres  conjugués 

OG, Oïl'  de  latnème  ellipse,  la  somme  des  carrés  ne  change  pas. 
On  a alors  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués OGHD,OGH'D', 
«lui  ont  un  diamètre  commun  OG;  les  deux  autres,  étant 
situés  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  OG,  appartiennent 
à la  meme  ellipse.  Donc  la  somme  des  carrés  est  la  même. 
Ainsi  la  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugues  est  con- 
stante et  par  conséquent  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes. 

On  démontre  de  la  meme  manière  que  le  volume  du  paral- 
lélipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  est  constant; 
lorsqu'on  remplace  le  système  ODEF  par  le  système  ODG1I,  le 
volume  ne  change  pas;  car  les  deux  parallélipipèdes  ont  des 
hases  équivalentes,  les  parallélogrammes  EOF,  GOH,  et  même 
hauteur  , la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D sur  le  plan 
des  buses. 


SECTIONS  CIRCULAIRES. 

503 — Parmi  les  sections  pianos  de  l’ellipsoïde,  il  importe 
d examiner  surtout  les  sections  circulaires.  Supposons  qu’un 
plan  diamétral  coupe  l’ellipsoïde  suivant  un  cercle;  soit  OD  le 
diamètre  conjugué;  si,  dans  le  plan  du 
cercle,  on  prend  la  projection  OE  de 
01)  et  un  diamètre  OF  perpendiculaire 
à OE,  on  aura  un  système  de  trois  dia- 
mètres conjugués;  or,  le  diamètre  OF 
est  perpendiculaire  au  plan  diamétral 
conjugué  DUE;  donc  ce  plan  est  un 
plan  principal  et  OF  l’un  des  axes  de  la  surface.  Ainsi  les  plans 
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diamétraux  qui  coupent  l’ellipsoïde  suivant  des  cercles,  passent 
par  l’un  des  axes  de  la  surface. 

Cet  axe  est  l'axe  moyen  BB'  de  l’ellipsoïde;  car,  nous  avons 
vu  (n°  496)  que,  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  le  grand  axe 
AA’,  ou  par  le  petit  axe  CC',  les  deux  axes  de  l’ellipsoïde 
diffèrent  nécessairement. 

Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l’axe  moyen  BB’,  les  deux 
axes  de  l’ellipse  d’intersection  sont  l’axe  BB'  et  le  diamètre  DD* 
suivant  lequel  le  plan  sécant  coupe 
l’ellipse  principale  ACA'.  La  lon- 
gueur de  ce  diamètre  DD'  variant  de 
.*  CC'  à AA-,  pourra  être  égale  à BB', 
et  alors  la  section  sera  un  cercle. 
Du  point  O comme  centre,  avec  un 
Fig.  tst.  rayon  égal  à 6 et  dans  le  plan  prin- 

cipal ACA'  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  l’ellipse  prin- 
cipale en  I)  etE;  menons  les  diamètres  OD  et  OE  ; les  deux 
plans  diamétraux  BOD,  BOE  couperont  l’ellipsoïde  suivant  des 
cercles.  On  conclut  dé  là  que  l’ellipsoïde  à trois  axes  inégaux; 
admet  deux  séries  de  sections  circulaires. 

Quand  l’ellipsoïde  est  de  révolution,  les  deux  plans  BOD, 
BOE  se  confondent  avec  le  plan  principal  perpendiculaire  à 
Taxe  de  rotation,  c’est-à-dire  avec  l’équateur  de  la  surface.  On 
n’a  plus  alors  qu’une  série  de  sections  circulaires. 


CHAPITRE  IV. 

De*  Hypcrtaoloïde*. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  trois  racines  de  l’é- 
quation en  S n’ont  pas  le  même  signe;  supposons,  par 
exemple,  que  les  deux  racines  S et  S'  soient  positives,  et  la 
troisième  négative. 

CÔ?iE. 

504 — Si  le  terme  constant  H est  nul,  l'équation 

sx’+sy+sv^o. 
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étant  homogène  par  rapport  à x,y,z,  ne  peut  représenter 
qu’un  système  de  droites  ou  un  point.  Posons 

lang*=  x/ziËL,  tangP—  \/~  S1 , 

y s v & 

l’équation  s’écrira 


Z 

■/r* 

\ 

- 4 - / 

A J, 

\.-'i 

J^m7x 

\*\ 

177/ 

/// 

II/' 

\\ 

/ 

\\ 

I 

ff 

i 

Fig.  253. 


...  X ’ tt» 

(1) i - -1—0. 

tang'a  tangtfi 

Le  plan  principal  XOZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 
Z)  OA,  OA'  faisant  avec  OZ  un  angle  égal  à 

N . J a;  le  plan  principal  YOZ  suivant  deux 
j droites  OR,  OB’  faisant  avec  OZ  un  angle 

‘T*\'Tj/  égal  à p.  Le  plan  principal  XOY  coupe  la 
\ \ / ;/  surface  suivant  un  seul  point  O.  Tout  plan 

v //  parallèle  au  plan  XOY  donne  une  ellipse 

/ ABA'  ayant  pour  équation 

/ **  ■ y* 

^ tang1a  ~ lang'fi  ’ 

Fig.  iss.  cette  ellipse  qui  a son  centre  1 sur  l’axe 
OZ,  augmente  indéfiniment  à mesure  que  le  plan  sécant  s’é- 
loigne du  sommet.  Ainsi  le  lieu  est  un  cône  que  l’on  peut 
considérer  comine  engendré  par  une  droite  OM,  qui  tourne 
autour  du  sommet  en  glissant  sur  l’ellipse  ABA'.  En  suppo- 
sant S plus  petit  que  S'  et,  par  conséquent,  a plus  grand  que 
p,  on  voit  que  l’angle  que  fait  la  génératrice  0.V1  avec  l’axe  OZ 
varie  de  a à p.  Le  cône  est  formé  de  deux  nappes  égales  situées 
de  part  et  d'autre  du  sommet.  L’équation  des  cônes  du  second 
degré  se  ramenant  à la  forme  (1),  il  en  résulte  que  tout  cône 
du  second  degré  peut  être  considéré  comme  un  cône  droit  à 
base  elliptique. 

Les  plans  perpendiculaires  à chacun  des  deux  autres  axes 
OX  et  OY  coupent  le  cône  suivant  des  hyperboles  ayant  leurs 
centres  sur  ces  axes.  Les  trois  axes  des  coordonnées  sont  des 


axes  du  cône;  l’un  OZ  est  situé  à l’intérieur  du  cône,  les  deux 
autres  a l’extérieur.  Par  rapport  à chacun  de  ceux-ci,  un 
point  quelconque  du  cône  a son  symétrique  sur  l’autre  nappe; 
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par  rapport  au  premier,  un  point  a son  symétrique  sur  la 
même  nappe. 


HYPEBBOLOÏDE  A CNE  NAPPE. 

505 — Supposons  que  le  terme  constant  H ait  une  valeur 
positive  et  [>osons 

»=|/|.  ‘=l/|  '=|/ï- 

l’équation  de  la  surface  prendra  la  forme 


(2) 

' n'  ' 


a * ' b'  c‘ 

Le  plan  principal  XOY  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse 
ABA1;  le  plan  principal  XOZ  suivant 
une  hyperbole  dont  A'A  est  l’axe 
transverso  et  OZ  l’axe  imaginaire, 
le  plan  principal  YOZ  coupe  de  même 
la  surface  suivant  une  hyperbole 
dont  BB'est  l’axe  transverse  et  OZ 
l’axe  imaginaire.  Si  l’on  coupe  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  au  plan 
XOY,  on  a des  ellipses  homothétiques 
x’  v*  *’ 

a*  ^ 6*  T c* 
i qui  ont  leurs  centres  sur  OZ.  et  qui 

Fie.  jm.  vont  en  augmentant  indéfiniment 

à mesure  que  le  plan  sécant  s’éloigne  du  plan  principal  d'un 
côté  ou  de  l’autre  ; l’ellipse  minimum  ABA'  déterminée  par 
le  plan  principal  s'appelle  ellipse  de  gorge.  On  voit  par  là 
que  la  surface  est  formée  d’une  seule  nappe  continue  qui 
s’étend  indéfiniment  en  s’ouvrant  de  plus  en  plus  de  chaque 
côté  du  plan  de  l’ellipse  de  gorge.  On  adonné  àcetle  surface 
le  nom  d ' hijperboloïde  à une  nappe. 

Les  plans  parallèles  au  plan  XOZ  coupent  la  surface  suivant 
des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur  OY ; 
de  même  les  plans  parallèles  au  plan  YOZ  coupcut  la  surface 
suivant  des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur 
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OX.  Il  résulte  de  là  que  l'hyperboloïde  à une  nappe  admet 
trois  axes,  deux  réels  AA  et  BIP,  un  imaginaire  OZ.  Les  deux 
axes  réels  sont  les  axes  de  l’ellipse  de  gorge;  l’axe  imaginaltu 
OZ  est  situé  à l’intérieur  de  la  surface. 

Lorsque  les  deux  axes  réels  deviennent  égaux,  les  sections 
parallèles  au  plan  XOY  étant  des  cercles,  la  surface  est  de 
révolution;  elle  est  engendrée  par  une  hyperbole  tournant 
autour  de  son  axe  imaginaire  OZ. 

IIYPBHBOLOÏDK  A DEUX  NAPPES. 

506— E xaminous  entiu  le  cas  où  le  terme  constant  11  a 
une  valeur  négative  ; si  l’on  pose 


l’équation  prend  la  forme 


Les  deux  plans  principaux  XOZ,  Y’OZ 
coupent  la  surface  suivant  des  hyper- 
boles dont  l’axe  transverse  CC'  a une  lon- 
gueur égale  à ’2c  et  est  dirigé  suivant 
l’axe  OZ.  Le  plan  principal  XOY  ne  ren- 
contre pas  la  surface.  La  section  faite 
1 par  un  plan  parallèle  au  plan  XOY  est 
une  ellipse 

x'  y » :*  j 

a « b 1 ci  ’ 

mais  cette  ellipse  n'est  réelle  que  si  la 
valeur  absolue  de  : est  plus  grande  que 
c ; si  donc  par  chacun  des  points  C et  C ' 
on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  XOY, 
il  n’y  aura  aucun  point  du  lieu  situé  entre  ces  deux  plans.  Si 
le  plan  sécant  s’éloigne  à partir  du  point  C,  l’ellipse,  qui  est 
d’abord  réduile  à un  point,  augmente  indéfiniment;  et  du 
môme  de  l’autre  côté,  à partir  du  point  C'.  Ou  voit  par  là  que 
la  surface  se  compose  de  deux  nappes  infinies  et  séparées 
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l’une  de  l’autre;  on  lui  a donné  le  nom  d’hyperboloide  à deux 
nappes.  La  surface  a trois  axes,  un  réel  CC',  deux  imaginaires 
OX  et  OY. 

Quand  les  deux  axes  imaginaires  2a  et  2 b deviennent  égaux, 
la  surface  est  de  révolution  ; elle  est  engendrée  par  une  hyper- 
bole tournant  autour  de  son  axe  transverse  CC'. 


CONE  ASYMPTOTE. 

5©r — Considérons  les  deux  hvperboloïdes  représentés 
par  les  équations 

x 1 Ut  zt 

t-  — — rfc  t , 

a*  ^ ô»  c*  ’ 

et  que  nous  nommerons  hyperlx)loïdes  conjugués;  tout  rayon 
réel  de  l’un  est  imaginaire  dans  l’autre,  et  a même  longueur. 
Un  plan  sécant  mené  par  l’axe  OZ  coupe  ces  deux  surfaces  sui- 
vant des  hyperboles  conjuguées;  l’hvpcrbole  située  sur  l’hy- 
perboloïdc  à deux  nappes  a pour  axe  transverse  CC'  ; celle  qui 
est  siluée  sur  l’hyperboloïdc  à une  nappe  a pour  axe  trans- 
verse le  diamètre  suivant  lequel  le 
plan  sécant  coupe  l’ellipse  de  gorge. 
Soit  y=mx  l’équation  du  plan  sécant; 
l’équation 


^ + 

a’ 


m'x* 


mt 

C* 


provenant  de  l’élimination  de  y donne 
les  projections  des  courbes  d’intersec- 
tion sur  le  plan  XOZ;  ces  courbes 
projections  sont  des  hyperboles  ayant 
pour  asymptotes  communes 


x 

a7 


+ 


m'x' 


rie.  î56.  a 1 1 b* 

Si  à cette  équation  on  joint  celle  du  plan  sécant  y=mx , on 
aura  les  asymptotes  des  hyperboles  dans  l’espace.  Imaginons 
actuellement  que  le  plan  sécant  tourne  autour  de  l’axe  OZ; 
ces  asymptotes  décriront  un  cône  que  nous  appellerons  cône 
asymptote  des  hyperboloïdes  ; on  obtient  son  équation  en  éli- 
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minant  le  paramètre  variable  m entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes, ce  qui  donne 


x ' 


+ 


IL 

b' 


508—  Plus  généralement  le  cône  asymptote  est  le  lieu  des 
asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  déterminées  dans  les  deux 
surfaces  par  des  plans  passant  par  le  centre.  En  effet,  soit 
z=mx+  ny  l’équation  du  plan  sécant,  les  courbes  d’inter- 
section ont  pour  projections  sur  le  plan  XOY 

x'  , y ' (mx+ny)* , 

a*  + 6’  c*  — * 

les  asymptotes  sont  données  par  l’équation 


y ' ( mx+ny )* 


i»  + h* 


= 0, 


a*  ' b ’ c3 

jointe  à celle  du  plan  sécant.  Il  arrive  ici  que  l’on  peut  éli- 
miner à la  fois  les  deux  paramètres  variables  m et  n entre  ces 
équations,  ce  qui  reproduit  le  cône  asymptote 
x1  v* 

1-  y =0. 

a*  T b * c* 

Les  deux  hyperboloïdes  conjugués  ont  même  cône  asymp- 
tote. L’hyperboloïde  à deux  nappes  est  situé  à l’intérieur  du 
cône,  l’byperboloïde  à une  nappe  à l’extérieur. 

SECTIONS  PI.ANES. 

509 — Considérons  les  surfaces  représentées  par  l’équation 

dans  laquelle  X est  un  paramètre  arbitraire.  On  a les  deux 
hyperboloïdes  ou  le  cône  asymptote,  quand  on  attribue  au  pa- 
ramètre X les  valeurs  ±1  ou  la  valeur  0.  Si  l’on  coupe  ces 
surfaces  par  un  même  plan 

Ax-j-Bÿ4"C-  — l , 

les  projections  des  courbes  d’intersection  sur  le  plan  XOY  ont 
pour  équation 

x*  y*  _ (/— Ax— Bi/)1 
a7  + b'  c’C*  —A’ 
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le  paramètre  X n’entrant  que  dans  le  terme  constant,  il  en 
résulte  que  les  courbes  projections,  et  par  suite  les  courbes 
dans  l’espace,  sont  homothétiques;  car  ce  sont  les  intersec- 
tions de  cylindres  homothétiques  par  des  plans  parallèles 
(n°A66);  elles  sont  en  outre  concentriques,  si  elles  ont  un 
centre;  quand  ce  sont  des  paraboles,  elles  ont  même  para- 
mètre, et  par  conséquent  sont  égales. 

510 — 11  résulte  de  là  que  pour  reconnaître  l’espèce  de  la 
section  d’un  hyperboloïde  par  un  plan , il  suffit  d’étudier  la 
section  du  cône  asymptote  par  le  même  plan.  On  sait  d’ailleurs 
que  les  sections  parallèles  sont  homothétiques. 

I’ar  le  centre,  menons  un  plan  parallèle  au  plan  sécant;  il 
y a trois  cas  à distinguer.  1°  Si  le  plan  mené  par  le  centre  ne 
coupe  le  cône  qu’en  un  seul  point,  les  deux  nappes  du  cône 
sont  situées,  l’une  d’un  côté  de  ce  plan,  l’autre  de  l’autre  ; il 
est  clair  que  tout  plan  parallèle  coupera  toutes  les  droites 
d’une  même  nappe  et  par  conséquent  déterminera  sur  le  cône 
une  courbe  fermée  qui  sera  une  ellipse  ; les  sections  faites  par 
ce  même  plan  dans  les  hyperboloïdes  seront  aussi  des  ellipses. 
2»  Si  le  plan  mené  par  le  centre  coupe  le  cône  suivant  deux 
droites,  il  partage  chacune  des  nappes  en  deux  parties  situées 
départ  et  d’autre  du  plan;  tout  plan  parallèle  rencontrera  la 
partie  de  chacune  des  nappes  qui  est  du  même  côté  que  ce 
plan,  et  par  conséquent  coupera  le  cône  suivant  deux  branches 
séparées  et  s’étendant  indéfiniment;  car  si  une  génératrice  du 
cône  se  rapproche  de  l’une  des  génératrices  déterminées  par 
le  plan  mené  par  le  centre,  elle  devient  parallèle  nu  plan 
sécant,  et  le  point  d'intersection  s’éloigne  à l’infini;  la  courbe 
est  donc  une  hyperbole.  Cette  hyperbole  aura  ses  asymptotes 
parallèles  aux  droites  déterminées  par  le  pian  passant  par  le 
centre.  3° Enfin, si  le  plan  mené  par  le  centre  est  langent  aucune 
asymptote,  l’une  des  nappes  du  cône  sera  située  tout  entière 
d’un  côté  du  plan,  l’autre  nappe  de  l’autre  côté,  excepté  l’arête 
de  contact,  qui  est  dans  le  plan;  uu  plan  parallèle  ne  rencon- 
trera que  la  nappe  qui  est  du  même  côté  que  ce  plan  et  la  cou- 
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pora  suivant  une  brandie  infinie  ; la  courbe  sera  une  parabole. 

Nous  examinerons  plus  tard  en  détail  les  diverses  variétés 
que  présentent  ces  courbes,  et  leur  déformation  quand  on  fait 
mouvoir  le  plan  sécant. 


(i) 


PLANS  PI AMKTRAl'X. 

511 — Considérons  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

a*  c'~  ’ 

dans  laquelle  X est  un  paramètre  arbitraire,  et  qui  donne  le 
cône  asymptote  ou  les  deux  hyperboloïdes,  quand  on  attribue 
au  paramètre  X la  valeur  0 ou  les  valeurs  ±t. 

Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 


a pour  équation 


(0) 


. x V ~ 

i()7— p “7 


üf  4_  Pv V*  0 

a*  e' 


Ce  plan  est  le  même  dans  les  deux  hyperboloïdes  et  dans  le  cône 
asymptote.  On  pourrait  d’ailleurs  le  reconnaître  à priori.  En 
effet,  considérons  une  sécante  qui  rencontre  le  cône  en  deux 
points;  le  plan  mené  par  cette  sécante  et  le  centre  coupe  le 
cône  suivant  les  asymptotes  des  hyperboles  déterminées  par 
ce  plan  dans  les  hyperboloïdes;  les  portions  de  celte  sécante 
comprises  entre  les  hyperboles  et  les  asymptotes  étant  égales, 
il  en  résulte  que  les  cordes  ont  même  point  milieu. 


512 — L’espèce  de  la  section  déterminée  par  le  plan  dia- 
métral dépend  de  la  direction  des  cordes.  Par  le  centre, 
menons  une  parallèle  aux  cordes;  si  cette  droite  est  située  à 
l’intérieur  du  cône  asymptote , il  est  évident  que  chaque 
sécante  rencontre  les  deux  nappes  du  cône  et,  par  conséquent, 
le  point  milieu  est  entre  les  deux  nappes  ; le  plan  diamétral, 
ayant  tous  ses  points  entre  les  deux  nappes,  coupe  le  cône 
suivant  un  point.  L’hyperboloïde  à une  nappe,  étant  situé  à 
l’extérieur  du  cône  asymptote,  sera  coupé  par  le  plan  dia- 
métral suivant  une  ellipse  réelle;  cette  ellipse  est  la  courbe 
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de  contact  d’un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  aux 
sécantes  et  circonscrit  à l’hyperboloïde;  le  cylindre  circonscrit 
est  situé  à l’intérieur  de  l’hyperboloïde.  L’hyperboloïde  à deux 
nappes  étant  situé,  au  contraire,  à l’intérieur  du  cône  asymp- 
tote, le  plan  diamétral  ne  rencontre  pas  la  surface;  aucune  des 
sécantes  ne  devient  tangente,  et  il  n’existe  pas  de  cylindre 
circonscrit  dans  cette  direction. 

Si  la  droite  menée  par  le  centre  est  située  à l’extérieur  du 
cône  asymptote,  une  parallèle  percera  une  même  nappe  en 
deux  points  et,  par  conséquent,  le  point  milieu  sera  situé  à 
l’intérieur  du  cône;  le  plan  diamétral,  pénétrant  à l'intérieur 
du  cône,  coupera  ce  cône  suivant  deux  droites,  et,  par  consé- 
quent, les  hyperboloi'des  suivant  des  hyperboles  conjuguées. 
Chacune  de  ces  hyperboles  sera  la  courbe  de  contact  d’un 
cylindre  circonscrit. 


513-11  est  un  cas  où  il  n’y  a plus  à proprement  parler  de 
plan  diamétral;  c’est  lorsque  la  droite  menée  par  le  centre 
appartient  au  cône  asymptote;  dans  ce  cas,  toute  parallèle  ne 
rencontre  la  surface  qu’en  un  point  et  le  point  milieu  est  à 
l'infini.  Cependant  l'équation  (6)  représente  encore  un  plan 
passant  par  le  centre  ; c'est  la  position  limite  vers  laquelle  tend 
le  plan  diamétral,  quand  la  droite  (5)  se  rapproche  de  plus  en 
plus  du  cône.  Le  plan  tangent  au  cône  a pour  équation 
xX  , yY  zt 

a'  ^ 6*  c*  ’ 

si  le  point  de  contact  appartient  à la  droite  (5) , cette  équation 
devient 

pY jfZ_ 

a*  b'  c'  ~ ’ 

c’est  l’équation  (0);  ainsi  quand  les  sécantes  deviennent  paral- 
lèles à une  arête  du  cône  asymptote,  le  plan  diamétral  coïn- 
cide avec  le  plan  tangent  au  cône  suivant  cette  arête. 


DIAMETRES. 


514— Les  sections  faites  dans  les  hyperboloi'des  et  dans  le 
cône  asymptote  par  un  même  plan  étant  concentriques,  le  lieu 
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m 

des  centres  des  sections  parallèles  est  le  même  dans  les  hypcr- 
boloïdes  et  dans  le  cône  ; or,  il  est  évident,  à cause  de  la  simi- 
litude, que  dans  le  cône  ce  lieu  est  une  droite  passant  par  le 
sommet  du  cône. 

Lorsque  les  sections  sont  des  ellipses,  le  lieu  des  centres,  ou 
le  diamètre,  étant  situé  à l’intérieur  du  cône,  rencontre  l’hy- 
perboloïde  à deux  nappes,  mais  ne  rencontre  pas  l’hyperbo- 
loïde  à une  nappe.  Lorsque  les  sections  sont  des  hyperboles, 
le  diamètre  étant  à l’extérieur  du  cône,  rencontre,  au  con- 
traire, l’byperboloïde  à une  nappe  et  ne  rencontre  pas  l’iiy- 
perboloïde  à deux  nappes. 

On  obtient  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  de 
l’hyperboloïde  à une  nappe  en  prenant  un  diamètre  quel- 
conque, et,  dans  le  plan  diamétral  conjugué,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  section.  11  est  aisé  de  voir  que,  de  ces  trois 
diamètres  conjugués,  deux  OD,  OEsont  toujours  réels,  un  OF 
imaginaire.  En  effet,  si  le  premier  diamètre  est  réel,  le  plan 
diamétral,  comme  nous  l’avons  dit  (n°  512),  coupe  la  surface 
suivant  une  hyperbole,  dans  laquelle  un  second  diamètre  sera 
réel,  le  troisième  imaginaire.  Si,  au  contraire,  le  premier  dia- 
mètre est  imaginaire,  le  plan  diamétral  conjugué  coupe  la  sur- 
face suivant  une  ellipse  réelle,  dans  laquelle  deux  diamètres 
conjugués  sont  réels.  L’équation  de  la  surface,  rapportée  à 
ces  diamètres  conjugués,  prend  la  forme 

x”  y'*  z" 

a7'  + Tr~~&'  = ]- 

L’hyperboloïde  conjugué  admettant  le  même  diamètre  pour 
la  même  série  de  plans  sécants,  les  deux  surfaces  ont  les  mêmes 
systèmes  de  diamètres  conjugués;  seulement  un  diamètre, 
réel  dans  l’une,  esi  imaginaire  dans  l’autre,  de  sorte  que,  dans 
l’hyperboloïde  à deux  nappes,  de  trots  diamètres  conjugués, 
deux  sont  toujours  imaginaires,  et  un  réel. 

Pour  foi  mer  un  système  de  diamètres  conjugués,  nous 
avons  pris  l’un  d’eux  arbitrairement;  il  faut  toutefois  quê  cette 
droite  n’appartienne  pas  au  cône  asymptote. 

BR.  50 
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515 — Il  nous  est  facile  maintenant  de  compléter  l'étude 
des  sections  planes  des  hyperboloïdes.  Imaginons  la  surface 
rapportée  à un  système  de  plans  diamétraux  conjugués  dont 
l'un  soit  parallèle  au  plan  sécant;  l’équation  prendra  la  forme 


— 4-1- 
a!'  6” 


= ±1. 


a'  ' V'  d* 

Considérons  d’abord  l’hyperboloïde  à une  uappe.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  DOE,  la  section  est  une  ellipse 
x'  y 1 

a '•  Ti"“  Tc"' 


toujours  réelle,  dont  le  centre  est  sur  le  diamètre  imaginaire 
OF,  et  qui  augmente  indéfiniment  à mesure  que  le  plan  sécant 
s’éloigne  du  plan  diamétral,  d’un  côté  ou  de  l’autre.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  EOF,  la  section  est  une  hyperbole 


dont  le  centre  est  situé  sur  le  diamètre  réel  01),  et  dont  les  asymp- 
totes sont  parallèles  à celles  de  l’hyperbole  déterminée  par  le 
plan  diamétral  x=0;  cette  hyperbole  admet  aussi  deux  dia- 
mètres conjugués  respectivement  parallèles  à OE  et  à OF.  Quand 
x varie  de  0 à a1,  le  diamètre  réel  est  parallèle  à OE,  et  dimi- 
nue de  b‘  à 0;  pour  x=a',  l’hyperbole  se  réduità  deux  droites 
passant  au  point  D,  et  le  plan  devient  tangent  à la  surface  au 
point  D;  quand  x croît  ensuite  à partir  de  d,  le  diamètre  réel 
est  au  contraire  parallèle  à OF  et  augmente  de  zéro  à l’infini  ; 
l’hyperbole  a changé  de  disposition;  d'abord  située  dans  les 
angles  des  asymptotes  qui  comprennent  le  diamètre  OE,  elle 
a passé  dans  les  angles  supplémentaires.  La  transition  s’opère 
par  le  système  de  deux  droites. 


516— Considérons  mainlenant  l’hyperboloïde  à deux 
nappes.  Les  sections  parallèles  au  plan  DOE  sont  des  ellipses 


dont  les  centres  sont  situés  sur  le  diamètre  réel  OF  ; quand  z 
varie  de  0 à d,  l’ellipse  est  imaginaire;  pour  z=d,  elle  se 
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réduit  à un  point  ; quand  s croît  à partir  de  c',  l’ellipse  devient 
réelle  et  augmente  indéfiniment.  Les  sections  parallèles  au 
plan  EOF  sont  des  hyperboles 

JT  fl 

b”  c'1  ~ 1 a 

dont  le  diamètre  réel  est  toujours  parallèle  à OF  et  augmente 
indéfiniment.  L’hyperbole  a toujours  la  même  disposition. 

51 T — Nous  n’avons  parlé  jusqu’à  présent  que  des  sections 
elliptiques  ou  hyperboliques.  La  transformation  précédente  ne 
peut  plus  être  effectuée,  lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à 
un  plan  tangent  au  cône  asymptote;  dans  ce  cas,  la  section  est 
une  parabole,  égale  à celle  que  détermine  le  plan  sécant  sur 
le  cône  asymptote,  et  il  est  évident,  d’après  la  similitude,  que  le 
paramètre  de  la  parabole  tracée  sur  le  cône  par  le  plan  sécant 
augmente  proportionnellement  à la  distance  du  plan  sécant 
au  centre. 

Pour  étudier  la  position  de  la  courbe,  nous  nous  servirons 
d’une  autre  forme  extrêmement  simple,  sous  laquelle  on  peut 
mettre  l’équation  de  l’hyperboloïde.  Prenons  pour  axe  des  y et 
des  s deux  arôles  quelconques  du  cône  asymptote  et  pour  axe 
des  x le  diamètre  conjugué  du  plan  YOZ,  l’équation  des  hyper- 
boloïdes  se  réduira  à la  forme 

A!a;*  + Bys=±t. 

Car  elle  ne  doit  pas  contenir  de 
terme  du  premier  degré , et 
lorsqu’on  y fait  #.=0,  on  a 
une  hyperbole  rapportée  à ses 
asymptotes.  On  peut  toujours 
supposer  que  les  deux  constantes 
A et  B sont  positives.  La  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à uue 
ou  à deux  nappes  suivant  que  le 
second  membre  est  positif  ou 
négatif;  car  le  plan  3=0  coupe  la 
surface  dans  le  premier  cas  et  ne 
la  rencontre  pas  dans  le  second  cas.  Les  sections  des  deux  sur- 
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faces  par  le  plan  YOZ  sont  des  hyperboles  conjuguées.  Le  cône 
asymptote  a pour  équation 

kx * -f  Bÿï  = 0. 

Les  plans  XOY  et  XOZ  sont  tangents  à ce  cône  suivant  les 
arêtes  OY  et  OZ.  Si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à une 
nappe,  elle  est  coupée  par  le  plan  z:=0  suivant  deux  droites  AB, 
A' B'  parallèles  à OY (fig.  257)  ; tout  plan  parallèle  z—f  coupe  la 
surface  suivant  une  parabole  Ax’+Byy  = 1,  qui  a pour  dia- 
mètre la  trace  CD  du  plan  sécant  sur  le  plan  YOZ.  L’extré- 
mité  C de  ce  diamètre  appartient  à l’hyperbole  GH,  G'H',  sui- 
vant laquelle  le  plan  YOZ  coupe  la  surface.  La  direction  du 

diamètre  change  avec  le 
signe  de  y.  Les  sections  faites 
dans  l’hyperboloïde  à une 
nappe  par  les  plans  s=±y 
ont  la  disposition  indiquée 
sur  la  ligure  257.  Quand  les 
deux  plans  sécants  se  rappro- 
chent du  plan  XOY,  les  points 
C et  C'  s’éloignent  indéfini- 
ment sur  les  branches  d'hy- 
perbole CG,  C'G',  et  les  deux  paraboles  tendent  vers  le  système 
des  deux  droites  parallèles  AB,  A'B'. 

Si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à deux  nappes,  le  plan 
z=0  ne  rencontre  pas  la  surface,  et  les  deux  paraboles  don- 
nées par  les  plans  i=±y  ont  la  disposition  indiquée  par  la 
figure  258.  Quand  y tend  vers  zéro,  les  deux  paraboles  s’éloi- 
gnent à l’infini. 


SECTIONS  CIRCULAIRES. 

518 — Considérons  d’abord  l’hvperboloïde  à une  nappe. 
D’après  les  raisonnements  qui  ont  été  faits  sur  l’ellipsoïde,  on 
reconnaît  qu’un  plan  diamétral,  qui  coupe  l’hyperboloïde  sui- 
vant un  cercle,  doit  passer  par  l’un  des  axes  de  la  surface;  or 
tout  plan  mené  par  l’axe  imaginaire  OZ  coupe  la  surface  sui- 
vant une  hyperbole;  le  plan  passera  donc  par  l’undesaxes  réels. 
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Lorsqu’un  plan  BOD,  mené  par  l’axe  OB,  coupe  la  surface  sui- 
vant une  ellipse,  l’un  des  axes  de  l’ellipse  est  OB,  l’autre  la  trace 
OU  du  plan  sécant  sur  le  plan  XOZ; 
mais  la  longueur  de  OU  est  plus 
grande  que  OA  ; pour  que  OU  soit 
égal  à OB,  il  est  nécessaire  que  OB 
soit  plus  grand  que  OA.  Ainsi,  le 
plan  sécant  passera  par  le  plus  grand 
axe  de  l’ellipse  de  gorge.  Du  point 
O comme  centre,  avec  OB  pour 
rayon,  décrivons  dans  le  plan  XOZ 
un  cercle  qui  coupe  l'hyperbole  en 
deux  points  D,  iy  ; les  deux  plans 
BOD,  BOD/  couperont  l’hyperboloïde  suivant  des  cercles. 

Deux  séries  de  plans  parallèles  à ces  deux  plans  couperont 
suivant  des  cercles  l'hyperboloïde  proposé,  le  cône  asymptote 
et  l’hyperboloïde  conjugué.  Lorsque  la  surface  est  de  révolu- 
tion, les  deux  séries  de  sections  circulaires  se  confondent  et 
deviennent  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation. 

SECTIONS  ANTIl'ARALLÉLES  DU  CÔNE  CIRCULAIRE  OBLIQUE. 

519 — Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  cône  du  second 
degré  peut  être  considéré  comme  un  cône  droit  ou  oblique  à 
base  circulaire.  Lorsque  le  cône  est  oblique,  il  existe  une 
seconde  série  de  sections  circu- 
laires qu'il  est  facile  de  trouver  géo- 
métriquement. Soit  S le  sommet 
d’un  cône  oblique  ayant  pour  base 
le  cercle  AB  ; par  la  d roite  SO  qui  va 
du  sommet  au  centre  O de  la  base, 
menons  un  plan  ASB  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  base;  tout  plan 
parallèle  à la  base  coupant  le  cône 
suivant  un  cercle  qui  a pour  diamètre  la  trace  du  plan  sécant 
sur  le  plan  ASB,  il  en  résulte  que  ce  plan  ASB  divise  le  cône 
en  deux  parties  symétriques;  c’est  donc  un  plan  principal  et 


Fig.  259. 
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l’ensemble  des  deux  droites  SA  et  SB  est  la  section  principale 
correspondante.  La  bissectrice  de  l’angle  ASB  est  Taxe  inté- 
rieur du  cône,  la  bissectrice  de  l’angle  supplémentaire  est  un 
second  axe,  une  perpendiculaire  menée  par  le  sommet  S au 
plan  principal  ASB  est  le  troisième  axe.  On  connaît  ainsi  les 
trois  axes  et  les  trois  plans  principaux  du  cône.  Dans  le  plan 
principal  ASB  menons  la  ligne  B' A'  antiparallèle  à AB,  c’est- 
à-dire  telle  que  l’angle  SA'B'  soit  égal  à SAB  ; puis,  par  la  droite 
A'B',  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  principal 
ASB;  la  section  du  cône  par  ce  plan  sera  un  cercle  B’HA'.  En 
effet,  par  un  point  quelconque  H de  la  courbe  B'HA'  menons 
un  plan  parallèle  à la  base;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle,  et  le  plan  B'HA' suivant  une  ligne  HI  perpendiculaire 
à la  section  principale.  Dans  le  cercle  DDE  on  a 

HÎ^DIXIE. 

D’autre  part,  les  triangles  semblables  DIB',  El  A'  donnent 
DlXlE=B'IxIA'; 

donc 

ÎÏÏ’=B'IXIA', 

et  par  conséquent  le  point  H est  un  point  du  cercle  décrit  sur 
B' A'  comme  diamètre.  Les  sections  parallèles  à B'HA'  sonl 
dites  antiparallèles  à la  base . 

GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  DE  l’HYPERBOLOÏDE  A CNE  NAPPE. 

5*0 — Nous  avons  vu  (nn  410),  que  lorsqu’une  droite  a plus 
de  deux  points  situés  sur  une  surface  du  second  ordre,  elle  est 
tout  entière  située  sur  la  surface.  D'après  cela,  on  comprend 
qu’il  est  impossible  de  placer  sur  un  ellipsoïde  une  portion  de 
droite,  si  petite  qu’elle  soit.  Car,  si  cetle  portion  de  droite  avait 
seulement  trois  points  communs  avec  la  surface,  la  droite  in- 
définie serait  située  tout  entière  sur  la  surface,  et  il  est  évident 
qu'une  droite  indéfinie  ne  peut  appartenir  à une  surface  limi- 
tée comme  l'ellipsoïde.  Il  est  impossible  aussi  de  placer  une 
droite  sur  l’byperboloïde  à deux  nappes;  nous  remarquons  d’a- 
bord que  cette  droite  ne  peut  être  parallèle  au  plan  de  l’ellipse 
de  gorge,  puisque  toutes  les  sections  parallèles  à ce  plan  sont 
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des  ellipses.  La  droile  irait  donc  d’une  nappe  à l’autre , et  il  y 
aurait  une  portion  intermédiaire  qui  n’appartiendrait  pas  à la 
surface.  La  même  impossibilité  n’existe  pas  pour  i’hyperbo- 
loïde  à une  nappe.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  étudiant  les 
sections  planes  (n°  513),  que,  lorsque  le  plan  sécant,  mené  par 
un  point  de  la  surface,  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué 
du  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  la  section  se  réduit  à deux 
droites;  il  en  résulte  que,  par  tout  point  de  la  surface  passent 
deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface.  Nous  allons 
étudier  les  propriétés  des  droites  situées  sur  l’hvperboloïde 
à une  nappe;  mais  nous  reprendrons  d'abord  la  démonstration 
du  théorème  fondamental. 


521 — Soit  M un  point  quelconque  de  la  surface;  prenons 
pour  axe  des  x le  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  et  pour  axes 
des  y et  des  ; deux  diamètres  conjugués  de  la  section  diamé- 
trale correspondante  ; l’équatiou  de  l’hyperboloïde  prendra  la 
forme 


--L.il  —11—1 

an  6”  c'1  ~~  * 

En  coupant  la  surface  par  le  plan  x—a',  on  a deux  droites 

if  _ 3* 

~ 


Ainsi,  par  tout  point  M de  la  surface  passent  deux  droites 
situées  sur  la  surface. 


522 — Dans  le  même  système  de  coordonnées , le  cône 

asymptote  a pour  équation 

x 1 i/’  z’1 

— j-  — —0  ■ 

a' * b>'  c'  ' 

si  l’on  coupe  le  cône  par  le  plan  ir=0,  on  a les  deux  arêtes 
b"  & 1 

Elles  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites  détermi- 
nées par  le  plan  x=a'  sur  la  surface  de  l’hyperboloïde.  Ainsi, 
les  droites  situées  sur  l'hi/perboloïde  sont  respectivement  paral- 
lèles aux  arêtes  du  cône  as/pnptote. 
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Si  l’on  coupe  la  surface  par  le  plan  x=—  a',  on  a deux 
droites  parallèles  aux  précédentes;  ainsi  les  droites  qui  passent 
par  deux  points  M et  M',  symétriques  par  rapport  au  centre, 
sont  respectivement  parallèles  entre  elles,  et  aux  mêmes  arêtes 
du  cône  asymptote. 

523 —  Remarque.  Nous  avons  déjà  fait  observer  (n°474)  que 
les  tangentes  à toutes  les  courbes  tracées  par  un  même  point  sur 
une  surface  du  second  degré  sont  situées  dans  le  même  plan  ; 
il  n’y  a d’exception  que  pour  le  sommet  du  cône.  Par  le  point 
M passent  deux  droites  situées  sur  la  surface;  le  plan  de  ces 
deux  droites  est  le  plan  tangent,  il  en  résulte  que  par  le  point 
M il  ne  passe  pas  une  troisième  droite  située  sur  la  surface; 
car,  s’il  y en  avait  une  troisième,  elle  serait  aussi  contenue 
dans  le  plan  tangent  x—a  ; or,  ce  plan  ne  coupe  la  surface 
que  suivant  deux  droites. 

Nous  ferons  remarquer  aussi  que  la  surface  est  coupée  par 
le  plan  tangent;  une  partie  est  située  d’un  côté  de  ce  plan, 
l’autre  partie  de  l’autre  côté. 

524 —  Nous  allons  faire  voir  que  les  droites  situées  sur 
l’hyperboloïde  peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont 
chacune  constitue  toute  la  surface.  On  opère  commodément 
cette  distinction,  et  l’on  se  rend  bien  compte  de  la  position  des 
droites,  à l’aide  de  l’ellipse  de  gorge. 

Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites,  il 
est  clair  que,  par  tout  point  D de  l’ellipse  de  gorge,  passent 
deux  droites  DG,  DH  situées  sur  la  surface  (fig.  261). 

Si,  conservant  pour  axe  des  s l’axe  imaginaire  de  la  sur- 
face, on  prend  pour  axe  des  x le  diamètre  OD  de  l’ellipse  de 
gorge,  et  pour  axe  des  y le  diamètre  conjugué  OE,  l’hyperbo- 
loïde  a pour  équation 


Le  plan  x=a',  mené  par  le  point  D parallèlement  au  plan 
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ZOE,  a pour  trace,  sur  le  plan  de 
l’ellipse  de  gorge,  la  tangente  ST  à 
cette  ellipse  ; ce  plan  coupe  l’hyper- 
boloïde  suivant  deux  droites 


i 


JL 

b '*  c 

qui  se  projettent  sur  le  plan  de  l’el- 
Fîc-S6t.  lipse  de  gorge  suivant  la  tangente 

ST.  Ainsi,  toute  tangente  à l’ellipse  de  gorge  est  la  projection 
de  deux  droites  situées  sur  iht/perboloïde. 

Le  cône  asymptote  a pour  équation 
x * , y'  x' 

a'*  + b"1  c ' 

il  est  coupé  par  le  plan  x=0  suivant  deux  droites  OG,,  OH, , 
qui  ont  pour  équation 


ïl 

6'* 


et  qui  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites  DG, 
D1I  situées  sur  l’hyperboloïde.  Les  deux  axes  des  coordonnées 
OEetOZ  étant  rectangulaires,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
les  deux  droites  DG,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  de 
l’ellipse  de  gorge,  ou  avec  la  parallèle  à l’axe  OZ  menée  par  le 
point  D ; si  l’on  appelle  y ce  dernier  angle,  on  a 

long  y =-• 


525— Imaginons  maintenant  que  le  point  D parcoure  l’el- 
lipse de  gorge  dans  le  sens  AB  ; toutes  les  droites,  dont  les  par- 
ties supérieures  au  pian  de  l’ellipse  de  gorge  font  avec  les 
tangentes  prises  dans  le  sens  du  mouvement  des  angles  aigus, 
formeront  un  premier  système;  toutes  celles,  dont  les  parties 
supérieures  font  avec  cette  môme  tangente  des  angles  obtus, 
formeront  un  second  système.  Ainsi,  la  droite  DG  appar- 
tient au  premier  système,  la  droite  DH  au  second.  11  est  clair 
que  ces  deux  systèmes,  tels  que  nous  venons  de  les  définir, 
comprennent  toutes  les  droites  situées  sur  la  surface;  nous 
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remarquons  d’abord  qu’une  droite  quelconque  située  sur  la 
surface  n’est  pas  parallèle  au  plan  de  l’ellipse  de  gorge,  puis- 
que les  sections  parallèles  à ce  plan  sont  des  ellipses  ; cette 
droite  percera  donc  le  plan  en  un  point  D de  l'ellipse;  or,  par 
le  point  D,  passent  seulement  deux  droites  DG,  DH,  apparte- 
nant, l’une  au  premier  système,  l’autre  au  second  ; la  droite 
considérée  coïncidera  donc  avec  l’une  de  ces  deux  droites. 

Si,  en  même  temps  que  le  point  D se  meut  sur  l’ellipse, 

b' 

l’angle  y varie  d’après  la  formule  tang-t  = -,  la  droite  DG 

coïncidera  successivement  avec  toutes  les  droites  du  premier 
système,  la  droite  DH  avec  toutes  celles  du  second  système.  Il 
est  visible  que  chacune  d'elles  engendre  la  surface  entière  de 
l’hyperboloïde.  Ainsi  l’hyperboloïde  à une  nappe  est  une  sur- 
face réglée,  qui  peut  être  engendrée  de  deux  manières  par  le 
mouvement  d’une  ligne  droite.  Voilà  pourquoi  les  droites  de 
chaque  système  ont  été  appelées  les  génératrices  rectilignes 
de  l’hvperboloïdc. 

H est  bon  de  se  rendre  compte  de  la  variation  de  l’angle  y. 
Cet  angle  acquiert  sa  valeur  minimum  quand  la  droite  passe 
par  l'un  des  sommets  A du  grand  axe  de  l’ellipse  de  gorge,  et 
sa  valeur  maximum,  quand  elle  passe  par  l’un  des  sommets 
lt  du  petit  axe.  Le  point  D allant  de  A en  B,  l'angle  y croît  de 
sa  valeur  minimum  à sa  valeur  maximum;  cet  angle  décroît 
ensuite  pour  croître  de  nouveau,  etc.  Lorsque  a=b,  c’est-à- 
dire  lorsque  l’ellipse  de  gorge  devient  un  cercle,  l’angle  y est 
constant,  et  la  surface  est  engendrée  par  chacune  des  deux 
droites  I)G,  DH  tournant  autour  de  l'axe  OZ  et  liée  invariable- 
ment à cet  axe;  c’est  l’hyperboloïde  de  révolution  à une  nappe 
que  nous  avons  déjà  considéré  comme  exemple  des  surfaces 
de  révolution  (n°454). 

520— Chacune  des  droites  mobiles  engendrant  la  surface 
entière,  il  est  clair  que  les  deux  droites  qui  passent  par  un 
point  quelconque  de  la  surface  appartiennent , l'une  au  pre- 
mier système  de  génératrices , l'autre  au  second  système.  On 


J 
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le  reconnaît  d'ailleurs  d’une  manière 
très-nette  en  construisant  ces  deux 
droites  à l’aide  de  l’ellipse  de  gorge. 
Soit  M un  point  de  la  surface,  que 
nous  supposerons  situé  au-dessus  du 
plan  de  l’ellipse  de  gorge  ; ce  point 
se  projette  sur  ce  plan  en  un  point 
m extérieur  à l’ellipse;  par  le  point 
m menons  des  tangentes  mD,  mE  à 
l’ellipse  ; par  le  point  de  contact  D de 
la  première  tangente,  menons  la  droite 
l)G  du  premier  système,  et  par  le  point 
de  contact  E de  la  seconde  tangente  la 
nu.  ïf».  droite  EL  du  second  système.  Les  plans 

projetants  GDm,  LEm  de  ces  deux  droites  se  coupent  suivant 
une  droite  MM'  perpendiculaire  au  plau  de  l’ellipse  de  gorge; 
cette  perpendiculaire  élevée  par  le  point  m perce  la  surface 
en  deux  points;  l’un  est  le  point  M situé  au-dessus  du  plan  de 
l’ellipse,  l’autre  est  le  point  symétrique  M'  situé  au-dessous. 
La  droite  DG,  faisant  avec  Dm  un  angle  aigu,  rencontre  la 
partie  supérieure  mM  de  la  droite  MM',  et  elle  passe  au  point 
M,  puisque  cette  partie  su|>érieure  ne  rencontre  la  surface 
qu’en  un  point.  De  même  la  droite  EL,  faisant  avec  le  pro- 
longement de  mE  un  angle  obtus,  ou  avec  Em  un  angle  aigu, 
rencontre  la  partie  supérieure  mM  de  la  même  droite  au 
même  point  M.  Ainsi  par  le  point  M passent  les  deux  droites 
MD,  ME,  qui  appartiennent,  l’une  au  premier  système,  l’autre 
au  second. 


&2T— Nous  avons  vu  que  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  se  projettent  sur  le  plan  de  l’ellipse  de  gorge  suivant 
des  tangentes  à cette  ellipse.  La  même  propriété  a lieu  par 
rapport  à chacun  des  plans  principaux. 

Considérons  le  plau  principal  COAmené  par  l’axe  imaginaire 
OC  et  le  grand  axe  OA  de  l’ellipse  de  gorge  (fig.  263)  ; on  dé- 
montrera comme  précédemment  que  la  tangente  MD,  au  point 
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M à l’hyperbole  principale  est  la  pro- 
jection de  deux  droites  MD,  MIV 
situées  sur  la  surface. 

Quand  le  point  M s'éloigne  à l’in- 
fini sur  l’hyperbole,  la  tangente 
D|M  tend  vers  l’asymptote  OH,; 
celle  asymptote  est  la  projection 
des  deux  droites  BII,  BH',  qui  pas- 
sent pur  les  sommets  du  petit  axe  de 
l’ellipse  de  gorge.  L’autre  asymp- 
tote OG,  est  la  projection  des  droites 
BG,  B G' , qui  passent  par  ces  mêmes 


5*8— Les  génératrices  rectilignes  de  l’hyperboloïde  jouis- 
sent de  quelques  autres  propriétés  remarquables  que  nous 
allons  démontrer.  Soient  DG,  EL  deux  génératrices  de  sys- 
tèmes différents;  ces  droites  se  projettent  sur  le  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  suivant  des  tangentes  Dm,  Em  à cette  ellipse; 
h (.  y.  Jj  i/i.  en  général  les  deux  tangentes  se 

/M  coupent  en  un  point  met  les  deux 
\ / - ... plans  projetants  suivant  une  droite 

MM'  perpendiculaire  au  plan  de 
l’ellipse.  Comme  nous  l’avons  ex- 
pliqué plus  haut,  les  deux  droites 
DG,  EL,  appartenant  à des  systèmes 
différents,  rencontrent  la  perpen- 
diculaire MM'  d’un  même  côté  du 


‘jM.  I)lan  de  l’ellipse  de  gorge  et  par 
conséquent  se  coupent  au  point  M, 
F.is  ïfi4-  où  cette  perpendiculaire  perce  la 

surface.  Ains.  en  general  deux  génératrices  de  systèmes  diffé- 
rents se  rencontrent. 


Il  peut  arriver  que  les  projections  des  deux  droites  soient 
parallèles;  ceci  a lieu,  quand  les  deux  droites,  telles  que  DG  et 
D'H , passent  par  deux  points  D et  IV  diamétralement  opposés 
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de  l’ellipse  de  gorge.  Dans  ce  cas,  les  deux  plans  projetants 
sont  parallèles  ; un  plan  parallèle  mené  par  le  centre  cou- 
pera le  cône  suivant  deux  arêtes  0G„  OH,;  il  est  clair  que  les 
deux  génératrices  DG,  D'H'  sont  parallèles  à la  même  arête 

OG,  du  cône  asymptote,  et,  par  conséquent,  sont  parallèles 
entre  elles.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  génératrices 
de  systèmes  différents  se  rencontrent  ou  sont  parallèles,  c’est*à- 
dir  sont  toujours  dans  un  mime  plan. 

589 — Considérons  maintenant  deux  génératrices  DG,  EK 
du  même  système.  Les  plans  projetants  de  ces  deux  droites 
se  coupent  suivant  la  droite  MM'  perpendiculaire  au  plan  de 
l’ellipse  de  gorge.  La  droite  DG,  faisant  avec  sa  projection  Dm 
un  angle  aigu,  rencontre  la  droite  MM'  au-dessus  du  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  ; la  droite  EK,  faisant  avec  le  prolongement 
de  mE  un  angle  aigu,  rencontre  cette  même  droite  au-dessous 
du  plan;  le  plan  DMM'  qui  contient  la  première  droite  DG  et 
un  point  M'  de  la  seconde , ne  contient  pas  cette  seconde 
droite;  ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  soient  parallèles  ; soient 
les  deux  droites  DG,  D'G'  du  même  système,  passant  par  deux 
points  diamétralement  opposés  de  l’ellipse  de  gorge;  ces  deux 
droites  sont  parallèles  respectivement  aux  deux  arêtes  OG,, 

OH,  du  cône  asymptote  ; le  plan  CDD',  qui  contient  la  première 
et  un  point  iy  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde 
droite;  ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  du  même  système  ne 
sont  jamais  dans  un  même  plan. 

530— Chaque  arête  OÇ,  du  cône  asymptote  est  parallèle 
à deux  génératrices  DG,  D'H'  de  systèmes  différents  ; on  les 
obtiendrait  de  cette  manière  : soit  OF  la  trace  sur  le  plan  de 
l’ellipse  de  gorge  du  plan  ZOG,  ; menons  le  diamètre  DIE  con- 
jugué de  OF;  les  tangentes  en  D et  iy  étant  parallèles  à OF, 
les  plans  tangents  GDH,  G'iyH'  en  ces  points  sont  parallèles  au 
plan  ZOG,  qui  coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes  0G„  OH,;  les 
deux  génératrices  DG,  D'H'  de  systèmes  différents  sont  paral- 
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lèlcs  à OG,;  les  deux  autres  génératrices  1)H,  D'G'  sont  paral- 
lèles à OH,.  11  est  impossible  qu'une  troisième  génératrice  de 
l’hyperboloïde  soit  parallèle  à l'arête  OG,;  car  si  trois  généra- 
trices de  l’byperboloïde  étaient  parallèles  à une  même  arête 
du  cône,  deux  appartiendraient  au  même  système  et  seraient 
parallèles  entre  elles,  ce  qui  ne  peut  pas  être- 

Le  plan  des  deux  génératrices  parallèles  DG,  D'H'  est  tan- 
gent au  cône  asymptote  suivant  l’arête  OG,.  Car  ce  plan  con- 
tient la  droite  OG, , et  il  ne  peut  couper  le  cône  suivant  une 
autre  droite,  puisque  la  section  est  du  genre  parabole. 

Remarquons  encore  que  trois  génératrices  du  même  sys- 
tème ne  peuvent  être  parallèles  à un  même  plan;  car,  en 
menant  par  le  cenlre  des  parallèles  à ces  génératrices,  on 
aurait  trois  arêtes  différentes  du  cône  asymptote  situées  dans 
le  même  plan,  ce  qui  est  impossible. 

531 — Ce  qui  précède  nous  permet  de  distinguer  les  deux 
systèmes  de  génératrices  par  un  autre  procédé.  Soit  DI1  une 
droite  quelconque  située  sur  la  surface,  toutes  les  droites 
telles  que  DG,  EK, ....  qui  rencontrent  cette  droite  fixe,  avec 
une  droite  D'G'  qui  lui  est  parallèle,  constituent  l’un  des 
systèmes,  par  exemple,  le  premier  système.  Toutes  les  autres 
constituent  le  second  système. 

538— Nous  savons  qu'il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d’une  ligne  droite.  Prenons  comme  directrices 
trois  droites  fix^  s A, B,  C appartenant  au  second  système,  et  sup- 
posons qu’une  droite  mobile  glisse  sur  ces  trois  directrices; 
si,  par  un  point  quelconque  M de  la  droite  A et  chacune  des 
droites  B etC,  on  fait  passer  un  plan,  l’intersection  de  ces  deux 
plans  déterminera  la  position  du  la  droite  mobile  qui  passe 
en  ce  point;  la  droite  mobile  coïncidant  ainsi  successivement 
avec  toutes  les  droites  du  premier  système,  engendrera  l’hy- 
perboloïde  à une  nappe.  De  même,  une  droite  mobile,  glissant 
sur  trois  droites  fixes,  appartenant  au  premier  système,  en- 
gendrera l’hyperboloïde.  11  résulte  de  là  que  l’on  peut  engen- 
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drer  un  Iiyperboloïde  à une  nappe,  en  faisant  glisser  une 
droite  mobile  sur  trois  droites  fixes. 


533— Nous  allons  faire  voir,  que,  réciproquement  une 
droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  quelconques, 
non  parallèles  à un  même  plan  , engendre  un  byperboloïde. 
Soient  AB,  CD,  EF  les  trois  directrices  données.  Si  par  chacune 
d’elles  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à l’une  des  deux  autres, 
on  a six  plans  qui  forment  un  parallélipipède;  prenons  pour  ori- 
gine le  centre  du  parallélipipède  et  pour  axes  des  coordonnées 
des  parallèles  aux  arêtes,  dont  nous  désignerons  les  longueurs 
par  2 a,  2b,  2c.  Les  équations  des  trois  directrices  sont,  pour 
la  disposition  adoptée  dans  la  figure  265, 


AB 


x=—a, 

y=i>, 


Représentons  les  équa- 
tions de  la  génératrice 
mobile  MP  par 

(t)  <r=ms+ p,  y=nz+q. 

Pour  que  cette  droite 
rencontre  les  trois  direc- 
trices, il  faut  que  les 
quatre  paramètres  va- 
riables m,  n,  p,  q véri- 
fient les  trois  équations 
de  condition 


Ip=a  + mc , 

9=_6_nc> 

î±L+tzl  = 0 

m n 

Si  l’on  remplace  p et  g par  leurs  valeurs  tirées  des  deux  pre- 
mières équations  de  condition,  les  deux  équations  des  généra- 
trices deviennent 


(3)  x—  a = m {ï-f  c),  y+b  = n (z  — c) , 
et  la  troisième  équation  de  condition  se  réduit  à 
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W^+4+c  = °. 

m » 

On  obtient  l’équation  du  lieu  en  éliminant  m et  n entre  les 
équations  (3)  et  (A),  ce  qui  donne 

(5)  ayz+hzx+cxy-\-abc=0. 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  degré  ayant  un  centre 
unique  ; ce  n’est  pas  un  cône,  puisqu’elle  ne  passe  pas  par  le 
centre;  c’est  donc  un  hyperboloïde  à une  nappe. 

Les  trois  directrices  appartenant  à la  surface,  les  trois  axes 
des  coordonnées  sont  des  arêtes  du  cône  asymptote  ; on  peut 
remarquer  que  les  trois  arêtes  AC,  DE,  BF  qui,  dans  le  paral- 
lélipipède,  sont  parallèles  et  opposées  aux  directrices,  appar- 
tiennent aussi  à la  surface;  par  exemple,  la  droite  AC,  qui  ren- 
contre les  deux  directrices  AB  et  CD,  et  qui  est  parallèle  à EF, 
est  une  position  particulière  de  la  génératrice,  et,  par  consé- 
quent, appartient  à la  surface.  Il  résulte  de  là  que  les  faces 
parallèles  ABF,  CDE  du  parallélipipède  sont  tangentes  à la 
surface  aux  points  B et  D,  et  de  même  les  autres.  Les  trois 
directrices  et  les  trois  arêtes  opposées  forment  un  hexagone 
gauche  situé  sur  la  surface. 

534 — Étant  donné  un  hyperboloïde  aune  nappe,  soient  AB 
et  CD  deux  droites  quelconques  du  même  système  (fig.  263);  A 
un  point  üxe  pris  à volonté  sur  la  première  droite,  C le  point  cor- 
respondant de  la  seconde,  c’est-à-dire  le  point  où  cette  seconde 
droite  est  rencontrée  par  la  génératrice  mobile  de  l’autre  sys- 
tème, quand  elle  passe  par  le  point  A.  A l'aide  de  la  droite  EF 
du  premier  système  qui  est  parallèle  à AC,  on  peut  former  le 
parallélipipède  considéré  précédemment.  La  génératrice  mo- 
bile, dans  une  quelconque  de  ses  positions , rencontre  les 
deux  droites  fixes  en  M et  N;  elle  a décrit  sur  ces  deux  droites, 
à partir  de  sa  position  initiale  AC,  des  longueurs  AM  et  CN  que 
nous  désignerons  par  « et  p,  en  les  affectant  du  signe  +,  quand 
elles  sont  portées  dans  les  directions  AB  ou  CD,  et  du  signe 
— , quand  elles  sont  portées  dans  les  directions  contraires.  Si 
l’on  projette  la  droite  MNP  sur  le  plan  ABF,  parallèlement  à la 
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droite  EF,  la  longueur  CN  se  projettera  en  vraie  grandeur  sui- 
vant AN'.  En  prenant  pour  axes  des  coordonnées,  les  droites 
AB  et  AD'  et  en  écrivant  que  la  droite  mobile  MN'  tourne  au- 
tour du  point  fixe  F,  on  a la  relation 


Réciproquement,  lorsqu’une  droite  mobile  MN  décrit  sur 
deux  droites  fixes  AB,  CD,  à partir  d’une  position  initiale, 
des  longueurs  qui  vérifient  la  relation  (6),  cette  droite  en- 
gendre un  hyperboloïde  à une  nappe.  En  effet,  soit  AC  la 
position  initiale  de  la  génératrice;  par  le  point  A,  menons  une 
parallèle  AD'  à la  droite  CD,  formons  le  parallélogramme 
AD'FR,  dont  les  côtés  AB  et  AD'  sont  égaux  à 2a  et  à 26,  et 
par  le  point  F,  menons  une  parallèle  FE  à la  droite  AC  ; si 
l’on  prend  AB  et  AIV  pour  axes  des  coordonnées  dans  le  plan 
du  parallélogramme,  l’équation  (6)  signifie  que  la  droite  MN', 
projection  de  la  droite  MN  sur  le  plan  du  parallélogramme, 
parallèlement  à AC,  passe  constamment  par  le  point  F ; donc 
la  droite  MN  rencontre  la  droite  EF.  Celte  droite,  glissant  sur 
trois  droites  fixes  AB,  CD,  EF,  engendre  un  hyperboloïde  à 
une  nappe. 


53 5 — Nous  avons  dit  que  l’hyperboloïde  à une  nappe  ad- 
met deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes.  Il  est  facile  de 
déduire  de  l’équation  de  la  surface  celles  de  ces  deux  systèmes 
de  droites.  Reprenons  l’équation  de  l’hyperboloïde  rapporté 
à ses  axes, 


x*  . y ’ 
^ + y* 


et  écrivons  cette  équation  sous  la  forme 


chacun  des  membres,  étant  la  différence  de  deux  carrés,  peut 
être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré,  et  l’équation 
devient 

br.  ’ 3t 
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<«G-ï)(NM-ï)(‘+î> 

Considérons  les  deux  équations  du  premier  degré 


dans  lesquelles  le  paramètre  X est  arbitraire.  Pour  chaque  va- 
leur de  X,  ces  équations  représentent  une  droite.  Or,  si  l'on 
multiplie  ces  deux  équations  membre  à membre,  on  retrouve 
l'équation  (1)  ; il  en  résulte  que  les  équations  (X)  représentent 
un  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 

Si  l’on  combine  autrement  les  facteurs,  on  obtient  deux 
autres  équations  du  premier  degré 


renfermant  un  paramètre  arbitraire  fx,  et  qui  représentent  un 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 

On  peut  attribuer  aux  paramètres  X et  jx  des  valeurs  nulles 

ou  infinies.  Si  l’on  pose  X=”t>  les  équations  (t)  prennent  la 

forme 

»(K)=»(<+!> 

<?+r)="('-T> 

on  fera  dans  ces  équations  m = 0 ou  n=0. 


536 — Il  est  clair  que,  par  tout  point  de  la  surface,  passent 
deux  droites,  une  de  chaque  système.  En  effet,  soit  M un 
point  dont  les  coordonnées  •r',  y1,  z'  vérifient  l’équation  (I); 
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si  l’on  attribue  à X la  valeur  X = 


-,  de  manière  que  la 


x‘ 

première  des  équations  (X)  soit  vérifiée  par  les  coordonnées  de 
ce  point,  la  seconde  équation  le  sera  également,  puisqu’en 
divisant  membre  à membre  l’équation  (t)  par  la  première  des 
équations  (X),  on  trouve  la  suivante.  Ainsi  les  équations  (X), 
dans  lesquelles  on  attribue  au  paramètre  X une  valeur  conve- 
nable, représentent  une  droite  passant  par  le  point  M.  En 
attribuant  de  même  au  paramètre  p une  valeur  convenable, 
on  aura  une  seconde  droite  passant  par  le  ]>oint  M.  D'ail- 
leurs, ces  deux  droites  différent;  car,  pour  que  les  droites 
représentées  par  les  équations  (X)  et  (p)  fussent  les  mêmes, 
il  faudrait  que  l'un  eût 


»(*+î)=H-ï)’ 


quelle  que  soit  x,  c’est-à-dire  à la  fois 

X = i,  x = _i. 

ce  qui  est  impossible.  Il  résulte  de  là  que  les  équations  (X)  et 
et  (p)  représentent  toutes  les  droites  situées  sur  l’hypcrboloïde 
à une  nappe. 


537— Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (X) 
ont  pour  équation 


(2) 


(f-2  = x*. 

\ b c a 

j y+i=_J5; 

b ^ c X a 


l’élimination  du  paramètre  X donne  l’équation  du  cône 
asymptote 

I/1  2*  X* 

b'  c*  a1 

Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (p)  ont  pour 
équations 
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(3) 


y , * _ * . 

b c ,a  a 


y z i x 

b c (i  a 

et  l’élimination  du  paramètre  a conduit  encore  au  cône 
asymptote.  On  voit  d’ailleurs  que  les  deux  systèmes  de  paral- 
lèles coïncident  j car  si  l’on  donne  à p.  la  valeur — ^ » les 


équations  (3)  sont  les  mêmes  que  les  équations  (2).  Ainsi  les 
droites  de  l’un  et  l’autre  système  sont  respectivement  paral- 
lèles aux  arêtes  du  cône  asymptote. 


538 — Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  droites 
représentées  par  les  équations  (X)  constituent  l’un  des  systèmes 
que  nous  avons  définis  précédemment  par  des  considérations 
géométriques  à l’aide  de  l'ellipse  de  gorge,  et  que  les  droites 
représentées  par  les  équations  (a)  constituent  l’autre  système. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  toutes  les  droites  du 
premier  groupe  rencontrent  une  droite  fixe  du  second  groupe, 
excepté  une,  qui  lui  est  parallèle.  Considérons  deux  droites 
représentées  par  les  équations  (X)  et  (p),  quand  on  attribue  à 
X et  à p des  valeurs  quelconques  ; on  obtiendra  le  point  d’inter- 
section de  ces  deux  droites,  en  regardant  ces  quatre  équations 
comme  simultanées;  en  comparant  la  première  et  la  qua- 
trième, la  seconde  et  la  troisième,  on  en  déduit  les  deux 
équations 


X 

i 

X 


0+7  K(-S> 

0-SM*+ï> 


qui  se  réduisent  à une  seule  et  qui  donnent 


(JL 


Si  le  dénominateur  X -f-  n’est  pas  nul,  on  obtient  pour  x,  y,  z 
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des  valeurs  finies  et  déterminées  vérifiant  les  quatre  équa- 
tions; ainsi  les  deux  droites  se  coupent.  Si  l’on  a 

t* 

les  parallèles  (2)  et  (3)  menées  par  le  centre  à ces  deux  droites 
coïncident,  et,  par  conséquent,  les  droites  sont  parallèles. 


CHAPITRE  Y 

Des  PnraboloVdea. 

Les  surfaces  du  second  degré  dépourvues  de  centre  sont 
représentées  par  l’équation 

S'y»+S,,ï*+Pa;=0. 

Cette  seconde  classe  se  subdivise  en  deux  genres,  suivant 
que  les  coefficients  S',  S''  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires. 


PAHABOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 

539 — Considérons  le  cas  où  les  deux  racines  S'  et  S"  ont 
le  même  signe,  par  exemple  le  signe  +.  On  peut  supposer  P 

négatif.  Si  l’on  pose 


*»=-£ 


l’équation  devient 


2-4-  - =x. 


2p  2 q 
La  surface  passe  à l’ori- 
gine j les  sections  faites  par 
les  plans  principaux  YOX, 
ZOX  sont  deux  paraboles  P 
et  Q,  qui  ont  pour  axe  com- 


Coupons  la  surface  par  des  plans  perpendiculaires  à la 
droite  OX.  Pour  oj=0  , la  section  se  réduit  au  point  0;  en 
attribuant  à x des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes. 
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on  obtient  des  ellipses  homothétiques  qui  ont  leur  centre  sur 
la  droite  OX  et  qui  augmentent  indétiniment.  Les  plans  situés 
à gauche  du  plan  YOZ  ne  coupent  pas  la  surface.  Ainsi,  la  sur- 
face se  compose  d’une  nappe  indéfinie  située  tout  entière  à 
droite  du  plan  YOZ;  on  lui  a donné  le  nom  de  paraboloide 
elliptique.  La  droite  OX  est  un  a.re  de  la  surface;  le  point  0 
en  est  le  sommet. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 
sont  des  paraboles  égales  à la  parabole  P,  et  qui  ont  leurs 
sommets  sur  la  parabole  Q et  leurs  axes  parallèles  à OX.  Il  en 
résulte  que  l’on  peut  regarder  la  surface  comme  engendrée 
par  la  parabole  P qui  se  meut  parallèlement  à elle-même,  son 
sommet  décrivant  la  parabole  Q.  De  môme,  les  sections  par 
des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles 
égales  à la  parabole  Q,  et  l’on  peut  regarder  la  surface  comme 
engendrée  par  la  parabole  Q se  mouvant  parallèlement  à elle- 
même,  son  sommet  décrivant  la  parabole  P. 

540 — Les  sections  de  la  surface  par  des  plans 
' A x + B y -f  C z — f , 

non  parallèles  à l'axe,  sont  des  ellipses  ayant  pour  projections 
sur  le  plan  YOZ 

y'  . s*  By-C* 

2j>  + -2q  A 

On  voit,  en  outre,  que  les  projections  sont  des  ellipses  homothé- 
tiques entre  elles,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant 

Bî/  + C:  = / 

est  parallèle  à l’axe  du  paraboloide,  la  section,  qui  a pour  pro- 
jection sur  le  plan  XOY,; 

' (f  — B//I* . 

2p  + 2 C'q  ~ ’ 

est  une  parabole  dont  l’axe  est  parallèle  à l’axe  du  paraboloide. 
Le  paramètre  de  cette  parabole  étant  indépendant  de  /,  il  en 
résulte  que  des  plans  parallèles  entre  eux  et  parallèles  à l’axe 
coupent  la  surface  suivant  des  paraboles  égales. 
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541 —  Considérons  en  particulier  le  cas  où  p=q;  l’équa- 
tion de  la  surface  devient 

ÿ,  + :*=2px; 

les  sections  par  les  plans  perpendiculaires  à l’axe  OX  sont  des 
cercles;  ainsi,  la  surface  est  de  révolution;  elle  est  engendrée 
par  la  parabole  P tournant  autour  de  son  axe  OX.  Les  sections 
par  des  plans  non  parallèles  à l'axe  sont  des  ellipses  qui  se 
projettent  sur  le  plan  YOZ  suivant  des  cercles.  Les  sections  par 
des  plans  parallèles  à l’axe  sont  des  paraboles  égales. 

PLANS  DIAMÉTRAUX. 

542—  Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 

x y : 

a T i — r 

a pour  équation 


c’est  un  plan  parallèle  à l’axe.  Ce  plan  coupe  la  surface  sui- 
vant une  parabole;  cette  parabole  est  la  courbe  de  contact  du 
paraboloïde  et  d’un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à la  direction  des  cordes.  Réciproquement  tout  plan 
parallèle  à l’axe  est  un  plan  diamétral. 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles  à l'axe,  chacune  d’elles 
ne  rencontre  la  surface  qu’en  un  point,  et  il  n’y  a plus  de 
plan  diamétral.  Le  plan  diamétral  s’est  éloigné  à l’intini. 

DIAMÈTRES. 

543 — La  section  de  la  surface  par  le  plan 
Ax+By  + C;=/ 

a pour  projection  sur  le  plan  YOZ  la  courbe  déünie  par  l'é- 
quation 

y5  s*  l — Bÿ  — C; 

ip  + ■>(/  A 

Le  centre  de  celte  courbe  est  donné  par  les  deux  équations 

X _ _i=  _ _L 

B q C'i  A ’ 
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jointe  à l’équation  du  plan  sécant.  Ces  deux  équations,  ne  ren- 
fermant pas  le  paramètre  variable  I,  représentent  le  lieu  des 
centres  des  sections  parallèles;  ce  lieu  est  une  droite  parallèle 
à l’axe.  En  d’autres  termes,  les  projections  des  sections  pa- 
rallèles sur  le  plan  YOZ  sont  des  ellipses  homothétiques  et  con- 
centriques. Réciproquement  toute  droite  parallèle  à l’axe  est 
un  diamètre. 


544— Prenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point 
quelconque  M de  la  surface,  pour  axe  des  x le  diamètre  qui 
passe  en  ce  point,  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  mené 
par  la  droite  MX  ; ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  para- 
bole; nous  prendrons  pour  axes  des  y la  tangente  à la  parabole 
au  point  M,  et  pour  axe  des  ; la  parallèle  menée  par  le  point  M 
à la  direction  conjuguée  du  plan  XMY.  L’équation  de  la  sur- 
face, ne  contenant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  et 
devant  se  réduire  à celle  d’une  parabole  rapportée  à son 
diamètre  et  à la  tangente  à l’extrémité  quand  on  fait  3=0, 
sera  de  la  forme 

£ + £V -J- 

les  deux  paramètres  p'  et  q1  auront  le  même  signe,  par  exemple 
le  signe  -f,  sans  quoi  les  sections  par  des  plans  quelconques 
seraient  des  hyperboles.  On  voit  par  là  que  le  plan  XMZ  est 
conjugué  de  la  direction  MYr.  Les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  au  plan  YMZ  sont  des  ellipses  rapportées  à deux  dia- 
mètres conjugués. 

On  peut  obtenir  d’une  autre  manière  les  axes  des  coordon- 
nées auxquels  nous  venons  de  rapporter  la  surface.  Considé- 
rons un  plan  quelconque  non  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse;  par  le  centre  de 
l’ellipse,  menons  une  parallèle  à l’axe  jusqu’à  la  rencontre  de 
la  surface,  et  par  ce  point,  des  parallèles  à deux  diamètres  con- 
jugués de  l’ellipse;  l’équation  de  la  surface  se  réduira  à la 
forme  précédente. 
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SECTIONS  CIRCULAIRES. 


545 — Considérons  un  plan  coupant  la  surface  suivant  un 
cercle;  par  le  centre  C passe  un  diamètre  CX';  le  plan  mené 


pcndiculaire  au  plan  principal  XOZ,  et  la  surface  rapportée  à 
ses  deux  plans  principaux.  Prenons  pour  nouveaux  axes  des 
coordonnées  le  diamètre  MX',  la  tangente  MZ'  à la  parabole 
principale,  et  la  perpendiculaire  MY'  au  plan  principal;  la 
coordonnée  y ne  changeant  pas  dans  la  transformation  des 
coordonnées,  si  l’on  désigne  par  0 l’angle  Z'MX',  l’équation  de 
la  surface  deviendra  I 


■zp  z q 

Les  sections  parallèles  au  plan  Y'MZ'  étant  des  cercles,  on  doit 


Le  paramètre  q étant  moindre  que  p,  et  l’angle  6 pouvant 
recevoir  deux  valeurs  supplémentaires,  on  en  conclut  que  le 
paruboloïde  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  qui  sont 
perpendiculaires  sur  la  section  principale  de  moindre  para- 
mètre, et  également  inclinées  sur  l’autre  section  principale. 


546 — Considérons  maintenant  le  cas  où  S'  et  S"  sont  de 
signes  contraires.  Admettons  que  P ail  le  même  signe  que  S'' 
et  posons 


par  ce  diamètre  perpendiculaire- 
ment au  plan  du  cercle,  divisant  ce 
cercle  et  tous  les  cercles  parallèles 
en  deux  parties  symétriques,  est  un 
plan  principal  de  la  surface.  Ainsi, 
les  plans  des  sections  circulaires 
sont  perpendiculaires  à l’un  des 
plans  principaux. 


Fip.  267. 


Supposons  le  plan  du  cercle  per- 


PARABOLOIDE  HYPERBOLIQUE. 
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*=“  F’ 

l’équation  devient 

?/’  31  _ 

2 p 2 q X' 

_ Les  sections  faites 
par  les  plans  princi- 
paux XOY,  XOZ  sont 
deux  paraboles  P et 
Q dont  les  axes  sont 
dirigés  en  sens  con- 
traires. Le  plan  ZOY 
*'«• ï6S-  coupe  la  surface  sui- 

vant deux  droites  OA,  OB  qui  font  avec  OZ  un  angle  dont  la 


tangente  a pour  valeur  [/  -•  Les  sections  faites  par  des  plans 

parallèles  à YOZ  sont  des  hyperboles  homothétiques  entre  elles 
ou  à l’hyperbole  conjuguée  ; si  le  plan  est  du  côté  OX,  l’axe 
réel  de  l’hyperbole  est  parallèle  à OY  ; s’il  est  de  l’autre  côté, 
l’axe  réel  est  parallèle  à OZ.  ta  surface  se  compose  d’une  nappe 
qui  s’étend  indéfiniment  à droite  et  à gauche  du  plan  YOZ.  On 
lui  a donné  le  nom  de  parabolo'ide  hyperbolique.  La  droite  OX 
est  un  axe  de  la  surrace;  le  point  0 en  est  le  sommet. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 
sont  des  paraboles  égales  à la  parabole  P et  ayant  leurs  som- 
mets sur  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par  des  plans 
parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles  égales  à 
la  parabole  Q et  ayant  leurs  sommets  sur  la  parabole  P;  de 
sorte  qu’on  peut  concevoir  la  surface  comme  engendrée  par 
une  parabole  qui  se  meut  parallèlement  à elle-inème,  son 
sommet  décrivant  une  autre  parabole. 


5-17 — Les  sections  par  des  plans 

Ax + By  + Cz=/, 
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non  parallèles  à l’axe,  sont  des  hyperboles  ayant  pour  projec- 
tions sur  le  plan  YOZ 

Il  _L  il  = Cg 

-ïp  2 q A 

On  voit,  en  outre,  que  ces  projections  sont  des  hyperboles  ho- 
mothétiques entre  elles,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan 
sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant 

B»/  + C;=/ 

est  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde,  la  section  qui  a pour  pro- 
jection sur  le  plan  XOY 

!P  

2 p 2C  'q  ’ 

est  une  parabole  dont  l’axe  est  parallèle  à l’axe  du  paraboloïde  ; 
les  sections  parallèles  sont  des  paraboles  égales.  L’équation 
précédente  peut  s’écrire 

( 1 B*  \ , 2Bf y l* 

V 2p  2C 'q)_  2C 'q  2C 'q~X’ 

quand  on  a ~ =±  y/ l’équation  se  réduit  au  premier 

degré;  ainsi,  il  y a deux  directions  pour  lesquelles  le  plan 
coupe  la  surface  suivant  une  droite.  Ces  deux  séries  de  plans 
sont  parallèles  aux  deux  plans 


ces  deux  plans  sont  les  plans  AOX,  BOX  qui  passent  par  l’axe 
OX,  et  chacune  des  droites  OA,  OB,  suivant  lesquelles  le  plan 
tangent  au  sommet  O coupe  la  surface. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. 

548 — Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction 

— = -y-  — -i 

* P T 

a pour  équation 


il  est  parallèle  à l'axe.  Lorsque  les  droites  deviennent  parai 
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lèles  à l’axe,  elles  ne  rencontrent  la  surface  qu’en  un  point, 
et  le  plan  diamétral  s’éloigne  à l’infini.  Une  droite  parallèle 
à l’un  des  deux  plans  AOX,  BOX  ne  rencontre  aussi  la  sur- 
face qu’en  un  point;  car  le  plan,  mené  par  cette  droite  paral- 
lèlement à l’un  de  ces  deux  plans,  coupe  la  surface  suivant 
une  droite.  Si  l’on  considère  une  série  de  droites  parallèles 
au  plan  AOX,  mais  non  parallèles  à l’axe,  l’équation  du  plan 
diamétral  représente  un  plan  parallèle  à l’axe  et  passant  par 
celle  des  droites  qui  est  située  sur  la  surface. 

Tout  plan  parallèle  à l’axe  est  un  plan  diamétral,  excepté 
lorsque  ce  plan  est  parallèle  à l’un  des  plans  AOX,  BOX. 

On  verrait,  comme  pour  le  paraboloïde  elliptique,  que  le 
diamètre,  ou  le  lieu  des  centres  d’une  série  de  sections  paral- 
lèles, est  une  droite  parallèle  à l’axe. 

549—  Si  l’on  prend  pour  origine  des  coordonnées  un 
point  quelconque  M de  la  surface,  pour  axe  des  x le  diamètre 
qui  passe  en  ce  point,  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque 
mené  par  la  droite  MX,  pour  axe  des  y la  tangente  à la  para- 
bole au  point  M,  et  pour  axe  des  z une  parallèle  à la  direction 
conjuguée  du  plan  XMY,  l’équation  de  la  surface  prendra  la 
forme 

y'  _ a*  _ 
lp'  ~ îq[  ~X‘ 

Ceci  nous  permet  de  compléter  l’étude  des  sections  planes; 
le  plan  YMZ  coupc  la  surface  suivant  deux  droites  ; les  plans 
parallèles  à ce  plan  coupent  la  surface  suivant  des  hyperboles 
homothétiques,  |mais  dont  la  disposition  change  suivant  que 
le  plan  sécant  est  d’un  côté  ou  de  l’autre  du  plan  YMZ.  Si  l’on 
prenait  pour  axes  des  y et  des  z les  deux  droites  qui  passent 
par  le  point  M,  l’équation  de  la  surface  se  réduirait  à la  forme 
y z — kx. 

GÉNÉRATRICES  RECTILIGNES  DU  PARABOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

550 —  II  est  impossible  de  placer  une  droite  sur  le  parabtr 
loïde  elliptique;  car,  si  par  cette  droite  on  mène  un  plan,  ce 
plan  coupera  la  surface  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole. 
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Mais  la  même  impossibilité  n’existe  pas  pour  le  paraboloïde 
hyperbolique.  Nous  venons  de  reconnaître,  eu  étudiant  les 
scclions  planes,  que  par  tout  point  M de  la  surface  passent 
deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface.  Le  plan  de 
ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  à la  surface  au  point  M. 
Nous  remarquons  d’ailleurs  que  par  le  point  M,  il  ne  passe 
pas  une  troisième  droite  située  sur  la  surface;  car,  s’il  y en 
avait  une  troisième,  elle  serait  aussi  contenue  dans  le  plan  tan- 
gent; or  ce  plan  ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux  droites. 
Nous  avons  vu  aussi  que  tout  plan  parallèle  à l’un  des  deux 
plans  AOX,  BOX  coupe  la  surface  suivant  une  droite  ; les  deux 
droites  qui  passent  par  le. point  M sont  donc  parallèles,  l’une 
au  plan  AOX,  l’autre  au  plan  BOX.  Il  résulte  de  là  que  les 
droites  situées  sur  la  surface  du  paraboloïde  hyperbolique 
peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont  chacune  consti- 
tue toute  la  surface.  La  première  série  se  compose  des  droites 
parallèles  au  plan  AOX,  celles  de  la  seconde  série  sont  paral- 
lèles au  plan  BOX;  ces  deux  plans  ont  reçu  le  nom  de  plans 
directeurs. 

Mais  on  opère  commodément  celle  distinction  et  on  se  rend 
bien  compte  de  la  position  des  droites,  en  se  servant  de  l’une 
des  paraboles  principales. 


351 — Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux 
droites,  il  est  clair  que  par  tout  point  D de  la  parabole  prin- 
cipale P passent  deux  droites  DG,  DH  situées  sur  la  surface.  Si 


1 on  prend  pour  axes  des  coor- 
données le  diamètre  DX',  la 
tangente  DS  à la  parabole  prin- 
cipale, et  la  perpendiculaire 
DZ'  au  plan  principal, et  si  l’on 
désigne  par  6 l’angle  SDX',  la 
surface  aura  pour  équation 


Le  plan  Z'DS  a pour  trace,  sur 
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le  plan  principal,  la  tangente  ST  à la  parabole  principale;  ce 

plan  .r'  =0  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 

t/'sin'Q  

ip  ~ïq~  ’ 

qui  se  projettent  sur  le  plan  principal  suivant  la  tangente  ST. 
Ainsi,  toute  tangente  à une  parabole  principale  est  la  projection 
de  deux  droites  situées  sur  la  surface. 

Les  deux  droites  DG,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le  plan 
principal  ou  avec  la  perpendiculaire  DZ'  à ce  plan  ; si  l'on 
appelle  y ce  dernier  angle,  on  a 

tang-'  = l/  -X—t  • 
y q sut  0 

558 — Imaginons  maintenant  que  le  point  D parcoure  la 
parabole  principale  P dans  le  sens  OD  ; toutes  les  droites,  dont 
les  parties  supérieures  au  plan  principal  font  avec  les  tan- 
gentes, prises  dans  le  sens  du  mouvement,  des  angles  aigus, 
formeront  le  premier  système  ; toutes  celles  dont  les  parties 
supérieures  font  avec  ces  mêmes  tangentes  des  angles  obtus, 
formeront  le  second  système.  Ainsi,  les  droites  OA  et  DG  a;>- 
partiennent  au  premier  système,  les  droites  OB  et  DH  au 
second  système.  Il  est  clair  que  ces  deux  systèmes,  tels  que 
nous  venons  de  les  définir,  comprennent  toutes  les  droites 
siluées  sur  la  surface;  nous  remarquons  d’abord  qu’une  droite 
quelconque,  située  sur  la  surface,  rencontre  le  plan  princi|ial 
en  un  point  D de  la  parabole  P,  puisque  les  sections  parallèles 
à ce  plan  sont  des  paraboles;  or,  par  le  point  D passent  seule- 
ment deux  droites  DG,  DH  appartenant,  l’une  au  premier  sys- 
tème, l’autre  au  second  ; la  droite  considérée  coïncidera  donc 
avec  l’une  de  ces  deux  droites. 

553 — Cette  manière  de  distinguer  les  deux  systèmes  de 
droites  s’accorde  avec  celle  que  nous  avons  donnée  d'abord  au 
moyen  de  deux  plans  directeurs.  Nous  allons  faire  voir,  en 
effet,  que  toutes  les  droites  du  premier  système  sont  parallèles 
à un  même  plan  AOX,  toutes  celles  du  second  système  au  plan 
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BOX.  Les  deux  droites  DII,  DG  percent  le  plan  principal  X07. 
aux  points  H et  K appartenant  à la  parabole  principale  Q,  et 
situés  sur  la  verticale  élevée  par  le  point  T où  la  tangente  DS 
rencontre  le  prolongement  de  l’axe  OX  ; les  projections  HD', 
KD'  de  ces  deux  droites  sur  le  plan  principal  XOZ  sont  tan- 
gentes à la  parabole  U,  et  passent  par  le  point  iy  projection  du 
point  D.  Le  point  D se  projette  en  D"  sur  le  plan  YOZ;  les 
points  H et  K se  projettent  en  H'  et  K"  ; en  joignant  D//1I/, 
D"K",  on  aura  les  projections  D"H',  D"G"  des  deux  droites  DH, 
DG  sur  le  plan  YOZ.  Les  points  1)  et  H appartenant  aux  para- 
boles principales,  on  a DD'’  = 2 p x OD',  HT*=2qxOT;  les 
deux  longueurs  OIV  et  OT  étant  égales  entre  elles,  il  en  résulte 

OH'  — IIT  y 

Ainsi,  la  projection  IV'H'  de  la  droite  DH  sur  le  plan  YOZ  con- 
serve une  direction  constante  et  reste  parallèle  à la  droite  OB 
du  même  système.  De  même,  la  projection  K"D"G"  de  la  droite 
DG  conserve  une  direction  constante  et  reste  parallèle  à la 
droite  OA.  En  d’autres  termes,  la  droite  DG  du  premier  sys- 
tème reste  parallèle  au  plan  AOX,  et  la  droite  DH  du  second 
système  reste  parallèle  au  plan  BOX. 

Quand  le  point  D parcourt  la  parabole  principale  P en  par- 
tant du  sommet  O,  l’angle  y que  font  les  deux  droites  DG  et 
DH  avec  la  verticale  DZ'  augmente  de  plus  en  plus,  et  tend 
■vers  un  angle  droit. 

554 —  Les  deux  droites  DD",  HH'  étant  égales  et  parallèles, 
nous  remarquons  que  la  figure  DD"HH'  est  un  parallélo- 
gramme, et,  par  conséquent,  que  les  diagonales  D1I,  D''H'  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales;  ainsi  le  point  I, 
où  la  génératrice  DH  perce  le  plan  YOZ,  est  le  milieu  de  la  por- 
tion DI1  de  cette  droite  comprise  entre  les  deux  plaus  princi- 
paux; le  lieu  du  point  I est  la  droite  OA  du  premier  système. 

555—  Par  chaque  point  de  la  surface  passent  deux  droites. 
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une  de  chaque  système;  il  est  facile  de  les  construire.  Soit  M 
un  point  de  la  surface  que  nous  supposerons  situé  au-dessus  du 
plan  principal  XOY  (fig.  270)  ; ce  point  se 
projette  en  un  point  m extérieur  à la  pa- 
rabole P;  par  le  point  m menons  des  tan- 
gentes mD,mE  à la  parabole;  par  le  pointée 
contact  D de  la  première  tangente,  menons 
la  droite  DG  du  premier  système,  et,  par  le 
point  de  contact  E de  la  seconde,  la  droite 
EL  du  second  système.  Les  plans  projetants 
GDm,  LEm  de  ccs  deux  droites  se  coupent 
suivant  une  droite  MM'  perpendiculaire  au 
plan  XOY  ; cette  perpendiculaire  élevée  par 
le  point  m perce  la  surface  en  deux  points; 
l’un  est  le  point  M situé  au-dessus  du  plan 
principal,  l’autre  le  point  symétrique  M' situé  en  dessous.  La 
droite  DG,  faisant  avec  Dm  un  angle  aigu,  rencontre  la  partie 
supérieure  mM  de  la  droite  MM',  et  elle  passe  au  point  M,  puis- 
que celle  partie  supérieure  ne  rencontre  la  surface  qu’en  un 
point.  De  même,  la  droite  EL  faisant  avec  le  prolongement  de 
mE  un  angle  obtus,  ou  avec  Em  un  angle  aigu,  rencontre  la 
partie  supérieure  mM  de  la  même  droite  au  même  point  M. 
Ainsi,  par  le  point  M passent  les  deux  droites  MD  , ME  , qui 
appartiennent,  l’une  au  premier  système,  l’autre  au  second. 

356 — Soient  DG,  EL  deux  génératrices  de  systèmes  diffé- 
rents (flg.  270)  ; ces  droites  se  projettent  sur  le  plan  principal 
suivant  des  tangentes  Dm,  Em  à la  parabole  principale;  ces  deux 
tangentes  se  coupent  en  un  point  m,  et  les  deux  plans  proje- 
tants suivant  une  droite  MM'  perpendiculaire  au  plan  principal. 
Comme  nous  l’avons  expliqué  plus  haut,  les  deux  droites  DG, 
EL,  appartenant  à des  systèmes  différents,  rencontrent  la  per- 
pendiculaire MM'  d’un  même  côté  du  plan  principal,  et,  par 
conséquent,  se  coupent  au  point  M,  où  cette  perpendiculaire 
perce  la  surface.  Ainsi,  deux  génératrices  de  systèmes  différents 
se  rencontrent  toujours. 


Fig.  270. 
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557 — Considérons  maintenant  deux  génératrices  DG,  EK 
du  même  système.  Ces  droites,  étant  situées  dans  deux  plans 
respectivement  parallèles  au  même  plan  directeur,  et  par  con- 
séquent parallèles  entre  eux,  ne  peuvent  se  rencontrer.  Elles 
ne  sont  pas  non  plus  parallèles  ; car  leurs  projections  sur  un 
plan  principal  ne  sont  pas  parallèles.  On  conclut  de  là  que 
deux  généralrices  du  même  système  ne  sont  jamais  dans  le 
même  plan. 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  distinguer  les  deux  systèmes 
de  génératrices  par  un  autre  procédé.  Soit  DU  une  droite  quel- 
conque située  sur  la  surface  ; toutes  les  droites,  telles  que  DG, 
EK,  qui  rencontrent  cette  droite,  constituent  l'un  des  sys- 
tèmes, par  exemple  le  premier  système.  Toutes  les  autres 
constitueront  le  second  système. 

5 S g— Nous  savons  qu’il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d’une  droite.  Prenons  comme  directrices  trois 
droites  fixes  A,  B,  C appartenant  au  second  système , et  par 
conséquent  parallèles  au  second  plan  directeur,  et  supposons 
qu’une  droite  mobile  glisse  sur  ces  trois  directrices,  elle  coïn- 
cidera successivement  avec  chacune  des  droites  du  premier 
système,  et,  par  conséquent,  engendrera  le  paraboloïde  hyper- 
bolique. 

On  peut  aussi  définir  le  mouvement  de  la  génératrice  en 
l’assujettissant  à glisser  sur  les  deux  droites  fixes  À et  B et  à 
rester  parallèle  au  premier  plan  directeur.  En  effet,  si  par  un 
point  quelconque  M de  la  droite  A et  par  la  droite  B on  fait 
passer  un  plan,  que  par  ce  même  point  M on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  directeur,  l’intersection  de  ces  deux  plans 
déterminera  la  position  de  la  droite  mobile  qui  passe  par  le 
point  Sl;  elle  coïncidera  donc  avec  la  droite  du  premier  sys- 
tème qui  passe  par  ce  point.  Il  résulte  de  là  que  le  parabo- 
loïde hyperbolique  peut  être  engendré  par  une  droite  mobile 
qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  parallèles  à un  même  plan, 
ou  bien  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes  en  restant  constam- 
ment parallèle  à un  même  plau. 

BR.  <12 
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55t>— Les  réciproques  sont  vraies.  Supposons  d’abord  que 
la  génératrice  soit  assujettie  a glisser  sur  deux  droites  fixes  OZ  et 
AB'fig.271),en  restant  parallèle  a un  môme  plan. Prenons  pour 
axe  des  y une  position  particulière  OA  de  la  génératrice,  pour 
axe  des  * la  directrice  OZ,  pour  plan 
des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  direc- 
teur, et  pour  plan  des  zx  un  plan  pa- 
rallèle à la  droite  AB.  Cette  seconde 
directrice  AB  aura  pour  équations 
(1)  y=a,  x=az. 

Soit  MN  une  position  quelconque  de  la 
(i«  *71-  génératrice;  cette  droite,  étant  paral- 

lèle au  plan  XOY  et  rencontrant  l’axe  OZ,  a des  équations 
de  la  forme 

(i)  s=p,  y=mx, 

avec  deux  paramètres  variables  m et  p.  Pour  qu’elle  ren- 
contre la  seconde  directrice  AB,  il  faut  que  l’équation  de 
condition 

(3)  i m p — a 

soit  vérifiée.  Si  l’on  élimine  les  deux  paramètres  m et  p entre 
les  équations  (2)  et  (3),  on  obtient  l’équation  du  lieu 

(4)  a yz—ax, 

La  surface  est  du  second  degré;  elle  est  dépourvue  de  centre; 
ce  n’est  pas  un  cylindre  parabolique,  puisque  les  droites  OZ 
et  AB,  non  parallèles,  sont  situées  sur  la  surface  ; .c’est  donc 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


500 — Supposons  maintenant  que  la  génératrice  soit  assu- 
jeltiea  glisser  sur  trois  droitesflxes  AB,  OZ,CU(fig.  272)  paral- 
lèles a un  môme  plan.  Prenons  pour 
axe  des  z l’une  des  directrices  OZ, 
pour  axe  des  y une  position  particu- 
lièreACdelagénératricejpar  le  point 
de  rencontre  0 de  ces  deux  droites, 
menons  des  parallèles  OG,  OH  aux 
deux  autres  directrices  AB,  CD; 
Fi(,-1TÎ-  puisque  les  trois  directrices  sont 
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parallèles  à un  même  plan,  les  trois  droites  OZ,  OG , OH 
seront  situées  dans  un  même  plan  ; nous  prendrons  pour 
axe  des  x une  droite  quelconque  menée  par  le  point  O dans 
ce  plan.  Cela  posé,  la  directrice  AB  est  représentée  par  les 
équations 

M)  >J=a,  x—az, 

et  de  même  la  directrice  CD  par  les  équations 
(2)  y=a' , x~tx!  z. 

La  génératrice  MN,  qui  rencontre  la  droite  OZ  en  P,  aura  des 
équations  de  la  forme 

(3)  y —mx , :=nx  + p. 

La  génératrice  rencontrant  les  deux  directrices  AB,  (HJ,  on  a, 
entre  les  trois  paramètres  m,  n,  p,  les  deux  relations 
, a 

4)  — = ah  + mp, 

3 

(b)  =za'n-\-mp. 

« 

En  retranchant  ces  deux  relations  membre  à metnbre , oh 
trouve 

a a' 

(0) -={a—a)n. 

a or 

Ceci  nous  apprend  que  le  paramètre  n a une  valeur  constante; 
ainsi  la  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  ZOX  a une 
direction  constante;  si  l’on  prend  l’axe  OX  parallèle  à celle 
direction,  on  aura  n=0,et  les  équations  de  la  génératrice  se 
réduiront' à 

y—mx,  z—p , 

les  deux  paramètres  variables  m et  p étant  liés  par  la  relation 
amp~  a. 

On  est  ramené  au  cas  précédent;  la  génératrice  MN  glisse  sur 
les  deux  droites  OZ,  AB,  en  restant  constamment  parallèle  au 
plan  XOY;  elle  engendre  donc  un  paraboloïde  hypcrlfolique. 

561 — Nous  ayons  trouvé  la  relation  qui  existe,  dans  l’hy- 
perboloïde  à une  nappe,  entre  les  deux  longueurs  décrites  sur 
deux  droites  fixes  AB,  CD  de  l’un  des  systèmes  par  une  droit 
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mobile  de  l'autre  système.  La  relation  est  beaucoup  plus  simple 
ii  dans  le  paraboloïde  hyperbolique.  Soient 
MN,M' N', M"N" (flg.  273)  trois positionsquel- 
1$.  - conques  de  la  droite  mobile  ; si  par  chacune 
d’elles  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
directeur,  on  aura  trois  plans  parallèles 
. entre  eux;  or,  on  sait  que  trois  plans  paral- 

lèles déterminent  sur  deux  droites  AB,  CD 
Fie.  *«•  des  segments  proportionnels  ; on  a donc  la 
relation 

MM  _ MM" 

NN'  NN"  ’ 

Ainsi,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique,  me  droite  mobile  de 
l’un  des  systèmes  décrit  sur  deux  droites  fixes  de  l’autre  sys- 
tème des  longueurs  proportionnelles. 

Réciproquement,  lorsqu’une  droite  mobile  glisse  sur  deux 
droites  tlxes  AB,  Cl),  en  décrivant  sur  ces  droites  des  longueurs 
proportionnelles,  elle  engendre  un  paraboloïde  hyperbolique. 
Soient  MN,  M’N'  deux  positions  particulières  de  la  génératrice; 
concevons  le  plan  parallèle  à ces  deux  droites.  Soit  mainte- 
nant M"N"  une  position  quelconque  de  la  génératrice  ; on  a 
lu  relation 

MJH”  _ MM' 

NN"  — îW  ’ 

Si  par  chacune  des  deux  droites  MN,  MW  on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  défini  précédemment,  et  que  par  le  point  M 
on  mène  un  plan  parallèle  au  même  plan,  on  aura  trois  plans 
parallèles  qui  déterminent  sur  les  deux  droites  AB,  Cl)  des 
segments  proportionnels;  le  plan  mené  par  le  point  M"  passera 
donc  par  le  point  N"  et  contiendra  la  droite  M"N"  ; on  en  con- 
clut que  la  génératrice  pnobile  M"N"  reste  constamment  paral- 
lèle à un  même  plan  ; elle  engendre  donc  un  paraboloïde 
hyperbolique. 

— C'est  d’après  cette  propriété  remarquable  que  Tou 
construit  des  modèles  en  lit  représentant  le  paraboloïde  hyper- 
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l«olii|iie.  Imaginons  que  l’on  ait  fait  un  cadre  en  bois  ACDB, 
ayant  la  forme  d’un  quadrilatère  gauche;  si  l’on  divise  les 
deux  côtés  opposés  AB,  CD  en  un  même  nombre  de  parties 
égales,  et  que  l’on  joigne  par  des  fils  tendus  les  points  de 
division  correspondants,  ces  fils  représenteront  l’un  des  sys- 
tèmes de  génératrices  rectilignes  d’un  paraboloïde  hyperbo- 
lique. Si  l’on  divise  de  même  les  deux  côtés  opposés  AC,  BD 
en  un  même  nombre  de  parties  égales,  et  que  l’on  joigne  par 
des  fils  les  points  correspondants,  on  obtiendra  le  second  sys- 
tème de  génératrices. 

Si  le  quadrilatère  ACDB  était  plan , les  fils  seraient  tous 
situés  dans  le  plan  du  quadrilatère;  mais,  que  l’on  déforme  le 
quadrilatère  de  manière  à le  rendre  gauche,  les  fils  cesseront 
d’être  situés  dans  un  même  plan  et  formeront  un  paraboloïde 
hyperbolique  ; c’est  pourquoi  on  a donné  aussi  à cette  surface 
le  nom  de  plan  gauche. 

503-11  est  facile  de  déduire  de  l’équation  du  paraboloïde 
hyperbolique 

2p  iq  S 

celles  des  deux  systèmes  de  génératrices.  En  effet,  cette  équa- 
tion peut  être  mise  sous  la  forme 

( 

Les  deux  équations  du  premier  degré 

( ±__x, 

(X)  I 

|_L+-4-=-. 

I /2p  A 

dans  lesquelles  le  paramètre  X est  arbitraire,  représentent  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface  ; car,  en  multipliant 
ces  deux  équations  membre  à membre,  on  retrouve  l’équa- 
tion (1).  Les  deux  équations 


+_L-Y_Lr 

p V/2p 
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t y > - 

H — — = P , 

w ) ^ 


l / 2 p /•iq  (* 

dans  lesquelles  le  |iaramètre  p est  arbitraire,  représentent  un 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface-  Il  est  clair  que 
par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites,  une  de 
chaque  système.  D’ailleurs,  la  première  des  équations  (X) 
montre  que  toutes  les  droites  du  premier  système  sont  paral- 
lèles au  plan 


y/  2p  É 2 q 

et  de  même  la  première  des  équations  (p)  montre  que  toutes 
les  droites  du  second  système  sont  parallèles  au  plan 


/ 2P  Z2? 

Ainsi,  les  systèmes  d’équations  (X)  et  («x)  représentent  bien  les 
deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  hy- 
perbolique, tels  que  nous  les  avons  définis  géométriquement. 


CHAPITRE  VI. 

Dlstnanlon  de»  «quation*  numérique» 
du  wecond  degré. 

Étant  donnée  une  équation  numérique  du  second  degre,  on 
propose  de  déterminer  la  nature  de  la  surface  définie  par 
cette  équation. 

PREMIÈRE  MÉTHODE. 

504 — On  applique  à l’équation  proposée  la  méthode  de 
réduction  exposée  au  chap.  Il  ; non-seulement  on  obtient  par 
ce  procédé  la  nature  de  la  surface,  mais  encore  on  détermine 
d’une  manière  précise  sa  situation  et  ses  paramètres.  Lors- 
qu’on veut  reconnaître  seulement  la  nature  de  la  surface,  il 
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n’est  pas  nécessaire  d’elïectuer  tous  les  calculs  indiqués.  On 
commence  par  former  l’équation  du  troisième  degré  qui 
donne  S;  il  y a ensuite  plusieurs  cas  à distinguer. 

1°  Quand  l’équation  du  troisième  degré  n’a  pas  de  racine 
nulle,  on  sait  que  la  surface  a un  centre  unique,  et  que  son 
équation  peut  être  ramenée  à la  forme 

8a>'  + Sy+S'V+F,=  0. 

Pour  déterminer  la  nature  de  la  surface,  il  suffit  de  calculer 
F,  et  de  voir  les  signes  des  racines  S,  S',  S",  signes  qui  sont 
donnés  immédiatement  par  le  théorème  de  Descartes. 

2“  Quand  l’équation  du  troisième  degré  a une  seule  racine 
nulle,  l’équation  peut  être  réduite  à l’une  des  deux  formes 
S'y’  + S/'ï*4-PT=0, 

Sy  + SV  + F,  =i). 

la  première  représente  des  surfaces  dépourvues  de  centre,  et 
la  seconde  des  surfaces  ayant  pour  centres  tous  les  points 
d’une  droite.  Pour  connaître  la  forme  qui  convient  à l’exemple 
donné,  on  aura  recours  aux  équations  qui  déterminent  le 
centre.  Lorsque  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  est 
un  paraboloïde,  elliptique  si  S'  et  S"  ont  le  même  signe, 
hyperbolique  si  S'  et  S"  ont  des  signes  contraires.  Lorsque 
le  lieu  admet  une  infinité  de  centres,  ce  lieu  est  un  cylindre, 
dont  on  détermine  la  nature  par  une  section  non  parallèle 
à l’axe. 

3°  Lorsque  1 équation  du  troisième  degré  a deux  racines 
nulles,  l’équation  peut  être  réduite  à l’une  des  formes 
S"**+Px=0, 

S"**  + F,  = 0. 

La  première  représente  une  surface  dépourvue  de  centre,  et 
la  seconde  une  surface  qui  admet  pour  centres  tous  les  points 
d’un  plan.  On  aura  encore  recours  aux  équations  qui  déter- 
minent le  centre.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu 
est  un  cylindre  parabolique.  Si  elles  se  réduisent  à une  seule, 
le  lieu  est  l’ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan  unique, 
ou  l’équation  n’a  pas  de  solutions  réelles;  une  section  non 
parallèle  au  plan  des  centres  déterminera  la  nature  du  lieu. 
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585 — La  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  suivant. 


i"  CLASSE. 

L’équation  du 
troisième  degré 
n'a  pas  de  racine 
nulle. 


Surfaces  ayant 
un  centre  unique. 


f Les  trois  ra- 
cines de  même 

signe. 

Genre  ellip- 
soïde. 


ÎDeux  racines 
de  même  signe, 
une  de  signe  con- 
traire. 

Genre  hyperbo- 
le loïde. 


F,  a un  signe 
contraire  à celui 
des  racines. 

F,  =0 

F,  de  même 
signe. 

F,  a un  signe 
contraire  à celui 
des  deux  pre- 
mières racines. 

F,=0 

F|de  même  signe. 


Ellipsoïde. 

Un  point. 

Rien. 

Hvperboloideà 
une  nappe. 

. .Cône 

Hvperboloïdei 
deux  nappes. 


/ Une  seule  ra- 
/ cine  mille  et  pas 
de  centre. 


CLASSE. 

L’équation  du 
troisième  degré 
a une  ou  deux 
racines  milles. 


Surfaces  n’ayant 
pas  de  centre,  ou 
une  infinité  de 
rentres. 


Genre  parabo- 
loïde. 


Une  seule  ra- 
cine nulle  et  une 
infinité  de  centres 
en  ligne  droite. 


Deux  racines 
nulles  et  pas  de 
centre. 


Lesdeux  autres 
racines  de  même 
signe. 


Paraboloïde 

elliptique. 


De  signes  con-  J Paraboloïde 
aires.  ( hyperbolique. 

Lesdeux.u!mili(g,iodre*1,iP- 


racines  de  même 
Mgne 


Une  droite. 
Rien. 


/ Cylindre  hy- 
De  signes  con-  I |>erbolique. 
traires.  i Deux  plans  qui 

( se  coupent. 

Cylindre  parabolique- 


Deux  racine^ 
nulles  et  une  in- 
finité de  centres 
dans  un  plan. 


Deux  plans  parallèles- 
Un  plan. 

Rien. 


Remar^i  e. — La  réduction  expliquée  au  chapitre  II  suppose 
les  axes  primitifs  rectangulaires.  Or,  il  est  évident  que  si  l'on 
construit,  avec  deux  systèmes  d’axes  différents,  les  lieux  repré- 
sentés par  une  même  équation  du  second  degré,  ces  lieux 
seront  toujours  de  même  espèce;  cependant  l’une  des  surfaces 
pourra  être  de  révolution  sans  que  la  seconde  le  soit.  Les  con- 
clusions précédentes  s'appliquent  donc  a un  système  d'axes 
quelconques. 
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506  — On  forme  les  équations  qui  déterminent  le  centre 
de  la  surface.  U y a plusieurs  cas  à distinguer. 

1°  La  surface  admet  un  centre  unique.  Dans  ce  cas,  pour 
simplifier,  on  transporte  les  axes  au  centre,  et  l’équation  se 
réduit  à 

(1  ) Ax  ’+ A 'y  *+ A'':  *+2  B yz  + 2 B 'zx  + 2 B^-fF,  = o. 
Lorsque  le  terme  constant  F,  est  nul,  le  lieu  est  un  point 
unique  ou  un  cône.  Pour  décider  la  question  on  fait  une  sec- 
tion par  un  plan  parallèle  à l’un  des  plans  coordonnés;  si  la 
section  est  une  courbe  réelle,  le  lieu  est  un  cône.  Si  la  section 
est  imaginaire,  le  lieu  est  un  point. 

Le  cas  où  F,  est  différent  de  zéro  se  subdivise  en  deux,  sui- 
vant que  l’équation  renferme  le  carré  de  l’une  des  variables 
ou  que  les  trois  carrés  manquent.  Supposons  que  le  coefficient 
A",  par  exemple,  soit  différent  de  zéro,  et  résolvons  l’équa- 
tion (1)  par  rapport  à z,  nous  aurons 

A "z= — (B'x+By)  ± / MÆ’-{-2N.ri/-f  Py* — A" F, , 
en  posant,  pour  abréger, 

M = B/I— A"A,  N=B'B— A"B",  P=B’—  A"A'. 

Le  plan 

(2)  A"z  = — (B'x+By) 

est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à l’axe  OZ.  La  trace 
de  la  surface  sur  ce  plan  diamétral  se  projette  sur  le  plan  XOY 
suivant  la  courbe  définie  par  l’équation 

(3)  Mx*+2NaT/+Py>— A"Ft  = 0. 

Cette  courbe  admet  un  centre  unique  ; car  on  a 
N* — MP= — A"D, 

D étant  le  dénominateur  ou  le  déterminant  relatif  aux  équa- 
tions du  centre.  En  outre  le  terme  constant  — A"F,  est  diffe- 
rent de  zéro. 

Supposons  que  le  lieu  défini  par  l’équation  (3)  soit  du  genre 
ellipse  ; ce  lieu  sera  une  ellipse  réelle  ou  une  ellipse  ima- 
ginaire, mais  pas  un  point.  Si  le  lieu  est  une  ellipse  réelle, 
la  courbe  a pour  centre  l’origine,  et  l’on  sait  que  le  polynôme 
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M.r*+2N;rÿ+Pÿ*  — A"F,  conserve  un  signe  invariable,  lors- 
qu’on remplace  a?  et  y par  les  coordonnées  d’un  point  intérieur 
(ce  signe  est  celui  du  terme  — A''F,)  ; pour  tous  les  points  exté- 
rieurs le  polynôme  a un  signe  contraire.  Si  la  quantité— A"F, 
est  positive,  tous  les  points  de  la  surface  se  projettent  à l’inté- 
rieur de  l’ellipse;  la  surface  estdonc  un  ellipsoïde.  Si — A"F,est 
négative,  les  points  de  la  surface  se  projetteut  en  dehors  de 
l’ellipse,  et  l'on  a un  hyperboloïde  à une  nappe.  Lorsque  le 
lieu -est  imaginaire,  la  fonction  M.r'-f-SNa'y-f  Py’ — A" F,  con- 
serve un  signe  invariable  pour  tons  les  points  du  plan  XOY  (ce 
signe  est  celui  du  terme  — .V'F,)  et  ne  s’annule  pas;  si  — A"F, 
est  positive,  la  surface  se  compose  de  deux  nappes  indéfinies 
séparées  par  le  plan  diamétral;  c’est  un  hyperboloïde  à deux 
nappes;  si  — A"  F,  est  négative,  la  valeur  de*  étant  toujours 
imaginaire,  l’équation  (I)  n’a  pas  de  solutions  réelles. 

Supposons  actuellement  que  l’équation  (3)  définisse  un  lieu 
du  genre  hyperbole  ; le  terme  — A" F,  étant  diflérent  de  zéro, 
le  lieu  est  toujours  une  hyperbole,  et  non  le  système  de  deux 
droites.  Si  — A"F,  est  positive,  tous  les  points  de  la  surface  se 
projettent  entre  les  deux  branches  de  l’hyperbole  ; la  surface 
est  donc  un  hyperboloïde  à une  nappe.  Si  — A"F,  est  négative, 
la  surface  est  un  hyperboloïde  à deux  nappes. 

On  peut  remarquer  que  le  signe  de  la  quantité  — A"F,  in- 
dique si  l’axe  des  s est  un  diamètre  réel  ou  un  diamètre  ima- 
ginaire. Ce  diamètre,  joint  à deux  diamètres  conjugués  de  la 
section-,  forme  un  système  de  trois  diamètres  oonjugués  de  la 
surface  qui  permet  de  reconnaître  immédiatement  l’espèce  de 
cette  surfaite.  Supposons  que  la  section  diamétrale  soit  une 
ellipse  réelle  ; cette  ellipse  admet  deux  diamètres  conjugués 
réels  ; si  la  quaulité  — A"F,  est  positive,  le  troisième  diamètre 
étant  aussi  réel,  la  surface  est  un  ellipsoïde;  si  cette  quantité 
est  négative,  le  troisième  diamètre  étant  imaginaire,  la  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à une  nappe.  Lorsque  la  section  es! 
une  ellipse  imaginaire,  elle  admet  deux  diamètres  conjugués 
imaginaires;  si  le  troisième  diamètre  est  réel,  le  lieu  est  un 
hyperhoïoïde  à deux  nappes;  s’il  est  aussi  imaginaire,  le  beu 
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est  un  ellipsoïde  imaginaire.  Supposons  maintenant  que  la 
section  soit  une  hyperbole;  de  deux  diamètres  conjugués  de 
cette  hyperbole,  l’un  est  réel,  l’autre  imaginaire;  si  le  troi- 
sième diamètre  est  réel,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à une 
nappe;  s’il  est  imaginaire,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  la  section  diamétrale  est 
la  courbe  'de  contact  d’un  cylindre  circonscrit  à la  surface 
et  ayant  ses  arêtes  parallèles  à l’axe  des  z. 

Lorsque  les  trois  coefficients  A,  A',  A"  sont  nuis  à la  fois, 
l'équation  se  réduit  à 

(■ l ) iByz+SB'xs+SB'xy+F^O; 
alors  chacun  des  coefficients  B,  IV,  B"  est  différent  de  zéro  ; 
autrement  la  surface  aurait  une  infinité  de  centres.  La  surface 
déterminée  par  l’équation  (-4)  s’étend  à l’infini,  puisque  s est 
reelle  pour  un  couple  quelconque  de  valeurs  de  x et  dey; 
cette  surface  est  l’une  des  deux  hyperboloîdes.  Le  cône  asymp- 
tote a pour  équation 

2 Byz+2B'zx+ÎB,/xy=0. 

Les  trois  axes  des  coordonnées  sont  des  arêtes  du  cône.  Si  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à une  nappe,  on  peut  appliquer 
sur  cette  surface  deux  droites  parallèles  à OZ.  Or,  les  équations 
d’une  parallèle  à OZ  sont 

(5)j=«,  y=P- 

Pour  avoir  la  coordonnée  z du  point  de  rencontre  de  la  droite 
et  de  la  surface,  on  élimine  x et  y entre  les  équations  (4)  et  (5), 
on  obtient  ainsi  l’équation 

2 5 (Bp+B'a)+2B"«p+F1  = o. 

Pour  que  la  surface  soit  un  hyperboloïde  à une  nappe,  il  faut 
que  l’on  puisse  choisir  a et  p de  manière  que  l’équation  précé- 
dente soit  vérifiée  quelle  que  soit  z,  c’est-à-dire  de  manière 


que  l’on  ait  simultanément 

Bp+B'a=0,  2B,/aH-F1  = 0. 
I»e  ces  équations  on  déduit 


B’F, 

2BBB' 


B_<* 
B ‘ 


0 
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2°  La  surface  est  dépourvue  de  centre.  Cette  surface  ne  peut 
être  que  l’un  des  paraboloïdes  ou  le  cylindre  parabolique.  Si 
la  surface  est  un  paraboloïde,  l’un  au  moins  des  trois  plans 
coordonnés  n’est  pas  parallèle  à l’axe,  et  donnera  une  section, 
elliptique  ou  hyperbolique  suivant  que  le  paraboloïde  est 
elliptique  ou  hyperbolique.  Si  la  surface  est  un  cylindre  para- 
bolique, les  sections  par  les  trois  plans  coordonnés  sont  des 
sections  paraboliques. 

3°  La  surface  a pour  centres  tous  les  points  d’une  droite. 
La  surface  est  un  cylindre;  l’un,  au  moins,  des  trois  plans 
coordonnés  n'est  pas  parallèle  à son  axe;  la  section  du  cylindre 
par  ce  plan  détermine  son  espèce. 

4°  La  surface  a pour  centres  tous  les  points  d’un  plan.  Dans 
ce  cas  le  lieu  est  l’ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan 
unique,  ou  l’équation  ne  représente  rien.  Pour  décider  la 
question,  on  fait  une  section  par  l’un  des  plans  coordonnés 
non  parallèle  au  plan  des  centres. 


Exemple  I.  -tx’-f  3y’+9=’+8j':+.l.rÿ+  i)/-f-8:-l-9=0. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 
2x  + .v  + 2;  = 0, 

2x  + 3y  + 2=0, 

ix +9i-M=0. 

Ces  équations  admettent  un  système  unique  de  solutions. 

x=$<  y = — 3,  s = — 2.  Si  l’on  transporte  l'origine  au 

centre,  le  terme  constant  prend  la  valeur  — 5,  et  l’équation  se 
réduit  à 

4a;,-)-3y,+9;,-(-8a:5+4a;y — 5=0. 

Résolvons  celle-ci  par  rapport  à x,  on  a 

2x= — y — 2 z±  / — 2y* — + 

L’équation 

— 2j/‘ — 52*  + 4.y  s-f-o=0 
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représente  une  ellipse  réelle  ; le  terme  constant  sous  le  signe 
radical  étant  positif,  la  surface  se  projette  sur  le  plan  des  yz  à 
l’intérieur  de  l'ellipse  ; la  surface  est  un  ellipsoïde. 

Si  l'on  remplaçait,  dans  l’équation  donnée,  le  terme  con- 
stant 9 par  14,  la  nouvelle  équation  ainsi  obtenue  ne  repré- 
senterait plus  qu'un  point.  Si  l’on  remplaçait  le  terme  constant 
par  un  nombre  plus  grand  que  14,  l'équation  n’admettrait 
plus  de  solutions  réelles. 


Exemple  II. 

4x* — 15y*-fl \yz+\zx— 4xy+4x — 34y+24z — 18=0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 
2x— y + 5 + l = 0, 

2x  + 15y— 7s  + 17=0, 

2x  + 7y  + l 2=0. 


Elles  admettent  un  système  unique  de  solutions,  x=— -, 

4 

3 

y= — ï= — 1 Lorsqu’on  transporte  l’origine  au  centre, 


l’équation  de  la  surface  devient 

4*’+15y'+l  4yz+42X — ixy  — 6 = 0. 

Celle-ci  résolue  par  rapport  à x donne 

2x=y— z±  /s1—  1 4y‘—  1 4yz+  0 

L’équation 

s*  — 14y>— 14y  5+6=0 

représente  une  hyperbole;  le  terme  constant  sous  le  signe 
radical  est  .positif,  par  conséquent  la  surface  est  un  hyperbo- 
loïde  à une  nappe. 

Lorsqu’on  remplace  dans  l’équation  proposée  le  terme  con- 
stant — 18  par  —12,  on  obtient  une  nouvelle  équation  qui 
représente  un  cône  ; si  l’on  remplace  le  terme  constant  par  un 
nombre  plus  grand  que  —12,  on  a un  byperboloïde  à deux 
nappes. 


Exemple  111. 

4ar*+4y  * + 125’ — 1 2yz  + 4xy +4x  + 2y  + 32=0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 
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( 2x  + y + l =0, 

(«)  j 2x  + 4y— 6; +1=0, 

( 4 y — 85—1=0. , 

Si  l’on  retranche  la  première  de  la  seconde,  on  obtient  l'e- 
quation 

y— 2z  = 0, 
ou 

iy — 85  = 0, 

incompatible  avec  la  troisième.  L’équation  proposée  représente 
donc  une  surface  dépourvue  décentre.  L’équation  de  la  section 
de  la  surface  par  le  plan  des  xy  est 

4x’+4y*+4xy  + 4x+2y  = U; 

cette  section  étant  une  ellipse,  la  surface  est  un  paraboloïde 
elliptique.  Les  équations  (a)  représentent  les  plans  diamétraux 
des  cordes  parallèles  aux  axes  des  coordonnées  ; deux  de  ces 
plans  se  coupent  suivant  une  droite  dont  les  coefficients  an- 
gulaires sont  —1  et  2 ; la  droite  de  rencontre  de  deux  plans 
diamétraux  étant  parallèle  à l’axe,  il  en  résulte  que  l’axe  a 
pour  coefficients  angulaires  —1  et  2. 

Le  plan  tangent  au  sommet  du  paraboloïde  est  perpendicu 
laire  à l’axe;  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  les  coordon- 
nées de  ce  point  doivent  donc  vérifier  à la  fois  l’équation  de  La 
surface  et  les  équations 

fr  A r 

—1  2 

c’est-à-dire, 

(p)  — (8x  + 4y  + 4)=2x  + 4y— G3+l=24s— 12y  + 3. 
Les  équations  (p)  représentent  une  droite  dont  les  coefficients 
angulaires  sont  encore  — 1 et  2 ; cette  droite  est  par  consé- 
quent l'axe  du  paraboloïde. 

Exemple  IV. 

4x*  — 2y‘  — t 2z‘+  1 2y  5 + 4xy  + 4x+2y  + 3s=0. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 
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2x+y+i=», 

ix— - 2y  + <)*  + !=:  0, 
iy— 8;-H  =0. 

Si  l’on  retranclie  la  seconde  de  la  première,  on  obtient 
y—iz  — O; 

cette  équation  étant  incompatible  avec  la  troisième,  la  surface 
n’a  pas  de  centre.  Le  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant 
une  hyperbole  déiinie  par  l’équation 

4x* — 2y’  + 4xy  + 4x  + 2y  = 0 ; 
la  surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique.  Si  les  coordonnées 
sont  rectangulaires,  les  équations  de  l’axe  sont 
— (8x  + 4y + 4)  = — 2y  q-0z+2.r -f-t  =— 24î  + 1 3. 

Exemple  V. 

x’  + iy5  -f-  4:! — 4 yz  — 2xy-(- 2. x — 2 y — 4=0. 

Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

.T—ÿ-f  1=0, 

2y  — 2z  — x— 4=0, 
y — 2s  = 0. 

En  ajoutant  les  deux  premières  membre  à membre,  on  obtient 
la  troisième;  donc  In  surface  admet  pour  centres  tous  les  points 
de  la  droite 

.r=2z — t,  y—  iz; 

sa  trace  sur  le  plan  XOY  est  l’ellipse  définie  par  l’équation 
x’-f -2  y’ — 2xy-f-2x — 2 y — 4 = 0. 

Ainsi,  la  surface  est  un  cylindre  elliptique. 

TROISIÈME  MÉTHODE. 

567 — Cette  méthode  est  basée  sur  certaines  transforma- 
tions que  l’on  peut  faire  subir  à une  fonction  du  second  degré 
à trois  variables,  et  elle  revient,  comme  nous  le  verrons, 
à une  transformation  des  coordonnées.  Dans  ce  qui  suit,  les 
lettres  a,  b,  c,  k désigneront  des  quantités  constantes,  et  les 
lettres  P,  Q,  R des  fonctions  linéaires  d’une  ou  de  plusieurs 
des  variables  x,  y,  z. 

Considérons  fin  premier  lieu  un  polynôme  du  second  degré 
â une  seule  variable  x, 
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(1)  Ax'+  Bx  + C ; 

le  coefficient  A étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire  le  poly- 
nôme 


X{x+èi)  +C~ 


B’ 

4A 


et,  par  conséquent,  le  ramener  à la  forme 

(2)  aP‘  + À\ 

Soit  maintenant  un  polynôme  du  second  degré  a deux 
variables 


(3)  Aa-*-f  Bx.y-fCy’-l-Dar-f  Eÿ  + F, 
dans  lequel  nous  supposerons  d’abord  que  l’un  des  coefficients 
de  x * et  de  y* , C par  exemple,  n’est  pas  nul.  Le  polynôme  (3), 
qui  est  du  second  degré  par  rapport  à y,  ordonné  par  rapport 
à cette  variable,  s’écrit 


Cy 1 (Bx + E) y -f-  A x ' -f-  Dx  F. 

Si  on  lui  fait  subir  la  transformation  précédente,  il  devient 


c(,+  5i+ÎJ+Al.+D»+F_!ïi+B’ 

( B r *4*  E)  * 

La  seconde  partie  Ax’+  Dæ+  F — — - est  un  polynôme 

4 C 


en  x,  au  plus  du  second  degré,  ou  une  constante.  Si  elle  est 
du  second  degré,  on  la  mettra  sous  la  forme  ôQ’-fA';  il  en 
résulte  que,  lorsque  C n’est  pas  nul,  on  peut  réduire  le  poly- 
nôme (3)  à l’une  des  formes 


(4)  oP’-f  ÔQ’+A  , 

(5)  aP'-f  Q, 

(6)  aP’-f  k. 

Lorsque  A et  C sont  nuis  à la  fois,  B est  nécessairement  dif- 
férent de  zéro,  et  l’on  a 

Ba-  y + Dx  + Ey + F=x  (b  y + ü')  + Ey  + F 
le  polynôme  prend  la  forme 
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(7)  PQ  + À-. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  forme  (7)  se  ramène  à la 
forme  (V);  car  on  a identiquement 


P0+t=(ï±py+(î-ay+, 


Les  polynômes 


P + Q 

2 ’ 


P-Q 

2 


contiennent  toutefois  les  deux 


variables  x et  y,  taudis  que  dans  le  polynôme  (4)  la  fonction  Q 
ne  renferme  que  la  variable  x. 

Considérons  enfin  un  polynôme  à trois  variables 


(8)A.x,+A'(/,+A',;’+2Bÿ;+2B/ix-h2B,'xÿ+2Cx+2C/î/+2C'':4-F, 


et  supposons  que  l’un  des  carrés,  z‘  par  exemple,  ait  son  coeffi- 
cient différent  de  zéro.  Ordonué  par  rapport  à z,  le  polynôme 
s’écrit 


A"z,+2(By+B/a:+C//)34-Ax,+A'ÿ,+2B'/a-y+2Ca--f2C/y+F, 

ou 

A''|i+rV±^— jVAx’+A'»,+2B^+ÎCJ+2CV+F-(B‘,+liAtfC  -• 

La  seconde  partie  est  un  polynôme  au  plus  du  second  degré 
par  rapport  aux  variables  x et  y ; si  elle  est  du  second  degré, 
on  peut  la  mettre  sous  l’une  des  formes  (i  , (5),  (6),  il  en  ré- 
sulte que  le  polynôme  (8)  prendra  l’une  des  formes 

(9)  aP'  + ôQ’  + cR’  + A-, 

(10)  aP’  + 6Q’+R, 

(11)  aP’-f&Q’+A, 

(12)  aP’  + Q, 

(13)  aP’  + A. 

Lorsque  les  trois  coefficients  A,  A',  A"  sont  nuis  à la  fois 
l’un  au  moins  des  coefficients  B,  B',  B",  par  exemple  B,  est 
différent  de  zéro;  alors  on  a 

2 B y z + 2 B*  z x + 2 B"  x y + 2 C x + 2 C'y  + 2 C"  z + F 
= s(2By  + 2B'£+2C/0  + 2B/'xy-f2Cx  + 2C/y+  F 

= (z-j~;r + ^ (2By  + iB'x-h 2C")  + 2Cx  + F 

2B'B"  , 2 B"C''  2BC'  2C'C" 

n — *r JC zr-X • 


33 
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Lu  seconde  parlie  étant  un  polynôme  en  x qui  est  nu  plus  du 
second  degré,  le  polynôme  proposé  peut  être  ramené  à l’une 
des  formes 

(U)  PQ  + eR’-l-A, 

(15)  PQ+R. 

(16)  PQ+ A. 

Si  l’on  remplace  le  "produit  PQ  ’ *es 

formes  (1  1),  (15),  (16)  se  ramènent  aux  formes  (9),  (10),  (H). 

568— Cela  posé,  lorsque  l’on  donne  une  équation  numé- 
rique du  second  degré,  on  commence  par  ramener  le  premier 
membre  de  cette  équation  à l’une  des  formes  précédentes,  et 
il  est  facile  d’en  déduire  l’espèce  de  la  surface.  Considérons, 
par  exemple,  le  cas  où  l’équation  peut  s’écrire  sous  la  forme 

(17)  a P’-)-  6Q*  + e R’  -f  A = 0. 

Imaginons  que  l’on  effectue  une  transformation  de  coordonnées 
en  prenant  pour  plans  des  y1  s!  des 
s' x/ , et  des  x!t/  les  plans  définis  par 
les  équations 

P = 0,  Q = 0,  R = 0. 

D’un  point  quelconque  M de  l’espace 
fig.  27  Rabaissons  une  perpendiculaire 
MN  sur  le  plan  XOV'  et  menons  MI  pa- 
rallèle à (Y/J  ; désignons  par  x,  y,  s les 
* '«■ î74-  anciennes  coordonnées  du  point  M,  par 

xJ , \J , z'  les  coordonnées  nouvelles,  par  y'  l’angle  des  deux 
droites  MN,  MI,  angle  qui  est  le  môme  pour  tous  les  points  de 
l’espace,  et  soit  enfin  R =mx+ny  -f-ps  + q.  La  perpendicu- 
laire MN  a pour  expression  dans  le  premier  système  de  coor- 
données (n°  122) 

mn = -h  ma;+wy+Pz+q  _ _-R 

j/m’  + n’+p’  »/  ♦n'+n'+p’ 

et  dans  le  second 

M N =±  l' cos  y'. 
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Dans  chacune  des  formules  le  signe  du  second  membre  change 
lorsque  le  point  M passe  d’un  côté  du  plan  X'OY'  à l’autre  ; si 

donc  on  appelle  h la  valeur  du  produit  cos/  / m'  + n’  + p1, 
prise  avec  un  signe  convenable,  on  aura  pour  tous  les  points 
de  l’espace  la  relation  H = Az'.  On  démontrerait  de  même  les 
relations  Q =gy',  P =fxf.  11  en  résulte  que  l’équation  de  la 
surface,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  est 

(18)  af'x1'  +bgtylt-irchtzn+k=Q. 

La  surface  est  une  surface  à centre  unique,  et  les  nouveaux 
plans  des  coordonnées  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués. 
L’espèce  de  la  surface  est  déterminée  immédiatement  d’après 
les  signes  des  nombres  a,  b,  c,  k. 

560 — Remaboie  I.  La  transformation  des  coordonnées  sup- 
pose que  les  plans  définis  par  les  équations  P=0,  Q=0,  R=0 
se  coupent  en  un  point  unique.  Cette  condition  peut  n’ètre  pas 
remplie,  lorsque  les  fonctions  linéaires  P,  Q,  R sont  prises 
arbitrairement;  mais  elle  est  toujours  satisfaite,  lorsque  ces 
polynômes  proviennent  de  la  transformation  d’une  fonction 
du  second  degré  d’après  la  méthode  indiquée. 

Remaboie  II.  Supposons  a et  b positifs,  c et  k négatifs, 
l’équation  (17)  représentera  un  hyperboloïde  à une  nappe. 
Si  l’on  pose  c= — c,,  k=z  — A,,  l’équation  de  la  surface  rap- 
portée aux  axes  primitifs  peut  s’écrire 

(19)  aP* — c,R’=: A-,  — 6Q‘. 

Les  valeurs  de  x,  y,  z qui  satisfont  aux  deux  équations  simul- 
tanées 

P/^+R/^Xl/Â.+Q/ô], 

P»/a — R/ c,=— [ */ A,- — Q/  ô], 

dans  lesquelles  X désigne  un  paramètre  arbitraire,  vérifient 
l’équation  (19),  quel  que  soit  X;  or,  pour  chaque  valeur  de  X, 
les  équations  (20)  représentent  une  droite  ; on  a de  la  sorte 
un  premier  système  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 
Les  équations  des  génératrices  du  second  système  sont 
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(21) 


IV  a+It/c, =(4*/ *,-0/6], 

P/û-R/7,=Vâ;+Q/6]. 

F* 


570 — Lorsque  le  premier  membre  de  l’équation  se  réduit 

à la  forme  (10) , on  reconnaît  par  la  même  transformation 
que  la  surface  est  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique 
suivant  que  a et  6 ont  le  même  signe  ou  des  signes  contraires. 
Dans  ce  dernier  cas,  si  l’on  suppose  a positif,  6 négatif  et  égal 
à — 6,,  on  voit  que  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes sont  définis  par  les  équations 


et 


(22) 


P^/  fl  + Q y \ , 

p/7-q  A=-î-’ 


( IV  a — U/6,:=!X, 

(23)  P/7+QA=-ü. 

I (* 

Lorsque  le  premier  membre  se  réduit  à la  forme  (1 1),  en  pre- 
nant pour  nouveaux  plans  descoordonnéesles  deux  plans  P=0, 
Q=0,  et  un  troisième  non  parallèle  à la  rencontre  des  deux 
premiers,  on  voit  que  le  lieu  est  un  cylindre,  elliptique  ou 
hyperbolique.  La  forme  (12)  correspond  au  cylindre  parabo- 
lique, et  la  forme  (13)  au  système  de  deux  plans  parallèles. 

Les  formes  (U),  (15),  (16)  se  ramènent  aux  précédentes; 
mais  cette  réduction  n'est  pas  nécessaire.  On  voit  directement 
que  la  forme(14)  donne,  un  hypcrboloïde  à une  nappe  si  c et  k 
ont  des  signes  contraires,  un  hypcrboloïde  à deux  nappes  s’ils 
ont  le  même  signe.  Dans  le  premier  cas,  soit  c positif,  * négatif 
et  égal  à — les  équations  des  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes  de  la  surface  sont 


et 


(24) 


RtV-î-  l/A,  = XP , 

111/7—  l/A , = — V * 
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K t/c  — l/A  , = u.  P , 

| Ri/^+i/^— 

La  forme  (15)  correspond  au  paralioloïde  hyperbolique;  les 
génératrices  rectilignes  sont  définies  par  les  deux  systèmes 

i P=X, 

«>«=-?• 


et 


(27) 


P=-«, 

P 


f Q = M'- 
En fin  la  forme  (10)  donne  un  cylindre  hyperbolique. 


571  — Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  les  axes 
rectangulaires;  néanmoins,  d’après  la  remarque  du  n°  565,  les 
conclusions,  auxquelles  nous  avons  été  conduits,  subsistent 
encore,  si  les  axes  sont  obliques.  On  pourrait,  du  reste,  appli- 
quer la  même  méthode  de  transformation  de  coordonnées,  et 
l’on  reconnaît  sans  peine  que  la  formule 


R =± y cos  y'  / m'+n'+P1, 
doit  être  remplacée  par  la  suivante 

R = ±='C-^p, 

cos  y 

Y et  / étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  R=0,  fait  avec 
les  axes  OZ  et  OZ';  il  en  résulte,  comme  dans  le  premier  cas, 
R=Az',  h étant  une  constante. 


Exemple  I. 

Ax,  + 3y,-j-9s,-f8a:z  + 4a;ÿ  + Ty  + 8z  + 9 = 0. 

Le  premier  membre  de  l'équation,  ordonné  par  rapport  à x, 
s’écrit 

4x*+4x(y+2z)+3y,+9z*+4y+8s  + 9, 
ou 

(2x+îH-2z)*— (y+2z).+3ys+9s*+.iy+8z+9 
et,  en  faisant  les  réductions  dans  la  seconde  partie, 
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(2  x+y +2  z) ‘4-2  y ‘+52*—  4 y = + 4 y +8  z+9. 

La  seconde  partie,  ordonnée  par  rapport  a y,  devient 
2y'— 4y(z-l)+5z’+8z-|-9 
=2(y— z+t)*— 2(z-t)’+5::’+8z+9. 

Enfin  la  dernière  partie  de  ce  nouveau  polynôme  est 
3z*+t  2z+7  = 3(z+2)*—  a. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’équation  proposée  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(2  X+y +2  z)  *+2  (y-z+1  )*+3  (z+2)  *-5  = 0. 

Cette  équation  représente  un  ellipsoïde,  et  les  trois  plans  défi- 
nis par  les  équations 

2x  + y+2z  = 0, 
y— 3+1  =0, 

z+2=0, 

sont  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface.  Ces  plans 
se  coupent  au  point  x = -,  y= — 3,  z= — 2,  qui  est  le 

* I* 

centre  de  la  surface. 

Exemple  IL 

4x* — 1 5y*+14yz+4  zx — 4xy+4x — 34y+24z — 1 8=0. 
On  a successivement 

lx’— 13y’+l  4yz+4zx— 4xy+4x — 31y+21z — t 8 
= 4x’+4x(z — y+t) — 1 5y*  + l 4yz  — 34y+2  4z — 18 
= (2x — y+z+1)’ — I6y’+1  Oyz — z1 — 32y+22z — 1 9 ; 
puis 

— { 6y’+l  6y  (z— 2)— z’+22z— 1 9 
=— 4(2y-z+2)*+3z*+Gz-3; 

et  enfin 

3 z ’+O  z— 3 = 3 (s+i  ) 6. 

L’équation  proposée  prend  la  forme 

(2x — y+z+1)* — 4 (2  y — z+2)’+3(z+l)* — 6 = 0 ; 
elle  représente  un  hyperboloïde  à une  nappe.  Les  équations 
des  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface 
sont 


LIV.  VI,  CHAP.  VI. — DISCUS.  DES  ÉQUATIONS  NUMÉR.  51 
( 2x+3y — z + 5 =X  | t/(f-(-(z +1)1/3], 


L équation  du  cône  asymptote  est 

• ;2x— y+z+1)  '-A  (2  y-  s+2)’+3(z+l)’  = 0. 

Exemple  III. 

‘^**+Ay,  + i2z,—  12y  z + 4xy+Ax  + 2y  + 3s  = 0. 

On  a 

4x,  + .ix(y+l)+4y>  + 12z*— 12yz  + 2y  + 3z 
==(2x  + y + l)*+3y’+1  2 z1 — 12yz+3z — 1 , 

puis 

3y«+  12z*-12yz+3z— 1 = 3 (y—  2z)'  + 3z—  1. 
L’équation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(2x  + y+l)‘  + 3(y— 2z)*+3z—  1 =0; 
elle  représente  un  paraboloïde  elliptique. 

Exemple  IV. 

Ax'  — 2y’— 12z*  + 12ys  + 4xy  + 4a;  + 2y  + 3z=0. 
L’équation  se  met  sous  la  forme 

(2x+y  + l)>— 3(y— 2z)‘  + 3z— 1=0; 

elle  représente  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface 
sont  donnés  par  les  équations 


et 


2x — 5y+3z— 3=-ll/6— (z+l)l/3J, 

2x+3y— z + 5 = p (VÔ— (z+l)l/3], 

2x— 5y+3z— 3=  -ll/è+tz+lJP'ÏÏ. 
K 


( 2x+y+l+(y— 2z)l/3  = X, 


I 


| 2x+y+l— (y— 2z)l/3=i(l— 3z); 

( 2x+y  + l+(y— 2z)l/3=n/(l—  3z),_ 
| 2x+y+l— (y— 2z)l/3= 

f*' 
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Exemple  V. 

^c*4-4y’  + ^, — 4 y z — 2sa;  + 4acy  + 6a;  + 4 y — 5z  + 3=0. 
Ordonné  par  rapport  à x,  le  premier  membre  s’é  cril 
j',  + 2x(2y-s+3)  + 4ÿ’  + 5*-4yz  + 4y-5z-f-3 
= (*  + 2y-z  + 3)’-8y  + z-6, 
et  l’équation  proposée  prend  la  forme 

(x  + 2y  — z+3)’  — 8y  + z — 6 = 0; 
elle  représente  un  cylindre  parabolique;  les  arêtes  du  cylindre 
sont  parallèles  à la  droite  déterminée  par  les  deux  équations 
x+Vy  — z + 3=0, 

8y— * + 6 = 0. 


CHAPITR  E VII. 

Des  conditions  nécessaires  pour  définir 
nue  surface  dn  second  degré. 

5 T* —L’équation  générale  du  second  degré 
(i)  Ai«+A'E*+A,’j,-|-ÏByj4.2B'ix+2B"ry-f-ÎCj;+ÎC'tfq-2C'ï+F=0> 
entre  les  trois  variables  x,  y,  z,  renferme  dix  termes,  et  la 
surface  définie  par  cette  équation  dépend  de  neuf  paramètres 
arbitraires,  les  rapports  de  neuf  coefficients  au  dixième.  Il  faut 
donc  neuf  conditions  géométriques  pour  définir  une  surface 
du  second  degré,  en  supposant  que  chaque  condition  géomé- 
trique s’exprime  par  une  relation  unique  entre  les  coefficients. 
Ainsi,  par  exemple,  une  surface  du  second  degré  est  déter- 
minée par  neuf  points. 

573 — Pour  exprimer  qu’un  plan 

(<»)  Aa;  + By  + Cz4-D  = 0 
est  tangent  à une  surface 

(«0  F (x,  y,  z)=0, 

on  observe  que  les  coordonnées  x,  y,  z du  point  de  contact 
doivent  vérifier  à la  fois  les  équations  de  la  surface  et  du  plan. 
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De  plus,  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  à la  surface 
au  point  x , y,  z avec  les  trois  axes  des  coordonnées  sont  pro- 
portionnels à Fi(x,  y,z),  Fj(x,  y,  z),  F£(x,  y,  z);  on  doit  donc 
avoir 


Fi 

C 


L’élimination  de  x,  y,  z entre  les  équations  (a),  (a1),  (o;/)  donne 
une  relation  entre  les  coefficients  variables  renfermés  dans 
l’équation  de  la  surface.  Puisque  le  contact  d’un  plan  et  d’une 
surface  quelconque  s’exprime  par  une  seule  équation,  il  faut 
également  neuf  plans  tangents  pour  déterminer  une  surface 
du  second  degré. 


574— Pour  qu’une  droite 

(P)  i *=<*-«  + P> 


y = bz  + q, 

soit  située  entièrement  sur  la  surface  (*'},  il  faut  que  l'équation 
que  l’on  obtient  par  1 élimination  de  a:  et  z entre  les  équations 
(«'Jet  (p)  soit  vérifiée  quelle  que  soit  z.Si  l’équation  (a')  est  algé- 
brique et  du  degré  m,la  condition  précédente  donne m+t  rela- 
tions entre  les  paramètres  variables  de  la  surface.  On  arrive  àla 
même  conclusion,  d’une  autre  manière,  en  observant  que,  pour 
que  la  droite  appartienne  à la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
coordonnées  de  m-ft  de  ses  points  vérifient  l’équation  de  cette 
surface.  En  particulier,  si  la  surface  est  du  second  degré,  une 
droite  équivaut  à trois  conditions,  et  trois  droites  déterminent 
la  surface.  Si,  parmi  les  points  donnés,  quatre  ou  un  plus  grand 
nombre  sont  sur  une  même  droite,  ces  points  ne  devront  être 
comptés  que  pour  trois. 


575 — Supposons  que  l’on  donne  neuf  points;  cinq  dans  un 
plan  P et  les  quatre  autres  dans  un  plan  P'  qui  rencontre  le 
premier  suivant  la  droite  D.  L’ensemble  des  deux  plans  P et 
F constitue  un  lieu  du  second  degré  renfermant  les  neuf 
points  ; généralement  il  n’y  en  a pas  d’autre.  Gar  si  le  plan  P 
n’appartient  pas  au  lieu , il  le  coupe  suivant  une  ligne  du 
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second  degré  C complètement  déterminée  par  les  cinq  points 
renfermés  dans  ce  plan.  La  droite  D coupe  la  ligne  C en  deux 
points  qui  devraient  être  avec  les  quatre  points  du  plan  F sur 
une  même  ligne  du  second  degré,  ce  qui  n’a  pas  lieu  en  géné- 
ral, lorsque  les  quatre  derniers  points  sont  pris  arbitrairement 
dans  le  plan  F.  Cependant,  si  cette  dernière  condition  était 
satisfaite,  outre  la  première  solution,  il  y en  aurait  une  infi- 
nité d’autres,  et  les  neuf  points  ne  devraient  compter  que  pour 
huit.  Prenons,  en  effet,  les  plans  P et  F pour  plans  des  xy  et 
des  xz,  et  un  troisième  plan  quelconque  pour  plan  des  yz. 
Soient 

a x *-}-  a'y  * + 2 V'xy  + 2c  x + 2 &y  -f  f= 0 , 

ax’-f  a"z*  + 26'xz  + 2cx  + 2c''z-|-  f= 0 

les  équations  des  lignes  C et  C'  du  second  degré  qui  passent 
d’une  part,  par  les  cinq  points  du  plan  P,  d’autre  part,  par  les 
quatre  points  du  plan  F et  les  deux  points  de  rencontre  de  la 
droite  D et  de  la  courbe  C.  On  peut  supposer  que  le  coefficient 
de  x1  est  le  même  dans  les  deux  équations , et  comme 
Taxe  des  x rencontre  les  courbes  aux  mêmes  points , les 
coefficients  de  x et  les  termes  constants  doivent  aussi  être 
les  mêmes.  Pour  que  la  surface  définie  par  l’équation  (1),  dans 
laquelle  on  suppose  A=a,  soit  coupée  par  les  plans  des  xy  et 
des  xz  suivant  les  deux  courbes  précédentes,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  Ton  ait 


L’équation 

renferme  encore  un  paramètre  arbitraire  B,  que  Ton  peut 
choisir  de  manière  que  la  surface  passe  par  un  point  quel- 
conque donné  en  dehors  des  deux  plans  XOY,  XOZ. 

570— Lorsque,  parmi  les  neuf  points  donnés,  six  sont 
dans  un  même  plan  P,  le  lieu  est  en  général  l’ensemble  de 
deux  plans,  savoir  le  plan  P et  le  plan  P'  qui  passe  par  les  trois 
autres  points.  Cependant,  si  les  six  |toints  étaient  sur  une 
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conique,  on  verrait,  comme  dans  le  cas  précédent,  que,  outre 
cette  solution,  il  y en  aurait  une  infinité  d’autres,  déterminées 
chacune  par  un  nouveau  point  pris  en  dehors  des  deux  plans. 

Lorsque  sept  des  neuf  points  sont  dans  un  même  plan  P,  si 
ces  sept  points  ne  sont  pas  sur  une  même  ligne  du  second 
degré,  le  lieu  est  l'ensemble  du  plan  P et  d’un  second  plan 
mené  arbitrairement  par  la  droite  qui  joint  les  deux  autres 
points.  Mais  si  les  sept  points  sont  sur  une  même  courbe  du 
second  degré,  outre  ces  solutions,  il  y en  a d’autres,  détermi- 
nées chacune  par  deux  points  arbitraires.  Les  cas,  dans  les- 
quels huit  ou  neuf  points  sont  dans  un  même  plan,  donnent 
lieu  à des  remarques  analogues. 

57 7 — Considérons  deux  surfaces  du  second  degré  définies 
par  les  deux  équations 

(1)  F(x,  y,  z)=0, 

(2)  f(x,y,z)= 0. 

L’équation 

(3)  F + \f—0 

représente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  passe  par  la  courbe  d’intersection  des  deux 
premières  surfaces.  On  peut  choisir  X de  manière  que  la  sur- 
face (3)  passe  par  un  point  quelconque  M pris  en  dehors  des 
surfaces  (f)  et  (2).  D'ailleurs,  il  est  facile  de  s’assurer  qu’il 
n’existe  qu’une  surface  du  second  degré  passant  par  le  point 
M et  la  courbe  d’intersection  des  surfaces  (i)  et  (2).  Supposons, 
en  effet,  que  deux  surfaces  S et  S'  satisfassent  à ces  conditions; 
menons  par  le  point  M un  plan  quelconque  P;  ce  plan  coupera 
les  surfaces  (1)  et  (2)  suivant  deux  lignes  du  second  degré 
ayant  quatre  points  communs;  il  coupera  aussi  les  deux  sur- 
faces S et  S'  suivant  deux  lignes  du  second  degré  passant  par 
les  quatre  points  communs  aux  deux  premières  et  par  le  point  M; 
mais  ces  quatre  points  et  le  point  M déterminent  complètement 
une  ligne  du  second  degré.  Les  deux  surfaces  S et  S',  étant  cou- 
pées suivant  la  même  courbe  par  tout  plan  mené  par  le  point 
M,  coïncident.  Ainsi,  la  ligne  de  rencontre  de  deux  surfaces  du 
second  degré  et  un  point  déterminent  complètement  une  surface 
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du  second  degré;  en  d'autres  termes,  l'équation  (3)  est  l’équa- 
tion générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  la 
courbe  d’intersection  des  surfaces  (1)  et  (2). 

578 —  On  peut  supposer  que  l’une  des  équations  (1)  et  (2) 
représente  deux  plans,  alors  son  premier  membre  est  le  pro- 
duit de  deux  fonctions  du  premier  degré  P et  Q des  variables 
x,  y,  z.  Donc  f équation 

(i)  F-fXPQ  = 0 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
les  sections  faites  dans  la  surface  (I)  par  les  deux  plans 
P=0,Q=0. 

Par  la  même  raison  l’équation 

(5)  PQ+XRS  = 0 

est  l’équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  passent 
par  les  quatre  droites  d’intersection  des  plans  P=0,  Q = 0, 
avec  les  plans  R=0,  S=0. 

579—  La  ligne  d’intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré  est  généralement  une  courbe  gauche,  sur  laquelle  on 
peut,  d’une  inQnité  de  manières  différentes,  prendre  neuf 
points,  de  telle  sorte  que  trois  d’entre  eux  ne  soient  pas  en 
ligne  droite,  ni  quatre  dans  un  même  plan,  et  par  ces  neuf 
points  on  peut  toujours  faire  passer  une  infinité  de  surfaces 
du  second  degré.  Ainsi,  lorsqu’on  demande  de  faire  passer 
une  surface  du  second  degré  par  neuf  points  donnés,  ce  nest 
pas  en  examinant  combien  il  y a de  ces  points  sur  une  même 
droite  ou  dans  un  même  plan  que  l’on  pourra  décider  si  le 
problème  admet  une  ou  plusieurs  solutions. 

580—  Considérons  deux  surfaces  du  second  degré  ayant 
cinq  points  communs  dans  un  même  plan  P;  ces  cinq  points 
déterminent  une  courbe  du  second  degré  C,  qui  appartient  aux 
deux  surfaces.  Prenons  trois  points  communs  aux  surfaces, 
non  compris  dans  le  plan  P,  et  par  ces  trois  points  imaginons 
un  plan  F ; le  plan  P'  coupe  la  courbe  C en  deux  points  qui, 
avec  les  trois  premiers,  déterminent  une  courbe  du  second 
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degré  C',  également  commune  aux  deux  surfaces.  Les  deux 
surfaces  ne  peuvent  pas  avoir  un  nouveau  point  commun,  non 
situé  sur  les  courbes  C et  C',  sans  quoi  elles  coïncideraient 
(r.°  575). 

Ainsi,  lorsque  la  ligne  d’inlerseclion  de  deux  surfaces  du 
second  degré  a cinq  points  dans  un  meme  plat »,  celle  ligne  se 
compose  de  deux  courbes  planes. 

581 — Considérons  deux  surfaces  du  second  degré  qui  se 
touchent  en  deux  points  A et  B.  Soit  C un  troisième  point  com- 
mun aux  deux  surfaces;  par  les  trois  points  A,  R,  C faisons 
passer  un  plan  P;  ce  plan  coupera  chacune  des  surfaces  sui- 
vant une  courbe  du  second  degré  ; ces  deux  courbes  ont  trois 
points  communs  A,  B,  C,  et  les  memes  tangentes  en  deux 
points  A et  B;  donc  elles  se  confondent.  Car  nous  avons  vu 
(n°270)  qu’il  n’y  a qu’une  courbe  du  second  degré  remplissant 
ces  conditions.  Puisque  le  plan  P coupe  les  deux  surfaces  sui- 
vant la  même  courbe,  il  résulte  du  théorème  précédent  que  la 
ligne  d’intersection  des  deux  surfaces  est  formée  de  deux 
courbes  planes.  Ainsi,  deux  surfaces  du  second  degré,  qui  se 
touchent  en  deux  points,  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes , et  les  plans  des  deux  courbes  se  coupent  suivant  la 
droite  qui  joint  les  points  de  contact  donnés. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  plans  tan- 
gents en  A et  B ne  se  coupent  pas  suivant  AB,  c’est-à-dire  que 
les  points  donnés  n’appartiennent  pas  à une  droite  située  sur 
la  surface.  Dans  ce  cas,  nous  verrons  qu’en  général  la  ligne 
d’intersection  se  compose  d’une  ligne  droite  et  d’une  ligne 
gauche  dont  la  projection  sur  un  plan  est  du  troisième  degré. 

58* —Considérons  enfin  deux  surfaces  du  second  degré  qui 
se  touchent  en  trois  points  A,  B,  C;  d’après  le  dernier  théo- 
rème, tout  point  commun  aux  deux  surfaces  doit  se  trouver 
dans  un  même  plan  avec  chacune  des  cordes  AB,  BC,  CA  ; les 
surfaces  n’ont  donc  pas  de  point  commun  en  dehors  du  plan  P 
déterminé  par  les  points  A,  B,  C.  Ce  plan  P coupe  les  deux  sur- 
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faces  suivant  une  même  courbe  S,  el  les  deux  surfaces  ont  le 
même  plan  tangent  en  chaque  point  D de  la  courbe.  En  effet, 
par  le  point  D et  le  point  A,  par  exemple,  menons  un  plan 
quelconque  dilférent  du  plan  P,  ce  plan  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  deux  courbes  qui  passent  en  A et  D;  ces  deux  courbes 
sont  tangentes  en  A,  et,  comme  elles  n'ont  pas  d’autre  point 
commun  que  le  point  D,  elles  sont  aussi  tangentes  en  ce  point. 
Ainsi,  lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  louchent  en 
trois  points,  elles  sont  tangentes  en  tous  les  points  d’une  ligne 
plane  située  dans  le  plan  des  trois  points. 

583— Nous  avons  vu  que  l’équation 


représente  une  surface  du  second  degré  qui  passe  par  les 
courbes  d’intersection  de  la  surface  F=0  avec  les  plans  P=0, 
Q=0.  Il  en  résulte  que  les  surfaces  représentées  par  l’équation 


sont  tangentes  à la  surface  F =0  suivant  la  courbe  d’intersec- 
tion C de  cette  surface  et  du  plan  P = 0. 

L’équation  (6)  renferme  un  paramètre  arbitraire  X qui  per- 
met de  faire  passer  la  surface  par  un  point  arbitraire;  d’autre 
part  on  démontre,  comme  au  n«  577,  qu’une  surface,  qui  doit 
être  tangente  a une  surface  du  second  degré  en  tous  les  points 
d’une  courbe  plane  et  passer  par  un  point  donné,  est  complète- 
ment déterminée.  On  peut  donc  regarder  l'équation  (6)  comme 
l’équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  touchent 
la  surface  (1)  aux  points  où  elle  est  coupée  par  le  plan  P=0. 

Si  l’on  a deux  surfaces  du  second  degré  circonscrits  à une 
même  surface  du  second  degré  F=0,  ces  deux  surfaces  sont 
représentées  par  des  équations  de  la  forme 


elles  se  coupent  suivant  deux  courbes  du  second  degré  situées 
dans  les  plans 


F + XPQ=0 


(6)  F + XP!=0 


F + XP*=0, 
F + X'F‘=0; 
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584 — Cherchons,  comme  application,  l’équation  du  cône 
circonscrit  à un  ellipsoïde 

(7)  ^ + fï  + ^~,=0’ 

et  ayant  pour  sommet  un  point  donné  P dont  les  coordonnées 
sont  x, , y, , z,. 

L’équation  du  plan  tangent  à l'ellipsoïde  au  point  x,  y,  z est 
x\  y\  zZ 

V + ¥ + 7 1_0- 

Pour  que  ce  plan  passe  au  point  P,  il  faut  que  les  coordonnées 
x„  y„  z,  vérifient  la  condition 

(8) 5X  + y,y  + z^_1=0 

La  courbe  définie  par  les  équations  (7)  et  (8)  est  la  courbe  de 
contact  du  cône  et  de  l’ellipsoïde  ; l'équation  générale  des 
surfaces  du  second  degré  qui  touchent  l’ellipsoïde  suivant  cette 
courbe  plane  est 

as  + 6-.+  c.-t+*Ur+  6*  +ir 

Si  l'on  prend  X de  manière  que  l’équation  précédente  soit 
vérifiée  par  les  coordonnées  x, , y,,z,  du  point  P,  elle  repré- 
sentera le  cône  circonscrit,  puisqu’il  n’existe  qu’une  surface 
du  second  degré  tangente  à l’ellipsoïde  suivant  la  courbe 
considérée  et  passant  par  un  point  donné;  on  obtient  ainsi 
l’équation  demandée 


585 — On  sait  que  l’élimination  de  z entre  deux  équations 
du  second  degré  à trois  inconnues  x,  y,  z conduit,  en  général, 
à une  équation  du  quatrième  degré  entre  x cl  y.  Ainsi,  la  ligne 
d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  se  projette  géné- 
ralement sur  un  plan  suivant  une  courbe  du  quatrième  degré. 
Certains  cas  font  exception.  Considérons  deux  surfaces  du 
second  degré  qui  ont  le  même  plan  diamétral  pour  une  môme 
série  de  cordes  ; si  l’on  prend  ce  plan  diamétral  pour  plan  des 
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xy  et  une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  z,  les  équations 
des  deux  surfaces  auront  la  forme 

Az«+P  = 0,  A'z*+P'=0, 

P et  F désignant  deux  polynômes  du  second  degré  qui  ne  ren- 
ferme que  les  deux  variables  x et  y.  L’élimination  de  z entre 
les  deux  équations  précédentes,  donne  une  équation  du  second 
degré 

A'P— AF=0. 

Ainsi,  lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  même  plan 
diamétral  pour  une  certaine  série  de  cordes,  la  projection  de 
leur  ligne  d'intersection  sur  ce  plan,  faite  parallèlement  aux 
cordes  considérées,  est  une  courbe  du  second  degré. 

Lorsque  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice  rectiligne 
commune,  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  se  projette 
sur  un  plan  quelconque  suivant  une  ligne  droite  et  une  courbe 
du  troisième  degré. 

580— Soient 

F(x,p,î]=;Ax»q-A'ÿs+A''î,4-2Bÿî4-2B'M;-l-2B’Vv+2rÆ+ÎC'!/+î(r':+U=0 

les  équations  de  deux  surfaces  du  second  degré.  Toute  surface 
passant  par  la  ligne  d’intersection  des  deux  premières  est  re- 
présentée par  l’équaiion 

(10)  ¥ + \f=0. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  le  paramètre  X de  manière 
que  cette  nouvelle  surface  soit  un  cône.  Si  l’on  considère  un 
cône  comme  une  surface  dont  le  centre  appartient  à la  sur- 
face, on  a les  équations 

I F;  + Xf'=0, 

(H)  F'  + X/-'=0, 

( FJ+X/S  = 0, 

qui,  jointes  à l’équation  (10),  détermineront  les  coordonnées 
du  centre  et  le  paramètre X.  Si  l’on  multiplie  le  équations  (1 1) 

respectivement  par  ^ que  l’on  ajoute  et  que  l’on  re- 
tranche de  l’équation  (10),  on  a l’équation 
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(12)  Cx+B'</+C/,z+D+X(ca:+c,.v+c/'5+d)=ü. 

En  tirant  des  équations  (10)  les  valeurs  de  x , y,  z,  et  substi- 
tuant dans  l’équation  (li).  on  arrive  à une  équation  du  qua- 
trième degré  en  X.  On  conclut  de  là  que  par  la  ligne  d’inter- 
section de  deux  surfaces  du  second  degré  on  peut  faire  passer 
quatre  cônes  du  second  degré. 

Si  l’on  considère  les  sections  d’une  surface  du  second  degré 
f=z 0 par  les  deux  plans P=0,  Q=0,  toute  surface  du  second 
degré  passant  par  ces  deux  courbes  est  représentée  par  l’é- 
quation 

(13)  PQ+X/-=0. 

II  est  clair  que  le  système  des  deux  plans  PQ=0  forme  un 
premier  cône  du  second  degré  passant  par  les  deux  courbes. 
Cette  première  solution  correspond  à une  racine  double  X=0 
de  l’équation  du  quatrième  degré  en  X,  qui  s’abaisse  ainsi  au 
second  degré.  Pour  simplifier  le  calcul,  prenons  les  deux 
plans  pour  plans  des  y z et  des  xz;  l’équation  (13)  devient 
xy+yf=0, 

et  les  équations  (11)  et  (12)  se  réduisent  à 
y + X/!f=0, 

*+^/y  = 0, 

r-o, 

cx+c'y+cJ'z+d=0, 

Si  des  deux  dernières  on  tire  les  valeurs  de  x et  y en  fonction 
de  z-,  qu’on  les  substitue  dans  les  deux  premières,  et  qu’on 
élimine  ensuite  z,  on  arrivera  évidemment  à une  équation 
du  second  degré  en  X.  Ainsi,  par  deux  sections  planes  d’une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  faire  passer  deux  cônes  du 
second  degré. 


EXERCICES. 

1°  On  mène  des  normales  à un  ellipsoïde  par  les  différents 
points  d’une  section  plane;  trouver  le  lieu  de  la  trace  de  ces 
normales  sur  l’un  des  plans  principaux.  Examiner  le  cas  où  le 
plan  de  la  section  est  perpendiculaire  au  plan  principal. 

2»  Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  mèqe  des  plans  diamé- 
br.  3-1 
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traux  qui  coupent  le  solide  suivant  une  ellipse  d’aire  constante; 
trouver  le  lieu  : t°  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  a 
ce  plan  ; 2°  du  diamètre  conjugué. 

3°  L’œil  étant  placé  en  un  point  de  la  surface  d’un  ellipsoïde, 
les  perspectives  de  toutes  les  sections  planes  de  la  surface  sur 
le  plan  diamétral  conjugué  du  rayon  qui  aboutit  à l’œil,  son! 
îles  courbes  homothétiques;  le  centre  de  chacune  d’elles  est 
la  perspective  du  sommet  du  cône  circonscrit  à l’ellipsoïde 
suivant  la  section  plane  considérée. 

4°  Démontrer  que  le  lieu  de  la  droite  d’inlersection  de  deux 
plans  rectangulaires  menés  par  deux  droites  données,  est  un 
hyperboloïdc  à une  nappe  dont  les  sections  circulaires  sont 
perpendiculaires  à chacune  des  deux  droites  données. 

3°  Un  cône  a pour  sommet  un  point  d’un  hyperboloïde  de 
révolution  à une  nappe  el  pour  base  le  cercle  de  gorge;  dé- 
montrer que  les  sections  anti-parallèles  de  ce  cône  sont  per- 
pendiculaires au  plan  du  cercle  de  gorge. 

6°  Les  quatre  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d’un 
tétraèdre  sur  les  faces  opposées  sont  situées  sur  un  hyperbo- 
loïde à une  nappe.  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  el  le  centre  de 
l’hyperboloïde  sont  en  ligne  droite. 

7“  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  dis- 
tances de  chacun  d’eux  à deux  droites  données  soit  constant. 
Déterminer  ensuite,  pour  une  surface  du  second  degré  suscep- 
tible de  ce  mode  de  génération,  les  divers  couples  de  droites 
que  l’on  peut  employer. 

9°  Le  lieu  des  normales  à une  surface  réglée  quelconque  le 
long  d’une  même  génératrice  est  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique. 

10°  Étant  donné  un  point  et  deux  plans  rectangulaires, 
trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  distance  de  chacun  d’eux 
au  point  fixe  soit  moyenne  proportionnelle  entre  ses  dis- 
tances aux  deux  plans  fixes. 

H°  Par  une  génératrice  d'un  paraboloïde  hyperbolique  on 
mène  un  plan  perpendiculaire  au  plan  directeur  auquel  cette 
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génératrice  est  parallèle  ; ce  plan  est  tangent  à la  surface  en 
un  point  de  la  génératrice  que  l’on  appelle  le  point  central  de 
la  génératrice;  trouver  le  lieu  de  ce  point  pour  les  génératrices 
du  même  système.  (Ce  lieu  est  la  ligne  de  striction  de  la 
surface.) 

12"  Par  une  génératrice  d'un  byperboloïde  à une  nappe  on 
mène  un  plan  tangent  au  cône  asymptote  et  au  plan  perpendi- 
culaire au  précédent  ; ce  dernier  touche  la  surface  en  un  point 
qu’on  appelle  point  central  de  la  génératrice;  trouver  le  lieu 
du  point  central  ou  ta  ligne  de  striction  de  la  surface. 

13°  Par  un  point  0 pris  sur  l’arête  d’un  angle  dièdre,  on 
mène  dans  l’une  des  faces  une  droite  OA  et  dans  la  seconde 
face  une  droite  OB  perpendiculaire  à OA  ; trouver  le  lieu  de  la 
perpendiculaire  menée  par  le  point  0 au  plan  AOB. 

t-io  Indiquer  les  diverses  surfaces  représentées  par  l’équa- 
tion 

x,-|-(2m,+  l)(p’  +2‘) — <l[yz  + zx-\-xy)—<im3 — 
quand  on  donne  au  paramètre  m toutes  les  valeurs  possibles. 

15"  Étant  donné  un  cercle  et  deux  points  fixes  A et  B dans 
l’espace  ; par  le  point  B et  la  droite  des  contacts  relative  à un 
point  quelconque  P du  plan  <ju  cercle, on  mène  un  plan;  trou- 
ver le  lieu  du  point  d’intersection  de  ce  plan  avec  la  droite  AP. 

tti°  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  passent  par 
deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  l’intersection 
des  deux  surfaces  se  compose  de  ces  droites  et  de  deux 
autres  droites,  réelles  ou  imaginaires. 

17»  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  raccordent 
suivant  une  même  génératrice,  il  y a en  général  sur  cette 
génératrice  deux  points  tels  que  la  seconde  génératrice  qui 
passe  par  chacun  d’eux  est  la  même  sur  les  deux  surfaces. 

t8«  Les  perspectives  sur  un  même  plan  des  sections  planes 
d’une  surface  du  second  degré  ont  un  double  contact  réel  ou 
imaginaire  avec  le  contour  apparent  de  la  surface. 

19"  Étant  données  les  trois  équations 

i =l 

| V — p*  ' 6* — p*  ' c* — p' 
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. »'  =1 

a» — ô’  ~ b'  — a*  ~ c* — «’  ’ 


*« 


• "*■  c*—  r*  ’’ 


a’ — r*  ' 6’ — r'  ' c* 
dans  lesquelles  on  suppose  a>6>c,  p<c,  c<iq<.b, 
b<r<Ca,  et  qui  représentent,  la  première  un  ellipsoïde  la 
seconde  un  hyperboloïde  a une  nappe,  la  troisième  un  hyper- 
boloïdeà  deux  nappes;  démontrer:  1®  que  ces  surfaces  se 
coupent  deux  à deux  à angle  droit;  2®  les  deux  courbes  suivant 
lesquelles  une  des  surfaces  est  coupée  par  les  deux  autres 
ont  pour  tangentes  en  leur  point  d'intersection  des  droites  pa- 
rallèles aux  axes  de  la  section  faite  dans  la  première  surface  par 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point. 

19®  Étant  données  deux  des  surfaces  considérées  dans  le 
problème  précédent,  trouver  une  surface  de  révolution  du 
second  degré  (ayant  pour  axe  l’un  des  axes  de  ces  surfaces)  à 
laquelle  appartienne  la  ligne  d’intersection. 

20“  Étant  donnés  les  paraboloïdes  représentés  par  l’équation 


dans  laquelle  * est  un  paramètre  arbitraire;  si  l’on  attribue 
au  paramètre  « deux  valeurs  telles  que  les  paraboloïdes  cor- 
respondants se  coupent,  ils  se  couperont  à angle  droit.  Lors- 
qu’un paraboloïde  est  coupé  par  deux  autres  d’espèces  diffé- 
rentes, les  tangentes  aux  deux  lignes  d’intersection  au  point 
commun  sont  parallèles  aux  axes  de  la  section  faite  dans  la 
première  surface  par  un  plan  parallèle  au  pian  tangent  en  ce 
point. 

21®  Étant  donnés  deux  des  paraboloïdes  considérés  précé- 
demment, on  propose,  lorsque  ces  paraboloïdes  se  coupent, 
de  trouver  une  surface  de  révolution  du  second  degré  (ayant 
pour  axe  l’axe  commun  des  paraboloïdes)  à laquelle  appartienne 
la  ligne  d’intersection. 
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